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ETUDE THEORIQUE D'UNE CLASSE DE FILTRES OPTIMAUX,

APPLICATIONS AU LISSAGE ET A LA PREDICTION STATIS-
TIQUE,

*
J.-F, CAVASSILAS

RESUME

Nous établissons les propriétés dfun filtre
& mémoire finie qui annule 1l'erreur dynamique et
minimise l'erreur quadratique moyenne lorsque le
signal utile est un polyndme de degré donné dégradé
‘par un bruit dont nous connaissons les caractériss’

tigques spectrales,

SUMMARY

We state the propertiee of a filter with finite
memory, which annuls the dynamic error and minimiszes
the mean aquare error when the effective signal is a
polynomial of a given degree in the presence of a noise,
‘the spectral chgracteristice of which are known.

# Centre d'Etude des Phénomdnes Aldatoires (asseocié
au C.N.R.S.,) 46, av, Félix Viallet, GRENOBLE,
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1, INTRODUCTION -

Lofti A. ZADEH et John R, RAGAZZINI [1], en s'inspirant
dés'théories de WIENER [2],!ont pu résoudre une série
de ‘problédmes relatifs au filtrage a mémoire finie, En
rééolvant trés adroitement certaines ééuations intégra~
leg;[Z]. ils ont pu fournir des solutions théorigues
qﬁi:autorisent une minimisation de l'erreur gquadratique
du%bruit en sortie du systéme calctulé ; ce systéome par '
aiiléurs ne modifiant pas le signal utile considéré
comme polynomlal Nous retrouvons par ailleurs des pré—
occupations analogges dans le livre de LANING et BATTIN.
L4} et de nombreux textes. Ces idées nous ont semblé
@eureuseé en soi et de fagon plus précise pour le lis-
féééé-et'la prédiction. En effet, si nous connaissons.
IGS“Caractéristiques de la classe des fonctions certai-
nes, dégradées par un bruit parasite, ainsi que les
caractérlstiques de ce dernier, il est possible de
cho1sir un intervalle de vemps T, tel que, quelle que
soif 1'époque considérée, nous puissions approcher
:lés-fonctions de cette classe par un polyndme de degré
dhnhé, afin que l'erreur soit trds petite vis-a-vis de
belle introduite, par l'adjonction de 1la fonctlon aléa-
toire. Cl'est donc trés tdt que doivent s'introdu1rent
'les proprietés physiques de notre signal utile, pro-

priétés qui jouent le r8le de connaissance a priori,

Cependant, les réponses percussionnelles sont
extrémement complexes., Elles sont constituées, en géné-
rai, de fonctions continues sur O, T[ exessivement
délibates 4 simuler et de combinaisons linédaires de dis-
tributions de DIRAC aux extrémités de. l'intervalle.
Aiﬁsi, pour résoudre les problémes pratiques avec la
thépgie de ZADEH et RAGAZZINI, nous avons le choix

1101



47/4

entre la construction d'un appreil trés compligué et
1'utilisation d'un ordinateury Nous avons mis au poiht
une technique pidius simple gui consiste & ne prendre en
c@nsideratlon gue des échantlllons réguliérement espa-
cés dans le temps et a n'opérer que sur<ceux-ci, Le fil-
trage devient essentillement numérique ; nous avons
cependant pu concevoir la comnstruction d'un filtre sous
la forme d'une ligne & retard contrélable dont le prin-
vipe découle de la théorie que nous allons maintenant

présenter,

2. ENONCE DU PROBLEME

Soit la fonction aléatoire définie de 1a

fagon suivante :

J3 g+rm (2.1)

La letvre g caractérise une fonction du temps
appartenant a l'ensemble des polyndmes de degré o ;
ia lettre M représente uine fonction alédatoire station-
naire, ergodique, de valeur moyenne nulle, 9 sera
considéréde comme la grandeur d'entrée utile, tandis
que M sera l'action perturbatrice dont on désire at-

ténuer les effets,

Nous nous proposons de calculer les caracté-—
ristiques d'un filtre numérique # & mémoire finie T,
qui excité par y nousdonne une estimation é\(t)
de 3(& . Nous imposons au filtre £ de travailler sur

N échantillons distants de»g%; .

1102



47/5

La réponse impulsxonnelle du filtre sera

notée HI(Z) .

La réponse fu filstre a l'excitation échantil-
lonnée sera par définition 2 1'instant (=2 RAT ;

g ChaT) - Z [3(kAT-JAT)+m(kAT-JA‘r)]H(;AT) (2.2)

l!O

3. 'CHOIX DES CRITERES

tre définie comme la différence

@

L'erreur peutg

£(hAT) = gchm)- §(km>

solt encore

M N
E(haT)q 9 (kat) _?3(\-.&-}&)\4(3&) -gv\;(km.sm\ RCjam

Par le jeu de cette écriture nous sommes ame-
nés & faire une distinction trés nette entre l'erreur

dynamique .# Nai

£,= 3&.&') fg(kb‘h‘;m)“(}m) (3.1)

et lterreur E&. = Z %(ksr.ig'r) HCS) due a 1'in-

troduction ‘des perturbations,

Nous allons nous imposer les conditions suivan-

~tes pour déterminer les caractéristiques du filtrage

&, »no quel que soit k.
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La valeur moyenne de €2. doit &tre rendue mi-

nimum,

Le probléme sera donc de minimiser ¢ EL P en

cenant compte des contraintes imposées par &‘--:o .

4, ETUDE DES CONTRAINTES

Remplagons g (haT-]oT)  4ans (3.1) par son

développementy limité ; (ce qu1 est tou,]onrs possibl‘

car % est un polyndme),

W=l M=
g (ko) = Z g Cham) HGaT) - 23 H (for) | aT
N-
+ Z 33’*6" R (.om
+,.....+Z(l) J ("L)ATQ',

ILl

Par identification, nous obtenons facilement :

N~}
2 HeaT) =4
Z N C.W) s

. )

N-l -

Z | H(S_AT) s

soit encore

Ns|
Z H(JM) = ‘ (4.1)
23 H(jam)= o IE TR
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Ces équations sont nos contraintes au nombre

de (41 ) sig est le degré du polyndme & estimer.

Nous allons maintenant montrer comment il est
nécessaire de modifier les contraintes (4,1) lorsque
notre intérét se fixe sur les problémes de filtrage

et de prédiction,

5. LE LISSAGE

I1 s'agit d'associer une estimation a
3(&.5‘1‘- EAT) dégradée par le bruitn , dans le cas..

oa AT est un retard que lion s'impose,

Il est encore possible d'obtenir un dévelop-

pement utile de 3 (kAT-jnﬁ)

j (kAT-SAT) = 3I(hAT-LAT)*«-AT.£AT)]

haT- ior§ 49¢
=g (har tar) . [Lor sm‘]i 3)9}/“- o tar

+ lm—lo‘r{ /" }/”.

‘ . . . . . [y L] .

oltor-jar* L9
AT -} &T i }*}f

n! b
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Avec ce développement l'éguation :

Wi

%(km-tm)g P4 9 (hoT-jaT)y HCAAT)

o
qui traduit l'annulation de l'erreur dynamique

devient , si l1'on pose ¢

b
oo kar-tar

3_(\&&'-2&7) = fg(km‘_ EAT)HCJ:AT’)
+ 3(0 b3 ({AT-}‘(.;T) HQAT).
TP ({csr.ogaf)‘. :_; Hej am).

+\Dl.-l"‘llhlll!ilﬂ

M=l
()
" g@‘)§W{~ATj) ';l_:' H(J AT)-

L'identification est alors trés simple,

LAl
2 Heom) =4

=i 8 S
Z (&m‘-lar) 1, qu = o
j:o 4
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Par récurrence il est facile de montrer que
ces (R+!) équations se réduisent aux (v+1) contrainz

tes ci-dessous 3

=i

Z H(jor) =1

Z | Hcjomy =t

T Met

2 J‘ HCJ_'AT)-.- f"

Vsoit encore
M=l
Z H(joT) =4
)

N=l

5 H(J'A-,-us___ £4 J:"IZ...Z (5.1)

6. LA PREDICTION

Dans le cas de la prédiction, il suffit de
remplacer dans les calculs précédents 4 par Q.C) 5

les équations de contraintes deviennent alors :
) M=l

:E f‘g;AT)Jd = étd‘

La conclusion de cette étude relative aux
contraintes, dans le cas de la prédiction ou celui

du lissage est qu'elles obéissent a une équation
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générale que nous écrirons i

,ZHC}Aﬂjdw g? de o1, (6.1)

avec e? '+ pour. le 1lissage
tz=o estimation sans retvard

‘@.( © prédiction

I1 est important de noter que malgré 1'échan-

tillonnage, le paramétre f peut varier continuement,

7. ETUDE DE L'ERREUR QUADRATIQUE MOYENNE

Dans le cas ?résent, le bruit étant staticn-
naire et ergodique, l'erreur qguadratique moyenne
pourra s'écrire :

7 W=t i .
LES=E PL(kAT-»J_AT)n(hAT-LAT) HCJAT)HC( AT) (7.1)

(s joe

Soit encore s8i l'on fait intervenir la fonc—

tion d'autocorrdélation [ (&) de hct) .

W=l N=i
CEhy EOZ I [G@-j)aT) H (car)Hgar) (7.2)
posons :
xt

|X7'= %, /‘ XJa HcJ:AT) ) “£}-= F[“‘})AT}
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A la matrice de termé-général a.,;j .

La matrice A est systématique ;(&2") se
réduit a la forme quadratique X |AIX) .

X
8, MINIMISATION DE £ &2 9

Posons

g - x,+xa +.--.+X~., -1.
-}

t% v
3»: le'Ist‘""'*(N") x”-;
V=2, ..

)
La recherche du minimum de <§£7 . peut s'effec-
tuer en tenant compte des contraintes, par la méthode
des multiplicateurs de LAGRANGE,

_ Si 1'on appelle )\v les multiplicateurs de
LAGRANGE, le systéme a résoudre devient @

n
_b_ (XlA\‘K? Z >\ =0
w; L f e Pl

ta 4,2 ... N (8.1)
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Ce systéme est lindaire ; les inconnues XC
et )\y sont au nombre de Nened |

Pour résoudre ce systéme, nous alleons introe-

duire des notations matricielles :

(8.1} devient :

2M@)  2P(AT)  2r@am) . . af[-par] | 4 0 0.0 X,
2f@1)  2re)  arn .o, zr[(m)m]] 14 1.4 X2,
{ 42 282" Xz
. [3 ° . o . |l e o = o
n °
fp9aT 2ffvaa) o . L AR 4 e Xw
Vo ] o .-
4 A A4 .. 4 { S
o 4 2 . . N-A4
: O M
o A ot An
o
[=)
4]
= .o
4
L
{'rz.
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9. METHODE CHOISIE POUR INVERSER LA MATRICE DU

SYSTEME
Ay ) An
posons Kz | ~==i="- la matrice & inver-
Au i Ay ser

Ay  est la matrice du terme général - 2Tl (1i-j1aT)

A, est la matrice : 100 ...0
‘1 “ 1 L] ‘-1_
12 )

1 vey .. (N-d)n.

|

est la matrice nulle,carrée de dimension.

Posons maintenant

A s

v 9]
3

(9.1)
A.‘.“ Aay

[{]

m
1]

Ay A

Agy -~ AucC

A+
”"

1M1
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. ‘4 rd
D&és lors K peut s'lécrire

e o Ll
4 I \
Bw4+(lD | - c)h Fk sl ‘
-4
EE R e o0
- =1
->'e | D
|
] a T .
ici A, est connue ; A.?,\= A } Azz,"‘“o
_ -1
L'intér8t de la décomposition de K selon

-4
les matriceés indiquées est que seule la matrice -~C D

nous est utile,

Si nous appelons |Y? , le vecteur colonne dont
n
le premier élément est 1, le secondt ; le dermier {

nous aurouns i

-l
XS = —CD|Y7
optmal (9.3)

Nous constatons déja que cette procédure nous
permettra sans difficulté de calculs numériques, d'en-
visager une étude simple lorsque le bruit perturbateur

est a corrélation microscopigue,

10 ESTIMATION DE L'ERREUR QUADRATIQUE MOYENNE

LEFS = X\ AN XD
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¢&ly - 1 ey y Ay L5y

Enutilisant les formules (9.1), il est possible

de simplifier notre écriture pour arriver a :
T -l =\ )
¢ E> = '42 47\2An_ Ay A‘LS Y2 (10.1)

11, APPLICATIONS ITMMEDIATES

" Nous allons nous intéresser particuliérement
au cas asymptotique du bruit-a corrélation microscopii¥
que, qui présente l'avantage de pouvoir étre traité
intégralement sans faire appel aux machines numériques;
ceci est particuliérement important car lorsque la
fonction d'austocorrélation ne se réduit pas & une dis-
tribution de DIRAC, il est nééessaire d'inverser 1la
matrice A définie au § 9. Cette matrice peut aveoir
une dimension telle gue du point de vue technique l'in-
version présente des difficultés, La précision exigée
- peut 8tre contrdlée dés lors, en choisissant une fonc-
tion d'autocorrélation du type QL <‘t'3\ "~ on «
_ést lui-méme choisi suffisamment grand pour gque l'on
se rapproche étroitement d'un bruit a corrélation mi~

croscopique,

Dl'autre part, l'étude dans le cas du "bruit
blanc" fournit des résultats dont 1'1nteret propre est
indeniable 3 ils mnous ameneront a generaliser la con-
ception d'intégrateur statistique parfait et a tenter

;djexaminer sous un angle nouveau l'évolution des résul-

;Hats que l'on obtient lorsque les échantillons extraits
de ‘la fonction aldatoire présentent une corrélation
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de plus en plus étroite,

11.1 Polyndme du premier dégré dédgradé par un bruit a

corrélation microscopiqgue,

Si nous appelons )\ la puissance du bruit a
corrélation microscopique l'erreur quadratique moyenne

stécrit :
VEAS TP DAL 8;,3, HgaT) H(iam

En simplifiant les notations & l'aide de (7.4)

N-i
L

(627 = 2 \"Xs (11.1)

Le systéme (8,1) devient :

d ‘:4&’“) + A 3 +\|‘fé‘] =0
" 2 LI N

'ox‘-_

3'g:x'*'xt.+"""'*qu‘ =0

3.|:, XL +L*3~. “ e e s s +(N-l)x- a0

D'aprds (11;1) la matrice d'autocorrélation

est diagonale,

Ay = 22T

1114
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Les matrices des contraintes sont

10
Alt.: 14
12

A N-{

TI
Ag"ﬁ AIL

Les matrices C et D définies en‘(9.1)

C= [{.‘Af}?’{

0
4 A
4 NMal
4.4 ],
D= ‘!“ °Q‘\ N"‘
EAN
yla
N (M1

e calcul de -C)

A
IVOV+0

‘Cfl:

] IR VU ()
) - . a‘
PV I 2 W G R (D T L
.- é
- (V1) - B,
- 3 -C
M-l

est immédiat :

AN

-3

1115
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)Y ..,

Les termes généraux de la ke ligne de -CD

sont dans 1l'ordre :

2 LN=1-3k A -3 -b-ﬂ‘: .
N CN-1) ( ) M (W-1) ( . )

k variant de O a N-1
Ce calcul élémentaire nous a permi de constater
que dans le cas ou N = 30 nous pouvions espérer

une précision supérieure au milliéme lors de 1'inver-

sion de la masrice A, avec l'ordinateur,

11/2 Résultats numériques

Les figures 1, 2, 3 montrent 1l'évolution de
l'erreur quadratique en fonction de l'avance ou du re-
tard que l'on impose au filsre et ceci pour les poly-
ndmes du premier, second et proisiéme dégré,. T est
ici le support de la réponse percussionnelle. Nous
avons exprimé les retvards ou avances en fractioms de
T ; par ailleurs le tracé des courbes pour T = 12,
10, et 7,5 secondes montre liinfluence de la corré-

lation entre échantillons,
L'étude faitesur le bruit & corrélation mi-
croscopique nous a permis de tracer les courbes asymp-

totes (T =%0),

Il ressort de cette étude numérique que quel

que soit le degré du polyndme, les courbes sont sy-
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métriques par rapport a la droitve 3='£ ; que é&
est minimum en ce point lorsque l'on lisse un poly-
ndme du premier degré ou un poiyname’du 3e degré,
mals qu'il n'en est pas du tout de méme pour le lis-
sage des polynﬁmes du second degré o les minimums
de &2 se situent en -T/U4 et.—3T/4.

Dans le cas oua l'on filtre des polyndmes du
3e degré, 11 est pratiquement ihdispensable dl'accep~

ter un retard méme petit si 1l'on désire diminuer

BESE NN

1'influence du bruit dans des proportions considé-

rables ; le premier minimum se situe a - T/8.

4Les figures 4, 5, 6, 7 montrent les formes des
réponses percussionnelles que l'on doit associer au
filtrage des polyndmes du 2e degré lorsque
tv = _%6’ o, % .% . Dans tous les cas, les points
qul les définissent se répartissent sur une parabole

(sauf aux extrémités du segment for))

‘ Les figures 8, 9 montrent les réponses percus-
sionnelles a4 associer aux po;ynames du premier degré
l_o_-rsquet = 0 et ‘t = ‘% .

Les figures 10, 11 montrent dans les mémes
conditions les réponses a associer au filtrage des pb—
lyndmes du 3e degré., Dans ce éas les points se répar-
.tissent sur une cubiquesauf encore aux extrémités

du. segment [O, T,

Dans tous les cas de filgures sans exception
-la réponse percussionnelle a associer a tn:£+€,
se déduit de celle relative & &, par une symétrie
par rapport & t = T/2. ‘
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