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RESUME Utilisant le modéle du bruit Spherlquement invariant
(bruit gaussien de puissance aléatoire), on traite
le probléme de la détection d'un signal certain ou d'amplitude
inconnue. Dans le premier cas, on montre que la structure du
récepteur tend a4 devenir indépendante de la loi de probabilité
de la puissance. Dans le second cas la loi de probabilité du
signal ne peut &tre éliminée,c'est pourquoi on détermine le ré-
cepteur optimal dans la classe de ceux a fausse alarme constante.
On montre que ce récepteur existe et utilise le test de Student.

SUMMARY

The problem of deterministic or with random amplitude
signal detection in a spherically invariant noise is considered.
In the first case we show tha %ptimal receiver can be indepen-
dent of the probability distribution of the noise power. In the
second one we determine the optimal receiver  in the constant
felse alarm receiver class and we show that this receiver is
defimed by a Student test.
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Le bruit capté par 1l'antenne d'un récepteur sonar est
caractérisé par la grande instabilité temporelle de ses proprié-
tés statistiques ; cette instabilité résulte de la multiplicité
des sources de brult en présence, et des variations brutales de
leurs niveaux respectifs ; elle n'est en pratique jamais connue
ni prévisible ; c'est pourquoi une théorie générale de la détec-
tion par les procédés acoustiques devrait prendre en compte, en
principe; non seulement les incertitudes liées au signal, comme
le fait la théorie habituelle, mais aussi toutes les incertitu-

des relatives aux caractéristiques du bruit.

Une telle étude est parfaitement irréalisable, en rai-
son du nombre des paramétres inconnus du bruit, et de 1'impossi-
bilité de les prévoir avec assez de précision. Cependant, on peut
penser que le '"récepteur idéal", calculd pour un.bruit Gaussien
stationnaire, doit &tre sérieusement modifié lorsque ces hypothé-

PO T4
ses ne sont plus réal.sees.

C'est ce que nous allons montrer dans cette étude
réalisée dans le cas trés schématique oY seule la puissance mo-
yenne du bruit est inconnue, et ol 1'incertitude sur le signal
est soit inexistante (le signal est connu exactement), solt ré-
duite au maximum (le signal est connu a un facteur d'amplitude

prés).

Le point de vue adopté est celul de la théorie de la

O\

décision statistique. On sait que cette théorie considdre le pro-
bléme de détection comme un probldéme de test entre deux hypothéses
statistiques. Pour définir sans ambigulté une stratégle optimale

en moyenne, 11 convient alors de spécifier au préalable :
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1°9) Les densités de probabilité de l'observation, sous

les deux hypothéues conditionnelles & une certaine réalisation des

paramétres inobservables.
2°) Les lois a priori des paranétres inobservables.

Dans le <as présent le signal est supposé certain et

centrer la

(Y

N . .
1ditif au bruit ; »a présence a pour ccul effet de d

a
loi du bruit seul, et denc la loil du mélange Signal + Bruit se

dédult de celle du bruit seul.

Dans toute cette étude nous supposons que l'observation

est discréte, c'est A dire qu'elie est formée d'un certain nombre

grand gu'on le peut dans la pratique) d'&chantillons de

1ntants d'échantillonnage (t.; .

[

l'observation pris a des 1
HMais nous n'envisapgerons pas icl le probléme mathémartique du pas-
- " RPN
niilions. O broblé-

me 4 la fols délicat et intéressant n'a peut-&tre pas grande
ication physique, Jang la mesure ol 11 n'est pas certain
cu'on puisse physiquemen:

~ . e . .
res i1s1na. s 117
rres volsing. Alnsi pour

nous admettons gue Lo non

né, Cecl revient 3 dire que l'cbuervation peut 8tre ropréserntée

par le vecteur ligre

(i-1) FEREEEE A S (T DU G G T

i 1 Ti T
. e N . .. .
n  Stant inférleur & la valeur maximunm compatible aves la valil-
Ai+éa d s T ame
wlrte Qu Pro ome,
o . . . .
Pour roprécenter les fluctuarion. de pulgsance moyerne

: . . P L s x
du Deolt fohantillennd B, 1l est acommede de connldérer B comme

- > by - / ¢ . - - e oA -
TR AL POSITLVSe VoA Day ung v.d. gaussienre o
N R . . R4 -
f, e maitrice de covariance ' eonnue, dédulte
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d'une fonction de covariance sous-jacente : T (s, t).

Le probléme de détection é&tudié se schématise alors

comme sult :

1°) Lorsque l1l'amplitude du signal est connue

Décider entre ¢

HO : § = ¥y A ¥
Hl f = VA ? + §

2°) Lorsque l'amplitude du signal est inconnue

H : f

11}

VA Y
H:&ZVA?+N§

avec
? . P e P P Pl .
- v.a. gaussienne, centrée,non dégénérée, de matrice de

covariancef’(donc T -1 existe).
- A v.a. positive, de loi p(a).
-3 signal, ou copie du signal.
- u v.a. positive, de loi a priori q(u).

Notons que le probléme N° 1 est un cas particulier du N° 2, obte-

nu lorsque la densité q(p) est concentrée en un point.

La section II applique les résultats de la théorie
aux problémes de détection définis précédemment ; on constate
alors que, dans le cas d'une observation discréte et finie, la

structure du récepteur optimal dépend des deux lois a priori.

Ce résultat assez décevant nous conduit dans la section

III 2 rechercher une forme asymptotique du r.d.v., valable
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lorsque le nombre n d'échantillons prélevés est grand ; cette
démarche revient a& effectuer le passage de l'observation discréte
3 l'observation continue, c'est d dire le passage de 1'espace
euclidien & 1l'espace de Hilbert, que nous voulions précisément
éviter, lorsde la schématisation du probléme réel. Cependant,
méme si cette opération est dénuée de signification physique, car
elle suppose le bruit gaussien d n'importe quelle échelle, elle
3'avére néanmoins extrémement commode pour la situation actuelle ;
en effet, dans l'espace de Hilbert, l'estimation de la puissance
inconnue du bruit est possible sans erreurs ; lorsque l'amplitude
du signal est connue, le r.d.v. tend & devenir indépendant de la

loi a priori p(a).

Le méme phénomene se présente lorsqgue l'amplitude du
signal est inconnue ; mais alors la loi a priori gq(u) subsiste
. 71! maaca R 5 - A —
aans 1l'expression limite du r.d.v. et donc la structure du récep

.

teur optimal dépend irrémédiablement de cette loi a priori.

Pour échapper a nouveau a cette dépendance, on effectue,

dans la section IV, 1'optimisation dans une classe plus restrein-
te de récepteurs, celie des récepteurs 4 probabilité de fausse
alarme conditionnelle constante ; on montre alors que , dans cet-
e ~lasse, le réoepteur optimal existe, est indépendant de toute

.

ol a priori, méme lorsque le nombre d'échantillons prélevés est

er utilise la statisticue classique de Student. On montre

[
-

£:.51n pourquoi ce récultat pouvait &tre prévu.

Le problidre aque nous abordens ici avait &té ébauché

ieve du précédent cclloque GRETSI | 11 mais avec des hypothéses

sur le brult et sans 1'8+tude du passage a la

vé égalerent ahordé par Spooner [ 2| , mais également
et traltant uniguenert de cas particulierset enfin  Tuteur LBJ

a Acmé Ados dndicatiors zur la solution dans le ces d'un signal

ia nreniére partic de cette &tude est en cours
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de publication de manidre plus détaillée  |4]

IT - STRUCTURE du RECEPTEUR OPTIMAL en MOYENNE.

Le récepteur optimal en moyenne compare le rapport de
vraisemblance (r.d.v.) & un seuil ; dans la situation présente,

ce r.d.v. s'técrit

1) Lorsque l'amplitude du signal est connue
[ p
Pl > T -1,» 2.
l expi- =— (X - &) 1 (X - §)}

(2-1) L(X) =

roo

: 1 =T - 1|
! - — X 3 C L
! exp{ 2a ) X pla) da

Jo

2) Lorsque l'amplitude est inconnue
roo ool

1 5 2T -1,3
] exp{” 7 (09 TG g)}ma) q(u)dady
(2-2) L&) =270 :
(1 —'>T -1 =)
exp{j s X r X} b(a) da

)
En examinant les expressions (2-1) et (2-2) on consta-
te que, dans les deux cas, la structure du récepteur optimal dé-
pend étroitement des lois a priori ; cette circonstance est fa-
cheuse pour les applications, mais n'est nullement surprenante.
Dans la mesure ou l'on a choisi, au départ, de rechercher une
optimalité moyenne, on doit s'attendre 3 ce que le récepteur op-
timal correspondant exploite toute 1'information nécessaire a la
définition de 1l'optimalité, en particulier celle concernant les

densités de probabilité a priori des paramétres inconnus.
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Noﬁs avons cependant montré [43 que L(g) était
effectivement calculable dans le premier cas pour une gamme assez
large de lois de probabilité p(a). La structure du récepteur
optimal construisant le r.d.v. 3 partir de 1'observation % ne
s'en dédult pas trés alsément, mais apparait toujours non liné-
gigg) contrairement au cas du bruit gaussien pur ou ce détecteur
idéal est un filtre adapté. Nous avons également montré par un
caleul divect que moyennant des hypothdses trds générales ls
r.d.v. prenait pour n grand une forme asymptotique indépendante

de la loi p(a). Nous allons maintenant briévement montrer comment

ce résultat peut se comprendre.

III - ASPECT ASYMPTCTIQUE.

A cause du caractére gaussien du bruit, il est intuiti-
vement  évident que, lorsque n devient trés grand, le rapport
de vraisemblance tend a devenir indépendant de la loi a priori
p(a), sous réserve que le probléme de détection conditionnel ne

soit pas singulier, c'est a dire que

(3-1) 1im F R PR

La situation est en effet la sulvante :

1°) Les v.a. Xi’ i=1, ..., n, sont gaussiennes
{(non centrées sous Hl)’ et leurs liaisons statistiques sont con-
nues d un facteur preés, a. Plagons nous sous HO ;11 est possi-
ble de les décorréler, et donc, puisqu'élles sont gaussiennes,
de les rendre indépendantes. On obtient ainsi n v.a. normales,
centrées et indépendantes Ei , 1=1, ..., n, de variance

commune a inconnue.
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Cette opération peut &tre-effectuéequel que soit n

supposons donc que n croisse indéfiniment ; on peut affirmer

1 o 2
alors que la v.a. Y Z- Ei converge en moyenne quadratique
(et méme presque Surement% vers la pulssance inconnue a, et
.. n 2 .
gue donc la statistique T T4 Ei est un estimateur de a

qui tend 3 devenir parfait.

2°) Plagons nous maintenant sous Hl 5 viéiblement,
la présence du signal introduit un biais dans l'estimation de a;
mais puisque, par hypothése, le probléme de détection condition-
nel est régulier, ce biais tend nécessairement vers zéro lorsque

n croit indéfiniment (sinon, dans le probldme conditionnel, il

. . 1 n .2 .
suffirait de.comparer 1lim a L Ei d la puissance con-
N> 1
nue ag ; tout écart de cette fonction de décision & a, serait

révélateur de la présence du signal, et le probléme serait sin-

gulier).

3°) Dés lors, d chaque épreuve, et sous les deux hypo-
théses, 1l'observateur dispose d'un estimateur de la puissance du
bruit qui tend & devenir parfait lorsque n est suffisamment
grand ; pour  n trés grand, tout se passe comme si la puissance
du bruit était fournie a priori, en méme temps que 1l'enregistre-
ment ; on sait que, dans ce cas, la meilleure stratégie possible
consiste d calculer le rapport de vraisemblance conditionnel
(c'est a dire le rapport des densités du bruit seul et du mélange,
conditionnelles a une certaine valeur du paramétre), et 3 le com-
parer a un seuil fixe. On peut donc conclure que, par exemple,

dans le probléme ou l'amplitude du signal est connue, le r.d.v.

[®
1 1 > T - 1.3
N . ;E7§-exp{~ A X -9 1 (X - g%p(a)da
(3-2) L(X) — :
1 1 > T _~ 1>
= exp{~-~' X r X }
an/z 2a p(a) da
0
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[

peut s'écrire

QTF—lg_%gTr—,lg
(3-3) exp
n 2
1
=~ . &,
n i 71
1 n 5 i
I1 reste alors d exprimer E.E s en fonction de
> . B
l'observation X ; un calcul simple,. yﬁ%sente en annexe, montre
n 2 - . . i S B
que Z; g : peut 8tre identifié a X r X.
1

Ainsi pour n trés grand on peut prendre comme valeurs

approchées du r.d.v.

- lorsque l'amplitude du signal est connue

?Tr—l/g—%— gl

(3-4) LX) = exp

7Tty

S

- lorsque l'amplitude du signal est aléatoire

> -1 > 2 -
R RTINS Ty
(3-5) L(X) = exp EALRA
5 —_ e d
0 -l—XTrlX
n

On retrouve la cas du bruit gaussien en remplacant
p(a) par 6(a-a0) dans les Egs. (2-1) et (2-2). On trouve alors
PP . T -1 £qs
immédiatement que les termes quadratiques g T §> sont &li-

minés du r.d.v.
Dans le cas du signal connu on peut remplacer L(X)

. >
par toute fonction monotone de L(X) et prendre ainsi comme fonc-

tion test :
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1 % T F—l

Dans le cas du bruit gaussien, cette fonction test est
évidemment
T -
(3-7) ECONEED S

By

qui est le filtre adapté.

Par contre lorsque l'amplitude du signal est aléatoire,
il n'y a pas de test indépendant de q(w). Cette situation est
suffisamment génante pour qu'on cherche la structure d'un récep-

teur fondé sur d'autres critéres.

Les seconds membres des expressions (3-4) et (3-5)

permettent de définir les récepteurs asymptotiquement optimaux.

La loi a priori p(a) a disparu dans ces expressions ; par con-
tre la loi g(y) subsiste dans (3-5). Cette derniére particulari-

té limite la portée pratique de la forme asymptotique.

IV - RECEPTEUR CPTIMAL & PROBABILITE de FAUSSE ALARME

Pour échapper a la dépendance par rapport aux lois a
priori, on est contraint de restreindre la classe des récepteurs

en concurrence ; c'est cette idée gque nous voulons préciser, en
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L'appliquant 3 la classe des tests a fausse alarme conditionnelle

constante.

On sait que, si-l'on exclut les stratégies aléatoires,
la donnée d'un test est équivalente 3 la donnée d'une partition
de l'espace des valeurs observées X , en deux régions disjointes
et complémentaires X% et 1& ; dire que Xi définit un test a
probabilité de fausse alarme constante (ou sembiable, ouCEAR)

clest dire'que Xi satisfait la condition suivante :

! -
o (X1Ta> = PO(&,a) ax = c*® indépendante de a = g

(4-1)

X

"0 < g <1

Cette condition est trés particuliére et ne permet pas
d'assurer l'existence des tests désirés ; en fait, lorsque la
densité P, (a,a) est quelconque, 1'équation (4-1) peut ne ja-
mais avoir de solution, ou n'en avoir que pour certaines valeurs
de & . Nous allons montrer que, lorsque p0(§|a) est une densi-

té gaussienne :

7T - 1>
(»l ) 1 X r X
p.(X{a) = — e 2a 1
0. (2ﬂ\n/2 R

an/2 vdetr

1'équation (4-1) admet une infinité de solution.

Le récepteur optimal cherché sera alors celul qui maxi-

mise la probabilité de détection moyenne

B (X))

> ->
pl(X) dx
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sous la contrainte (u4-1).

Les composantes de l'observation X

p(a) q(u) dady.

>

45/13

sont corrélées

b

c'est pourquoi il est préférable de poser dés le début le probléd-

me dans l'e

indépendaqtes, et déduites de Xl

space

des réalisations des v.a.

"ggl

. Xn par les transformations

linéaires appropriées ( ¢f 1l'annexe). Cette substitution ne chan-

ge rien au probléme de détection proprement dit, car les transfor-

mations qui blanchissent 1l'observation sont linéaires et inversi-

bles, de sorte que le contenu informationnel de l'observation res-

- .
te inaltéré. Soit 1w 1l'image du signal dans 1'une quelconque de

ces transformations ; on a alors

iy

(4-3) A

V22

=¥

0y =<y
1 "

Yy
H

FMS P MB e~
=
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I1 s'agit alors de trouver la région N de l'espace
= = R% telle que la probabilité de détection
(4-4) P, (Z) de soit maximale

1

sous la contrainte

>y . > t
(4-5) p, (€la) at = c*°
- :1
avec . a0 5
- - I,
p (Fla) = L «1 e 22 4t i
0 (zﬂ)n/Q n/2
(4-6 )
’
o p00 n
1 2
- = IL,(&, - .
p, () = 1 Lo 2 11(91 vy
1 (QH)D/2 an/2
I p(a) gq(u) dadu
070
La détermination de la région optimale =, s'effec-

tue en deux étapes : on détermine la famille des domaines =
e 1

qui satisfait la relation (4-5). Puis, dans cette famille, on re-

cherche 1'élément qui maximise 1'intégrale (4-4).

IV - 1 - CARACTERISATION de la REGION CRITIQUE des TESTS

La région critique = d'un test semblable doit
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IO A SRR ISMN—
satisfaire la condition
' 1
( ___252
Fo1 1 2a “i%i, L te _
= = &, .. =C =
| n/2 " Tn/2 © R “
(2m) a
(4-7) N
{O<q<l.
Considérons 1'intégrale (4-7) : 1'intégrant présente

une symétrie sphérique ; pour exploiter cette symétrie, il est
avantageux d'effectuer un passage en coordonnées sphériques ;

soit donc la boule centrée 3 l'origine, de rayon r ; soit

:70 - (r) la portion de la surface de cette boule intérieu-
1
re au domaine _ . Alors 1'intégrale (4-7) devient
1
r® r B r2
(v-8) L 1 x dr e 2 45 = g
. (2~)n/2 an/2 J ' -
k 0 IF_(r)

1

ol dS désigne 1'élément d'aire superficielle sur la sphérﬁ,FPQ

4 . L
Considérons maintenant 1l'intégrale (4-8) ; 1'in' ‘grant e 2a
ne dépend pas du point choisi sur la surface OF z, (r) ;

par suite 1l'expression (4-8) se réduit & l'intégrale simple

o2
1 1 2a
(4~9) = = e S. (r)dr = u
(21)n/2 an/2 1
0

o § = (r) désigne l'aire de la surface = (r). La relation
(4-9) définit une équation intégrale par rapport a la fonction

S (r). Cette équation admet la solution évidente
1

(4-10) S (r) =5 xv

1

ol 3 est une constante complétement déterminéepar 1'équation

(4~9).
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On a
2
© _z
1 I [ =1
(4-11) oo = === X X X1 Xe 2a r»r-l + dr
(QW)n/Q n/2 [
I () '
“0
relation qui s'écrit encore
[ |
_ 1 n
(4~12) o = I x Y x T (59
2%

Remarque : D'aprés la structure-de la solution (4-10), I peut

&tre interprétée comme l'angle solide de la surface S ~ (r),

vu de l'origine.

I1 reste A montrer 1'unicité de la solution de 1'équa-
tion intégrale (4-9). Pour cela’, il suffit de vérifier que 1'opé-
rateur intégral défini par
(4-13) e f(r) dr

est inversible.

Cecl est le cas, car, moyennant un chapgement de varia-
bles approprié, (4-13) devient une transformée de Laplace et il

est bien connu que la transformation de Laplace et inversible.
Ainsi toutes les solutions de 1'équation (4- 9) sont du
type (4-10), et, visiblement, la relation (4-10) suffit 3 les

caractériser. On a donc la proposftion suivante

"Considérons laboule de centre O et de rayon r, et

soit :f’z (r) la portion de la surface de cette boule intérieure
1

ou domaine = . Pour que = dgfipisse Un test semblable, il
1 . 1 , :

1058



N B

45/17

suffit que l'angle solide de :¥l (r) vu de l'origine soit cons-

1

tant lorsque »r varie".

IV - 2- RECHERCHE de L'ELEMENT OPTIMAL de la FAMILLE.

Nous devons maintenant, parmi toutes les régions

t

satisfaisant la condition

ne :

(°°r° i - —é—azi(iiwui)z

a q(u)dady.

Puisque la condition établie précédemment concerne les
surfaces ;P: (r), il est avantageux d'effectuer dans (4-14) un

. iy . . . s
passage en coordonnéessphériques. Il vient ainsi :

o0 O p00

1 2
- = 3 -
1 o 2a i(gi H ui)
n/2
a

0 Fz(p) 00

(4—15)B(El)= dx ds p(a) q(u)dady.

Maximiser g (zl) équivaut 3 maximiser en tout point

r =v Zlilz la fonction :

0O 200 2
, - = n.(E.-u u.)
(4-16) - ds ih/Q e rol
a - p(a) q(y) dadp
=, () 0’0

En isolant le terme qui dépend de~7p: (r), i1 vient r

1
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- )
-1 .
f - %é[D2+u[Ziu?] 1 { B.zjgip:
(4-17) e ‘ 1 =, p(a)q(u)dadu e B
an/2
00 = (o)

La meilleure maximisation possible d'une intégrale du
type (4-17) est celle qui maximise la fonction

u
— 5.8 .1,
(4_18) e a 1 11

(r)

1

en tout point a et u, lorsque les donnésdu probléme le permet-
tent. -Orp et a sont positifs ; par suite le meilleur choix de
> (r) est celui pour lequel le produit scalaire entre E et-

K e%t le plus grand possible ; par raison de symétrie, la surfa-

ce :70: (r) optimale est la calotte sphérique de févolption,
dtaxe 3 % d'angle Solide 5y ; cette surface est évidemment indé-
pendante de a et y: elle maximise également la probabilité de

détection conditionnelle.

Cette calotte sphérique engendre un cdne de révolution
> . a P ‘s .
d'axe y lorsque r varie ; ce cdOne est la région critique opti-

male cherchée.

Soit § le demi angle au sommet de ce cOne ; l'intérieurk
iy - o s .. !
de la région critique peut &tre indifféremment défini par une con?

dition en cosinus

cos (2,1 ) > cos 8

n
ii Eiul
(4-19) — :> cos B
Voo S e
.U, I.&
M il
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E————— — — S —
ou par une condition en cotangente,
[V
cotg( gs M) > cotg ©
Zigiul
(4-20) > cptg ©
2 Voo T.E.u.\2
/Ziul L.E. - SERE
Ui Z.p. 2
i"i
La forme (4~20) est la forme habituelle du test de
. . < . N
Student : le dénominateur obéit alors 3 une loi de X a(n-1)
degré de liberté sous HO comme sous Hl ; 11 constitue une'réfé-

rence bruit seul" pour l'estimation de la puissance inconnue fs}.

Nous utilisons dans la suite la forme (4-19) ; dans
>
l'espace des valeurs observés de X, 1'inégalité (4-19) s'éerit,

compte tenu de (4-3)

> T -1 >
XTI > cos ©
= - >
JETr i KTy
: . - ‘/‘*T - >
En laissant de cdté la constante s T S, et en

> >
normalisant la forme quadratique X Tr X par %3 il vient

+ e I3
le test T2(X), étudié ci dessous.

(4-21) T_(X)

It
\%
=

=
S
¥
3

t
f_\
¥

La forme (4-21) est intuitivement plus satisfaisante
elle montre que l'observation est normalisée par une estimation

de l'écart-type du bruit.
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Au terme de cette partie théorique on constate que
les tests obtenus dépendent nettement de la maniére de poser le
probléme, ce qui ne doit pas nous &tonner. Le cadre limité de cet
exposé ne nous permet pas d'approfondir le lien entre ces tests
et ceux dit "uniformément plus pulssants'. Mais pour le praticien
la qualité d'un test est liée aux courbes opérationnelles de
réception qui sont construites dans la seconde partie de cet

exposé.
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ANNEXE

Transrormations linéaires qui '"blanchissent" 1'obser-

vation dans le cas discret fini.

Soit X .une v.a. n-dimensionnelle non dégénérée
N (0, ar). Nous cherchons é-caractériser les transformations
linéaires quiblanchissent l'observation ?, clést 3 dire qui
lui substituent la v.a. & N (df al), I : matrice identité

Ces transformations sont représentéagpar des matrices T :
(A1) £ = TX
et satisfont ;a condition :

T

(A 2) Ef £ = al.

Compte-tenu de (A 1), et de la relation :

1'équation (A 2) s'écrit

>
(A 3) ETXX 1 = 1 r7 ' =1
Cette derniére égalité montre que T est nécessairement

non singuliére ; 1'8quation (A - 3)peut donc &tre mise sous 1'une

des formes équivalentes

aw)  r= o1 terTh
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as)y (r H rot oot

On reconnait dans la forme (A 4) un probléme‘de fac-

torisation de la covariance, et dans la forme (A 5) un probléme

de réduction de la forme quadratique %7 TR d une somme

de carrés ; cette dernidre interprétation est spécialement inté-

ressante : elle nous permet d'écrire immédiatement

S -
Soit maintenant u l'image du signal dans l'une guelcon-

que des transformations, solutions de (A 3).
On a évidemment

> ..
(A7) ) I S = 4, p,

(A8) X' T S = 5. £, W

Les relations (A 6), (A 7) et (A 8) sont les relationg

cherchées.
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