TROISIEME COLLOQUE SUR LE 411
TRAITEMENT DU SIGNAL ET SES APPLICATIONS

Nice 1< au 5 juin 1871

TEST INTRE DEUX HYPCTHRSES POUR UN PROCE3SUS DEFIII

DAR UNE EQUATION DIFFERENTIDLLY STOCIUASTI QUL

par 1l LAIDAIN
Attaché de Recherches
au CENTRE D'RETUDES THEORIQUES DE LA DETECITIC.
- BT DES COLITUNICATIONS,
5 bis, Avenue de la Forte de Sevres
T5 = PARIS 15° -

RESUME (bservant le processus défini par {1),

On donne sous certaines conditions (théordme 1),

'{e couple de décision optimel (v¥,d%), ol ¥ est

le temps d'arrét ol l'on prend la décision a*(e=0ou 8=1X

SUMMARY : Observing the process g(t,w) defined by
the stochastic equation : df(t,w)=0A(t,w)dts+dir: (t,w)
 (where W (%,w)is the Wiener process), a theorem is
given under certain conditions for the couple of optimal
decision (v ,d*), where +¥is the stoppirg tiewien is taken
the decision d* ( 6=0ore= 1).
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Test entre deux hypothéses poﬁr un proceséus défini
par une équation différentielle stochastique,

Position du probleme, notations

Soit (9,5,9) un espace de probabilité‘{w(t.gm)kb >0
le processus de VWiener : v(o,w)= 0, EW(t,w)=0,
E w2 (t,0)=t, Y t)o.

On‘observg le processué { g(t’“’)}tzo

défini par (1).

dg(t,0)= 6A(t,w)dt+a (t,w)

g(Q)-—-é 0

Ie paramdtre 0 (non aléatoire) prend deux valeurs
D et 1 (respectivement : Hypothéses H (bruit seul) H,

Eignal plus bruit),

On suppose réalisées les conditions pour que
{E(t,w)} existe et soit unique (2 une équivalence stochas-
tique prés),

On sait alors, que 1'ensemble des w€Q tels que les

trajectoires v (,,w)soient contl es & une probabilité
égale & un ( de méme pour £ (., ml)
On donnera plus lein les hypothéses cempletes sur A,

Il est alors naturel de se plaoer dans 1! espace
2= ([0,+%),1R) des fonctions x(.) continues de [0,+%)
gans ]uni s'annulent en O,

On notera . la o. algébre engendrée par les
cylindres jusqu'd l'instant %,

goient t,= o <ty <- - —<tn_<1 t, £t .

On construit une mesure P, . Sur (2.,%F)

de la fagen suivante 3

ct/oo
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Test entre deux hypothéses pour un processus défini
par une équation différentielle stochastique,

L

l’o,t(Q Ogpeliy) ) =%, {2 (e x(t))€, jmm=,x(t ) €A, }

=(2n)F 2
1::.

.(t« 1@;)'”1/2 f—m«‘f exXp {~ m (mm)g
1 ‘ti—"ﬁ -

X dX1 »m-dxn

ol Ayy = =5 A sont des Boréliens de IRet on peut prolon-

&
H

n
X S R I . -
[=2 brd LaCOl | 1G
Fo,b g 4¢ fagon unigue.

SoitF = o { U F,}. on définit P, sur (@, F)
' t>o

comme 1l'unique mesure dont les restrictions & (Qtfyt)sant

o + ,Vt > o0 . On pose W (t,x (?) )= x (%),
Alors Wi(t,x(.) ) est par rapport & }99,@’17 un pre-
cessus de Wiener adapté auxgt , ¥ €30,

On va définir sur R'x Q, un processus

A (,x(.) ) tel que

HO) Alt,x(,) )soi’og-yt mesurable pour un t f£ixé

H?) |a(t,x(+)| £ C pour presque tout (t,x)

on pose A (t,x(.) ) = A (4,y(.) si x(8)= y(s)
V st

ANy o

Alors, on a le théoreme suivant dfl & Girsanov,

s . o
Théoréme : Seit [+ ]:{W(s,x),?o,t ,Qb,éfs }

le processus: de Wiener, Soi’c,fA(&,x) défint, comme plus haut

Posons pour x (.) € @,
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Test entre deux hypothéses pour un processus défini

par une équation différentielle stochasticue,

(2) Posens g(t,xo) = W(t,x)- I

p, y(ax)= exp {$§ ()2, (@)

ouéfék): It A(u,x)dw(u,x)m-% IZ Az(u,x)du
]

]

k A(s,x)ds
o

alors P1,t (Qt)= 1

et |H|= {g(s,x),P(1’t),Qt, o } est un precessus de

{/iener,

. ‘ A
Remarque : On définit de la méme facon ®, (@,%)
£(t,x) est pour P, le processus de Wiener
(3) et on a d}?1 & _ 4P, - exo {5>t (1)}.5
—_= o 0 *T0 p.p

dPo,t dPO Ft
Soit T un temps d'arrét ocsr ropvort & la fa-
. Y . s
mille <, (1 e i1« t}é?ﬁt,v t » 0), tel que
(4) B, [* 4°(s,x)ds w i= 0,
4 JO g < + = Uy

On note 1€ (& ).50it d wne application

T mesurable qui prend deux valeurs O et 1 .

-?T= {Aegzjuwiwst}ey%Vt)M

on note A€V, et A =}&=(7,d);r€m(¥),ac N}

o et § positifs étant donnés, on note par 4 96(6)9 1'en~

cw/ oe

senble des régles de déeision & pour lesguelles
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Pest entre deux hypothéses pour un processusg défini
par une équation différentielle stochastique,

P1(d=o)$ @y P, (a=1) g

clest & dire les régles & pour lesquelles les proba-—
bilités de non-détection et de fausse alarme sont bor=
nées par a et B

Le probléme est celui-ci, existe t-il dans
’ % - » 3 -
Aaygrv’ 6 =1 ,4 ) qui m1n1mlse(4)?;

Nous démontrons le résultat suivant ¢

Théoréme 1 s Soient o et >0 , a+f < 1 A(t) satisfait

aux hyvotheéses Hy et H1§ alors dans A, g 2 il existe
9

6%=(x*9d%) telle que pour tout & =(v,4)€ A

o, B°
l j‘ A ds £ B, J- A ds i:O,’]','L'ém(g)
* ~ ~
et T = inf {tdo ¢ ¢, = A ou B }
s ¥
d* = | 1 s (!),-gé{- < o
‘¢ osi <y
- CI)T,X, - 4:/‘\‘.;
1 ~r —— - - —— _t 'v( .t
o (W)= 0o B=1ln. % , B= 1n‘l%2
© 1’"6
- v L2 A 2w (8,0),2 T 2 4 ' ( )
N jo Ag 08 = 2w Byo oy fo Ag U8 = 2 Q{ CyP

N 'l"‘"X X
LU(j?y) (1.,};’_)]__(1 — + % 1in T_:'Sr'
154
Gemarcue s Deux méthodes sont données : la premiere directe
o 1 [SI1E £ ire

le seconde au

cas de Shyraiev [4] pages 180-188)
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Test entre deux hypotheses pour un processus défini
par une équation différentielle stochastique,

Lemme 1 : Soit {Wt}tzo, , un processus de Wiener

We = 0, EWt=o,-'EW§= ty Vt >0 .

'Supposoﬁs qu'il existe {(:;'t- }t->/ o telle que
Koo F,sit, <t,etW, -V, est indépendante des
événements deytv pour tout hyo, W, est F mesurable pour
.ﬂmmm'tzo. _" |

Alors si A(t) satisfait aux hypothéses Hg, H,
et 1 = 1(w) un temps d'arrét (pour la familleSFt) tel que

B IZAz(s)ds <o glors @

E [T a(s)aw(s)= o
Jo0
Preuve : Cf. Gikhman-Skorokhod [2]

Considérons la fonction A, (t)=A(%t) pour t £ XN

et lA(t)léN et zéro dans les autres cas. Alors i
E J": Ay(8)aw(e)=0
et faisant tendre N vers 1'infini, on a le résultat,

posons Xy (w)=x+¢(w); X$(w)=¢(w)

x

Ty = inf {’c.‘.:;o : ng(m)zA ou B }

B) ou

oe i}

o (x)= P1(X§§:j§’§ A},B(X)zPO(Xf:At,

(5)

x €[a,B],A €0,B>0.
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Test entre deux hypothéses pour un processus défini
par une équation différentielle stochastique.

FE
Lemme, 2 B Posons mi(X)s Ei TA,B Az(s)ds
: o

AL ELE, i=0p 1«

Alors my (x) ECZ(A,E) et satisfait & L'équaticn
" P

4o (x)e (=1)7 m(x)= -1

z Z -

mi(A)= mi(B)=O,

¢ £ e | - | T =
Preuve { s Pour abréger, posons X‘t = Xié, TA’B—- T

Examinons d'abord le cas i = ¢, Soit ¥V, une

fonction définie sur M, 2 fois continfment dérivahle -~

R qui vérifie V(a) = V(B) = 0et ¥" - ¥'= 0
Z 2

wu&ﬂd 92 0; g'»t= V\I(t)

t 'F ™ 42(8)as
Xpg =% + L} A(s )au(s)=- % ,L) A“(s)ds

_ .,.2'1. A2(1)dt + A(t)aw(s)

aX, =

Par la formyle de I‘to[zZ]

' dV(Xt)= + % AZ(t)(V"-V’)d’? + V'oa(s)aw(s)

[3

a'olt V(Xt)-_—v(x)«:{t.V'A(s)d‘f}(s)'r!ﬁ A%(s)T=V" gs
o 0 2

posons T, =min,(t,T)

B

pour t < Ty 4 X%e]a,b[ avec probabilité 1, Dfou, pour
t<rpl (W) - VH(Xy) )= 1.

2 T

alors T(x, )=T(x)+ fi‘ 7ia(e)ar(s)-[" 4%(s)as
m Is)
o
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e A

Test entre deux hypoithéses vour un processus Adfini

Nl
i

ar une dguaticn aiffdérentielle stochastigue,

lres)

‘ Yoo, koo
5y 7 1J_‘:‘):.zzo 7 (x)~1 OIO A%(s)ds =‘V(‘~>€)=-3?of;~ £(s)as

g jzfgd(s)ds =v(x)=iy 7L )
lorsque ¥ - 4+ 0 ¢ T - T en croissant
C
et EG I T A“(s)ds est uniforndnent vornde en i,
o

T T 2 .
slors Ui f & Aa(s)ds-ejvo I A(s)ds <o
o) i o

300
. T . To o
bone I j 1°(s)ds = lim T J A (s)ds =
0 e o 9 Jg

= v(x)-lin By V() = V(x)

Lo e i
De méne , pour i = 1
Lemme 3 : Soit o et B ddfinis par (5 )
alors a € CZ[A,B] et satisfait & 1'¢équation

a" + o' =0 a(A)=1, @ (5); 0

et p € ¢2 [4,B] et satisfait & 1'équation
B" - B' =0, B(a)= 0, 8(B)= 1

%
Preuve : Par rapport 3 y1 Ki =X + f als)ai(s) +
o

t 2
+ %.I; A% (s)ds
axy = % A%(t)at + a(t)aw(s)

Soit V(x)€& 02(—w,+ ®),alors pour la formule de

Ita (Gikhman-Skorokhod [2] page 25 ] vo/ee
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Test entre deux Iypothises pour un processus défind
blon difiérentielle stochastigue

Par le wéue raisonnenent, cue dans le lewmns 2

i 9 = /(X)

Cx Xf ne prend cue les valeurs 4 et Y, donce
- Y7 \__rX - B o ~ ~ - :’:. )

2y V)= 2, (8 =8)+ © (2 = B)

3

de m&me pour B

1ere déronstration du théorime

e e )

Utilisant la démonstration de Shyraiev [4],

il est facile de voir gue sous les hypothéses donndes

2 -3 ’
T, Jm A“(s)ds > 2 w(g,a)

T, jz 47(s)as 3 2 wla,B)

Simple calcul et utilisation du lemwe (1), puis

le méme raisonnement que Shyraiev [4]; page 186, Loutefois,

le livre de Shyraiev, parce qu%m.russe,étant LEeU connu en
drance, nous redonnons la démonstration
Soit 1€ m(E)
ID ll’l(ﬁ)()'l T A F:V 1 L2 )
“4 ~1{f A(S)LawS+A(s)ds]m§ fm A%(s)ds}
0

o}

970



41/11

Test entre deux hypothéses pour un processus défini
par une équation différentielle,stochastique.

=1 E, f: A%(s)ds,

D'un autre cbté :

B, In ¢ _(w)= =%, IndE = - | 1In L 9B, dpq -

1 T 1 ar, I{w:@m)=1} e

- In 4P df = - P,(d(w)=1) 1n dpy 47 (w’i(w)z‘l)
I{m:d:o} ﬁ? L 1 jQ Tro 1

- P, (a(w)=0 IQ 1n %_%?(mld.(wﬁe) >

o 484 (w|a(w)= 1) -

(n > - P,(d(w)=1 1n jQ %
' - 1

- P1(d(Q)=0 in Jé dP' dp, (v|d(w)= 0)

_ P?
ol nous avons utilisé 1'inégalité de Jensenn
1n E n(w) > E 1n n(w)
vraie pour toute variable'aléatoire'non négative,
Rémargue ¢ Si P1(d(w) = 1i)= o =alors |
P,(d(w)=i).{ 1n dp, 4P, (w)d(w)=i)
! | -(sz T '
est par définition égale a O.

Transformant le membre droit de (7), nous trouvons @

- 4P dP1

: 1
By 1n gp(w)> - Py(a{w)=1)1n <5 arEs=T) Jout ¢

- P,(é~—~e)1ﬁ[~§1—2—§0)n fdw %11;? ar, 1=
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Test entre deux hy“o néses pour un processus défini

sar une dquation dififérentielle stochastique,

L

B (=e)ln £ = ¢ 1o d=6 = (=g)in 2% 4+ o 1n Q,? wlo,yB)

P {I

(e o4

'CD

Svapres le lemme % applioud & (v ,4)

,X.
(0 = 0)=c{0)=x

Dtautre vart, le lemme 2 donne (Cf,Shyraiev [4])

2 jm 47 (s)ds=2 w(B,0) de méme pour By

Te théoréme est démontré,

2&me déronstration

©lle s'appuie sur un changement de temps et

ramnene le cas €tudié su cas de Shyraiev, rosons g

Th
- o~ ¥ y-
Lemue 5+ v = 7 _(F pD)

Preuve s Soit 8, fixé ¢ liontrons gque pour toutd

% [o,7 ) [Alors A<;¢t(w)< B ssuf w e I de

(wg
G(N ) 0O O

mesure P nulle, 3111 exdstait t,7 (mo) tel que oo/0s

@)
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Test entre deux hypothéses pour un processus défini
par une équation différentielle stochastique,

¢t0(m0) =A ou B, Alors sauf pour w, €1, il existerait
h, tel que %o = rho(wo) done ¢r§go)(wo) = A ou B ceci
impliquerait h >0 (mo) or Th1 > T, si h1 > , Donc

to = Tho(“’o> to(we) ce qui est impossible, Donc

* * .
t < 1 )(mo) = t <7 (w,) . Done rc(wo)(mo)ét (w,).

o(w,
. * *
iaitenant,posons 1T (mo)=t . Nous avons
b*(w, )=h ou B et soit h* tel que jﬁ 22(s)ds = n*,
0’7 o
Nous disons n' est le plus petit des h > o pour lesguels

3 ¥ . . .

(f).,;:**(* gmo) = A ou B alors t¥*¥ <+t" ce qui est impossible,
.'(l (11
g )

done Tc(w()) > 'zh*(wo)

o

T ~y At
lemme 6 3 Posons \Pl A(s)dgg: £(h), alors E(o)= o,
o

4F (n)=ansdy (n) -

~ ~
rreuve ¢ E(o)=0 évident, Et est & trajectoires continues,

Ol

) N ~ N Th—z-lls, -
Soit A assez petit 3 AE, = a(hf,\-&)ﬂi(.ﬂ)zj A(e B~
0

72

T,
rm;‘: 3 1¥ -
)} . L J)CLQ 3

< 3 8 Y] TERTE Y
Or Tpaa S o Presyue stirenent
~n T?ﬂ+fk
AL, =4+ als)au(s)
h :
T,
Ll
- P‘/
O0n voit que T AE(n)= A

7 (aB(n) )° = A+AF v A

°oo/ g0
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lest entre deux hypotheses pour un processus

défini par une équation difiérentielle stochastique,

Te théoréme de Dobb [7] donne le résultat, or

T® .,
sy f Az(s)ds =10 i = 0,1
c
) \ kel
et o=1dnl { b 0 s &, -~ L= 4 ou 3 1
-2

est ramend au cas de Shyraiev [4], quand r=1, o= 1 j

Y
2
T

et done
A\',O’ = 2(—\;(019 )

w(B,0)

Q
i
N\

e lerme 2 termine le théorénme,

Fous tenons & remercier le rrofesseur Shyraiev
sous la direction duguel a été effectié ce travall,

Conclusion s Hous avons insisté dans la premidre partie
SUr 1"633&0@ des fonctlons continues, vour pouvolr tra-
vailler sur les réalisatbions du processus, Alors, toute
trajectoire observée pourra €tre considérée comme une
trajectoire 'du processus de Ulerer solt pour la mesure foy
solil pour la mesure 37,

C(n peut venser gue 1l'hyrothese

Al <. ’3‘

e

J2

weut &tre zifaiblie, wnls dans le plupart des sovplice-

IR, oy e e oo i, '. T s e P Y
ticns, ceiuve aynouacue esv vériiide

ans doute, plus ores des avplications
serait 1Vétvae du cas ob E(%) wwésenteralt des discoa
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Teat entre deux hypethéses peur un processus défi-

#i par une équation différentielle stochastique.
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