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RESUME

On montre que l'échantillonnage de taille h
sur la réponse, se réduit souvent pour des raisons
physiques & une projection sur un sous-espace Ey

de l'espace E de Hilbert des réponses , On compare
dans le contexte d'un signal certain dans un bruit
gaussien, les dérivées de Radon-Nikodym des mesures
assecides aux hypoth®ses bruit seul et bruit plus
signal pour les espaces E et E .Une condition de
SUMMARY ¢ounvergence est donnée, :

We show that samples of size h'en the response
often reduce for physical reasonsto projections
on subspaces E, of size h of the Hilbert space R
of the responses, Teking a gaussian noise ,signal,

- we cempare the Radon-Nikodym derivatives for tho
measures of the noise and ef the signal plus noise, |
in the spaces By, and B ., & condition ef convergence
is glven,
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Remarques sur certains problémes de convergence
en Théorie du Signal,

Lors du traitement digital de 1'informatien
effectué par calculateurs, la répense recus est disorétisée.
Je gont des probldmes 1iés & cette discrétisation que neus
Témptens examiner, L'observation de la réponse s'écoule
d'un instant initial 0 jusqu'i un instant T, La répense
x(t), t€ [0,T] varie d'une observation & l'autre, elle
cst aléatoire, Op introduit un espace probabilisé (Q,Q,P)
et la réponse pour chaque observation indicée par w é1é-
ment de Q, est notée X(t,w)=x(t). La réponse peut prevénir
de plusieurs phénomenes différents, Sous 1'hypethése Hg,
aucun signal n'est envoyé et nous recevons uniquement du
bruit X(t)=B(t), Sous 1'hypothése H,, un signal s(t) est
envoyé et nous recevons X(t)=B(t)+s(t) . Le cas de plu=
sieurs signaux se traiterait . d'une fagon analogue.

Nous supposons pour des raisons d'origine physi=
gque que le bruit est un processus gaussien c'est & dire
que pour tout t,,~ -,%,€[0,T], la variable aléatoire &
dimensionnelle (X(t1),— -, X(ty) ) estgussienme centrée
et de plus que les trajectoires B (t,w),t €[0,T] sent cen~
tinues. Etant sur un intervalle borné [0,T],le bruit B(%)
vérifie 1'inégalité :

Y w€EQ IT (B(t,w) )2 dt <o
o

On démontre [ 1 p.297] dans ces conditions que
i\ 2 |

B[ ["(B(tyw) )at J<eo
o

ol E représente 1l'espérance mathématique par rapport & P,
Cette indgalité n'test pas vérifiée par le bruit blanc.Nous
supposons de plus connue la fonction d'autocorrélation
r(t,7)def [B($)B(7)] avee t,7 € [QF] qui est une fone-
tion continue des deux variables,
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Remarques sur certains problémes de convergence
en Théorie du Signal,

Le Signal provenant d'appareillages manufacturés
est continu et par suite JT(s(t))2 dt <o, 0n introduit

o .
1'espace ¥ def £,2([0,7],dt ) des fonctions f mesurables de

[0,7] dans s de carré intégrable par rapport & la mesue
de Lebesgue dt, Le produit sclaire ITf(t)g(t)dt est noté
o

<f,g > ou f,g appartiennent & £, Dans ces conditions

V w€8 B{t,w)+s(t)€E . De fagon usuelle, nous munissons

Ede la tribu 3D s engendrée par les cylindres & base mew

surable, c'est dire que Pest 1a plus petite tribu,

telle que, guels que soient p et Tyy == = tPEJR ,1a fone-

tion £ My (£(%,), - = £(t.) ) est mesurable de (E,SSdans
®p 1 ® o P

(RP, Fy © Job B *est la tribu des boréliens de RP,

L'espace (E, B3 ) peut &tre muni des deux proba-
bilités images Bo €% p, de P par la variable aléatoire X

sous chacune des deux hypothéses H, et H1, ainsi

V€T ()= 2 [871(w)]

k()= 2 [(Ba)7 () ]
Bien que s continue, soit d'énergie finie, cela
n'implique pas (2.p.167) que Wy soit absolument continue
par rapport a boe Notons par D, quand elle éxiste, la

dérivée de Randon-Nikodym
=) —— d /-.’-"\
T E \L)
Ye gﬁg

La variable libre est la fonction f élément
de E. D est défini presque sfirement par rapport & HoeLa

fonction D va de E dans R*,Sous 1'hypothdse supplémentaire
d'existence d'un filtre adapté c'est & dire d'existence
d'une solution 6, dans 1l'espace E,de 1'équation intégra}e

def
= D(T)
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Remarques sur certains problémes de convergence
en Théorie du Signal,

T ,
s(t)= I I'(ty,x)e(r)ar V t€ [0,7], 1a dérivée D prend 1a
e

forme simple suivante [2 p.172] @

erE D(f)_—.exP [IT e(r)f(’ﬂ)dq; _%I’: G(T)S(T)dT]
0

Lors du traitement du signal on estiamené, con-
naissant s et I', & calculer © une foi® pouﬁ'toutes et
pour chaque reponse &(t);t€ [0,7])a calculer D (x) ou
log D(x) + .l I 8(t)s(r)dr=< ©,x>» def ¢ (x) fonctlon

monotone cr01ssante de D(x),

~ Une méthode consiste & approcher les intégrales
par des sommes finies et & résoudre le systéme obtenu,
Sous une forme simple, divisons 1‘'intervalle [0,2] en n
parties égales de longueur T et prenons Bisd=ty = ==, b

au centre des différents intervalies, Te systeéme approchk
stéerit @

h
5(t;)=§ I, T(t;,5,)8(t,)

=

b(x)= £ ;3. 0(ty)x(sy)

Introduisons dans l'espace I, la famille ortlio—
normée {g; ; i=1, - - -,h} .
t € 1GE-1F , 1 ¢ 1

Bovela-ng, 1]

oui= 1, ==~ ,h gi(t)::

En prenant toutes les combinaisons lindaires
finies de ces vecteurs gy i=t, - -,h, nous définissons

un sous—espace Ey, de Hilbert de E et le projecteur Ty de

. G, h
i sur E, . De fagon précise YEET th:fM;Th;&EEffogi'} 85 a
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Remarques sur certains problémes de convergence
en Théorie du Signal,

Le projecteur Ty est une application linéaire continue

‘de E sur E, .Comme E, est isomorphe & iR% la tribu des

boréliens de E, et la tritu u® de RE sont isomorphes.
@ . ;

soit D, = «71(Jb" ) 1a sous-tribu de Pdes cylindres

& base mesurable dans Ly eNous identifions ef les bo=~

réliens de Eh.

‘Sous 1'hypothese H_, la fonction wwy 7, B(e,w)
composée des fonctions w sy B(+,w) et 7., intrrdulis dans
(Eh}ébh) une mesure y, ; qui satisfait & la propriété
‘suivante 3

Yu€dD, uo,h(xa.:;)wo(r;l’(m) ) s0it ug p, = T (ug)

. De méme posons by oy = Th(p1)imag§, sous l'hypofﬁése
Hyy de la probabilité P, par le process.s X = B+s,
| Nous pouvons reprendre la théorie générale pour
l'espace de Hilbert Ly, o Le bruit T, B a nour fonction

d'autocorrélation

Fh(t,'r)dgf E(('rh B) (%) (7y, B) (T))--E [E gi(ﬂ‘B’ng% gj(m)@,gj)]

=3I gi(t)gj('r) F

2 T(u,v)g; (w)gg (v)au dv
i,] o vo , :

= TpT r o8 i
Appelons T; 4 = [0 [0 1P(u,V)bi(u)aj(V) du v

Si nous introduisons les opérateurs I' 3
£ Ay IT r(t,7)f(tr)dt et Ly i~ Il Ph(t;r)f(r)dt

o o :
de E dans E, il v1entjrh =T, I'ty,

Soit Dy, la dérivée de Randon-Nikodym d€finie
sur E presque sflrement par rapport & la mesure uo h
9
1l'expression 2M1Ih =_Dh . Sous réserve d'existence de D,
Mo,

nous allons démontrer 1'existence de Dh.la relationde défi-

oo/
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Remarques sur certains problémes de convergence
en Théorie du Signal.

nition de D est la suivante 3

Yued By ()= J’M D(£)dp, (£)

-Ltespérance mathématique conditionnelle E\%h.(l))
de D par rapport a la sous—tribu%h de B est une fonction
de E dans IR* , mesurable par rapport & Jy,, et vérifiant

v .
Medy, )= jM E B(D)(E) dyg (£)
Les mesures intervenant dans cette eXpression sont

les restrictions de H1 et de b a ()3)'11 » En raison de 1'i-

dentification des cylindres de &h avec les boréliens

de By, il y a identification également entre les restric-
tions de p et Yy a J‘bh avec T, U, et 7, By respectivement,

Par suite, |
On
VUERL Ty pq )= IM E - (D)(£)a 7, b (£) et

by (2125 (p)
Ho ,hp's

En supposarit 1'existence d'une éolution*eh de
1'équation intégrale |
Ty, 8 = ('ch r 'rh) on y1a dérivée Dy, vérifie la

relation g Dh(f) - _]_ < 8y 8D =<6h,f S
2 : : '

' Ecrivens de fagon explicite, 1'équation irité-
grale s. '
§<8’g.i> 8i(t)§3§j€i(t) ri"j £ gj’eh>
qui se réduit & 1'équation matricielle t+ ,./,.
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RTer nrgues sur certains problemes de convergence
en Théorie du Signal,
V i€ - = 4h <s LD = 7., L o..68, 0
) 9 9S4 z Uy 5> 83957

d
Dans Ey,, la solution 6, existe si (Fiyj) est inver-
sible et dans le cas contraire, si le vecteur (<sggi>,) ge
srouve dans l'espace image de Eh‘par (Figj)° Remarguons
e Fi,‘ ainsi que les produits scalaires sont des intém

zrales par rapport o 3 en approchant ces intégrales de

1la maniére suivanie g

<8y gy = I; s(r)gi(r)dvApar s(ti)V?g

TT
00

los 4quations approchées A sont les éguations dans Eh
donnant Dhm

D'un point de vue plus concret, les instruments
physiques ne permettent pas d'obienir en un point %, la
valeur exacte de la fonction £ . Les appareillages en
fournissent une valeur approchée, En admettant que ceux-—ci
sont des filtres linéaires, la valeur retenue est

IT £(t)1, (t)dt voisin de £ (%)
0
pour une fonetion 1j convenable. Nous reconnaissons le

oroduit scalaire (f, 1; > et la fonction f est remplacée

par sa projection

def n
T =
h i§1<(fylij>li sur 1'espace vectoriel E,

angendré par les 1i,i=1, - ,h,
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Remarques sur certains problémes de convergence
- en Théorie du Signal,

Par conséquent, les problémes d'échantillonnage
peuvent &tre présentés a 1'aide de la théorie des §ro-
jecteurs dans un espace de Hilbert, la dimension h de
'1'espace vectoriel Ey étant choisie en fonction de l'or-
uinateur utilisé, Quel espace By faut-il choisir ? L'esti~
mation effectuée &4 l'aide de 1l'espace Iy s 'approche~t~ello
de l'estimation idéal %

Comme 1‘'opérateur I, de E, dans E, est symétrique

introduisons une base el;,- - -veg de vecteurs propres asse-

h
h?

certaines de ces valeurs propres pouvant &tre nmulles,Sous

ciés respectivement aux vaieurs propres 3\111, - ==y A
1'hypothése H,, le processus aléatoire T, B stéerit

h
ThB':iL Xi e; ol X; = < B ,ej > sont des variables

aldatoires normales centrées vérifiant

. =52 - ‘ < {° i#]
B(Xy xj) xi § 5 ob 8 4= {y i
et sous l'hypofhése Hyy le processus aldatoire 7, (B+s)

. n \ _
gtéerit th(ms)=i£1(xi+a§.‘ ) e? _aveg s?:(s, e? - Da.ns‘

ces een@itiens,. chaque coerdonnée se comporte indépendem-
uent des autres avec des lois ‘
XD - 5.2... sous 1'hypothése He

2 A}

, - (X-3n72 sous 1'hypothdse H
[ ¢ T —-é—;%-— . 1
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Remarques sur certains problémes de convergence
en Théorie du Signal,

—y ol
Par conségquent log, Dh(f): T Asih‘( fyes > 1 % g2

e SR Y -
= -
=t M 1=1 ?E

_-$-.<I,';:;‘i s,T> -:% (ri;'i S,8>

Si nous utilisens le test de Neyman-Pearson, ndus

comparons ¢h(x) .—.<eh,, x> &4 un seuil ¢ dépendant de la

probabilité de fausse alarme choisie

00 C oo
(pan agt o %P —(Xg )dx= 1 - 52
i — Py exp -~ X“dx
: Ia V2n %y 20’h ja 2x 5
| %
ainsi g est fixé ; uﬁ est la variance de <eh,x> indi-

h
féremment sous 1'hypothdse H, ou H, et vaut<s,, s)

La probabibilité de non détection devient égale &

def | _2v2
P10 = rx.—i— eXP'-.(fi)...dx
¥ -0 N
V2% o, 2 ‘% _

Pour une réponse x, nous calculons ¢h(x)= (,eh,x)
que nous comparens au seuil a, Si ¢y (x) £ « nous accep-
tons He sdans lé cas contraire nous acceptons Hi" Le sous-
espace vectoriel Eh choisl intervient donec par c:hoLe».tes-&

de Neymen-Pearson est d'autant meilleur que S, est plus
grand, On démontrerait un résultat analogue si le test

de Bayes associé & une fonction de coft avait été utilisé,
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Remarques sur certains problémes de convergence
e Théorie du Signal,

Le nembre_;% =_<Qh,s>>a une signification physique bien

précise puisque d‘’une part

J log . d“l‘hmdu1,h?'% < 9y58,> est 1'information
Eh duo’wh
' : J :
mutuelle entre les deux mesures Byon et Mo, h et, d'autre

part, pour la réponse X passant dans le filtre lindaire

adapté défini par 6,» le rapport signal sur bruit est

précisémment  égal 3 l(@h s>'a
’ - = <eh,8\
var.((QhB >)

b » Ky
.
on 2 maximiser 1

Eh définitive le choix de E, doit &tre init de

. ative entre o,n et
By n . Remarguons pour le cas trivial h = 1 gue la fonc—
tion g est parfaitement déterminde, Si 91(t)=(81,g:>g(t)
1'équation intégrale se limite a

{8y D> = Jf Izr (u,v)g(u)g(v)du dv < g, 91> o Pal‘

conséquent, il s'agit de trouver g de £ pour maximiser

I<s, g?lQ

IT Iﬁf(u,v)g(u)g(V)du av
o Yo

dont la solution [3 p.122] est le filtre adapté 8(t)véri=-
fiant s(t)= ITI'(t,r)e(r)dT, l'existence de 6 a $té sup—
posée antériearement. bans le cas de h fonction gy »
1tautres considérations interviennent en particuiief lors-

jue plusieurs signaux s peuvent &tre envoyés., Une soluticn

ipprochée du maximum est cherchée alors dans une sous-
lamille d'espaces vectoriels Ty par exemvle, -eofce
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Remarques sur certains problémes de convergence
en Théorie du Signal,

pour chaque 1 = 1, - -, h, la fonction g; peut étre
choisie nulle en dehors de l'intervalle Mi.-.](inf)_T_,i %:_ 1.
: h

Nous pouvons choisir g5 égal au filtre adapté pour cet
intervalle My associé & la fonction d'autocorrélation
T'(t,7) restreinte & t,7v dans li;.C'est la solution exacte
du probléme de maximisation lorsque la corrélation entre
deux intervalles Tis Mj i# j est nulle, Ainsi remplacer
la fonction (£(%t),t€ [0,T]) par 1'ensemble des valeurs
de £ aux points %5, 1 =1 - hesten général trés éloigné
de 1'optimum,

Ayant choisi une suite de sous-espaces vectoriels
Eh, la suite d'estimateurs ¢h(x) converge-t-elle vers
<8,x >, quand il existe, Rappelons que 8, solution de 1%
gquation Ty T Ty 6, = s est 1ié & D, par la formule

Vi€r log Dy (£)= < 8, > --2’- <Opr® > et
1
I log Dh du1,h = > \eh’s>

Nous supposons gque la suite des projecteurs Ty
tend fortement vers 1'identité c'est & dire que la suite
{82 = = = &ps = = - } de fonetions choisies eBt complite

dans;F alors [4 p,140] les tribus ébh.croissantas conver=

gent verélﬁj soit'%'z c(U'@h). La martingale Dy =E %h'(D)
: h °

converge [5 p.136] presque slrement et dans L1’ Comme
B=o (U'bk), la limite est précisémment D, Sauf sur un ../
h : ;
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Remarques sur certains problémes de convergence

dn Théorlie du Signal,

“ensenble de mesure w, mulle, D, (f) converge vers D(£),
Pe fagon directe, 1'existence de D implique que D, es%
ane martingele et par conséquent que log - Dh est une
sons—mé.rtihgale [ 5 P.137]; celle-ci converge Ho presque
surement, La sulte des infqmations mutuelles %@h,i D
est croissante et converge vers J‘ log. D d"*a (éventuel=
lement infinie), |

L'existence de 6 élément de E comme selution
de s = T' 6 implique entre autre [6 p.171] que. By est

- absolument continue par rapport & p ° et que 1'¥information
mutuelle flog D dpy = | <65 >est finie, La ‘suite

2 .
<88, > converge vers £ 8,s> et ¢y (£)= log %(ﬁ)+%<eh,s>

’ [ .
converge vers <8,f >= log D (f)+1 <g,s> pour kg DTESQUO
2' .

teutes valenfs de £€E , Par modificra-.’cion sur un enscnble
de mesure p, nulle , ¢h(f) converge vers < 0,f > pbus
wous £ dec E et la suite 8, est vornée dans E.

Réciproquement, supposons la suite 8y, bornéc
dens E alors la suite< 8, s,> est bornée par
sup || o || lls|] et j log D dy est finie, Ia sous-m-riin-
gale log Dy converge B, bresque slirement et la suite
‘eroissante _21_<‘eh, s, > converge vers J’log D dp, finj.e .
par conséquent £6,,f > converge u, presque sfirement vem
un opérateur lindaire < 6,f > . Par modification’ sur un

ensemble de mesure w, mulle, la convergence a lieu dans E
de sorte que [7 p.1211, |l8}|<= & e
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Remarques sur certains problémes de convergence
en Théorie du Signal, '

Le filtire adapté 0€E existe si et seulement si
la suite 8, est bornde, c'est & dire si

sup IT lo, (£)]%at <
h o
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