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RESUME
On propose un théoréme d'itération sto-~
chastigue général. On 1lfutilise pour résoudre
1'égquation Rg* —.g = 0, ot & est un vecteur de R”
connu, et ol R est une matrice L x L, appréhendée
par une suite infinie de matrices aléatoires Ri’ de
valeur moyeune R, Ce théoréme permet en particulier
de concevoir un filtre autoadaptatif pour détecter

un signal certain, ou un signal de forme inconnuey

dans un bruit de corrélation inconnue.

SUMMARY

A general stochastic approximation theorem
is presented, and used to solve the equation
ﬁﬁ* —.g = O,vhere.g is a knownﬁmp vector, and where
Ris an L x L matrix. R is accessible only through
an infinite sequence of random matrices Ri’ having
all R as mean value. Particularly, this theorem pro-
vides a means to design an.adaptive filter to de-
tect a known or unknown signal in a noise of unkiown

correlation functiono.
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César MACCHI

- INTRODUCTION,

Trés fréquemment, la clef de problémes de

détection et d'estimation donnéde par la théorie sta-

tistique de la décision, est contenue dans un veclawr
> L ,
H, de R solution d'une équation du type :

(1.1.) RH, -
ou g est un vecteur connu et ou R est la matrice

L x L de corrélation d'un vecteur—ﬁ aléatoire,
centré, stationnaire. Cependant, dans la pratique,
la matrice R est souveht inconnue, et n'est appré-~
hendéevque par une suite d'échantillonsnﬁ. de iﬁ
Pour estimer'iﬁ, rlusieur auteurs [1] y f2] ont
repris la méthode d'itération stochastique de
ROBBINS et MONRO [3] , préalablement généralisé au
cas multidimensionnel par BLUM [4] . Considérant
l1'algorithme :

-3 -
(1.2.) Hj+ = H, +;¢_03?EE$T‘E§ +-§) >

1773 T3 33

‘_9 :
ils ont montré que la suite H, converge en moyenne

quadratique [1] y ou presque sfirement [&] vers ﬁi
sous un certain nombre de conditions ; celles-ci
nous ont paru inacceptables dans la pratique, parce
qu'elles conduisent toujours a supposer gue la nome
de ﬁ; est bornée :

2 1
(1.3.) i, E ({ﬁ%_'ﬁ:” ) <« M.

L'application & 1'algorithme (1.2.) du

théoréme que.nous présentons dans la section 2,
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permet de démontrer sa convergence en staffranchis-
sant de la condition (1.3.). Nous le montrons dans
la section 3. Les sections 3 et 4 sont une illus-~

tration de 1l'intérét de l'itération stochastique.

2,- ITERATION STOCHASTIQUE.

2. 19 Géi’iéralitéSo

Tous les vecteurs considéres appar-
tiennent éjﬁpo Ltalgorithme étudié est le

suivant @

(291.) Hj-f'l = HJ. + U,j YJ, (Hj) 9 J = 1, 2’ 3 ° s 0y

—
dans lequel H1 est un vecteur qguelconque, .

est un nombre réel positif et la suite‘§§(H)
est une suite infinie de fonctions aléatoires
(f.a.) vectorielles indépendantes de méme loi,
de moyenne

—_— —

(2.2.) E ?; (| = M{H).

~> >
Nous supposons gque M(H) est une appli
cation de R gans lui-méme, telle que H, est

solution de 1lt'éguation

—_—— >

(2030) M(H) = Oo

Le probléme traité est la recherche
de cette solution, sans connaitre la fonction
—
vectorielle M(.), mais en disposant d'une

¥ 4 - - » -
suite Y, (.), Y,()y oo de réalisations.
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2.2, Définitions - Notations.

La suite ﬁ;, donnée par (1.1.) constitue
un processus aléatoire discret dont l'espace des
épreuves noté Q2 est (IRL)OO « Nous appelons Fn, pour n
entier positif, la ¢ algébre engendrée dans  par la
fﬁ.asse des ensembles BJ A Pour lesquels la coordonnee
Hj appartient & A, avec A Borélien quelconque de R
et jgn. Il est clair que les tribus Fn sont emboi-

téeSo

Nous introduisons une fonction numérique
ﬁ
certaine f(H) deux fois continfiment différentiable.
— —P —
Soient D(H) son gradient et A(H) l1la matrice (L x L)
de ses dérivées secondes. La fonction numérigque.
—y ) -_—  —> ’ .
F(HJ.+ by Yj(Hj)> de la variable réelle by admet le’
développement de TAYLOR

.lt. —~ - 3 -> ;—) -
(2.5)  £(H, ) f(?j) +py <D H) Yj(?j)>
1 2 - > ~ - - ~  ~—
+E b3 < Yj(Hj . A(HJ.+ by GYJ.(HJ.)) YJ.(HJ.)}

avec B g€ ]O, 1[ .

Posons :

(2.5.) U = < D@ , n (1) >
(2.6,) v_(H) = E {< 7, a(s0a T (%3)%%2(?5)
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et affectons simplement d'un indice Jj, les valeurs
prises par ces fonctions & la j iéme itération,

. . - >
ctest-a~dire pour H = Hj et a = U ..

J
s En tenant compte de l'indépendance des (f.a.)
Yj(.), ltespérance conditionnelle de (2.4.,) s'écrit
avec les notations précedentes
i 2
J

(2.7,) E (F, V-t(H) / F
o (9 i J+1 - j J = U,j UJ'I'EU,

Notons encore A, (resp. B,) l'ensemble des

Vecteurs?ﬂ-} tels que ”ﬁ—)- ’I_-I_:“ »€é (resp. “H - H*”<E),

2.3.Théoréme (2.3.).

—_
S'il existe une fonction F(H) a valeurs

4 rd . - L - - A -
réelles, définie sur R, deux fois contintment dif-

°

férentiable, satisfaisant a :

—_ 4
c-1 Y € > 0, dinf £(H) - £(H) » 0 3

”-)A
He A,

Ye>o, 3?\(&)) 0 ety (¢) » 0 tels queVaé]Q, 21(%)]

—> 1 —>
sup U(H) + 7 & Va(H) < --j (e)y 3

wea
€A
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fU(_f?)é oV .I?;

c-3 ! 1 vet J¢g>0 tels que V géBilet\d0< ag 2 N

—7. .
Va‘ (H)\<V;

alors, pour toute suite de nombres réels positifs uj

tels que 3

c-k i p,J.:oo‘ ’ z P? L oo
J1 J=1

on-—?
la suite des vecteurs Hj définie par l'algorithme

: >
(2.1.), converge presque sfirement vers le vecteur H_

2.4, Démonstration .

Considérons tout d'abord la convergence de
—_}
la suite f(Hj)o

Lemme (2.4.,1,)

s SE GeS S WS B S Fan Y T P W2 T

La suite f(ﬁi) de variables aléatoires (va)
définies par (2.1.), converge presque slirement vers
une vo.a pourvue que soient remplies les conditions
c-1 , C-2, C-3, C-4.

Une démonstration du lemme (2.4.1.) consisw
te & prouver qu'il existe un entier positif J, tel
que '

— -3 1 2 ‘
2.8, - = ; .
( ) E {%(Hj+1) f (Hj)/ F%}<: > uj V pour j > Ji

11 apparait ainsi que les v.a-:
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31
- . 1 2
(2090) gJ. = f(HJ.) - 2 p,k V
kK

constituent pour j > Jig une surmartingale gqui,
grice a4 C=1 et C-4, est bornée inférieurement.
Diaprés un théoréme de DOOB, la suite 53. converge
presque slirement vers une Vv.a. j par suite, d'aprés

-
(2.9.), il eun est de méme pour la suite f(Hj).

Considérons maintenant la convergence de
—
la suite Hj°

Lemme @.4.2.),

—— - g - =

Dans les conditions du lemme (2.4,1.), 1la

’ - 4 ] Y s 2 g r
suite des vecteurs Hj verifie la proprieté :
—
(20100) v E.) O 3 lim inf P{ HjEAE } = Oo

Pouxr prouver (20100), nous introduisons pour tout

€> 0, la v.a. WJ. définie par

U. - 4 si H, E BE 9
2‘110)’ “ o
( J

U 1 v i H, € A
R S . . ®Soae . °
NN T St €

11 apparait que cette v.a. est négative, et telle

que

(2.12.) ;p,j E {WJ_ > =00 , si 0<e<£1,
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d'od il vient, puisque la série des uj diverge,
(2.13.) lim inf E {- WJ.} = 0 si 0<s<€1°
L'égalité (2.13,) entraine (2.10),

Corollaire.
Dans les conditions du lemme (2.%,1.,), 1la

— —
suite f(H,) converge presque sfirement vers f(H_,).
Jd .

Ce corollaire est une conséquence directe
du lemme (2.4.2.), Or, la condition C-1 implique que
=g poyecd -
(i) ne peut tendre vers f(iH,) sans que H tende vers

-

H, 3 ce qgui achéve la démomnstration du théordme

énoncé.

Dans la suite nous illustrons ce théoréme

par les deux exenples d'application suivants :

-~ détection d'un signal certain dans un

bruit de corrélation inconnue 3

~ détection d'un signal inconnu dans un

bruit de corrélation inconnue.
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3.- DETECTION D'UN S5IGNAL CERTAIN,

3.1. Position du probléme.

Considérons le probléme de la dé-
tection d'un signal certain s(t), 0 t { T,
dans un bruit n(t) supposé stationnaire,
centré, de fonction de corrdlation I (T ) in-
connue. Par échantillonnage de pas & , les
vecteurs suivants sont associés respective-

ment au signal et au bruit ,

(sta), s(28), ... s(LAY)

14)]
i

n

3 \n(j &), B [(3+1)A}...,n [(j+L-1)A
i = 1, O, “'1‘ "’22 ss 0o 3

a4 partir de (3.1.), nous définissons la ma-

trice L x L ¢

— —~70
N, N,
i 3

1
=

(3920) R

supposée inversible, et le vecteur :

—> _1“)
(3.34) H, = R~ 8 4

li'entier L &tant égal & la partie entiére de

T
o

La théorie statistigque de la dé-
—é
tection d'un signal certain S dans un bruit

_..->
N, montre que le détecteur optimal au sens
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“du maximum de vraissemblance a posteriori, utilise
un filtre digital dont les coefficients sont les

-
coordonnées du vecteur H, (3.3.) , [51
Nous nous proposons, a ltaide du théoréme
—
précédent, de déterminer H, a partir d'une suite de

—>
vecteurs NJ’ (3.1.).

302. Théoréme (3.20).

Soient une suite de reels positifs u sa-
—> =
tisfaisant C-%, et une suite YJ(H) de fonctlons
aléatoires vectorielles de]R s, indépendantes, satis-

faisant les conditions B.l. et B.2.
-] = - = -
B, 1, B LY, (M) = -RH+S =-RH-H)

] Ki, i =0, 1, 2, non négatifs tels que 3

2 > i

E \\E?f](ﬁ’)llz < Z K, l| 2]

alors l'algorithme suivant @

-o

4 " " Y (1 ‘
Bo 9) Hj+1 = I—j + p‘j ‘Sl-j (dj) y 4 = 1, 2' ° 900
engendre, a partir d'un vecteur H1 quelcongue, une
. g L .
suite H_ de vecteurs de IR ;| qui converge presque

: 1 [T
sirement vers H_.

Démonstration.

- - 4w are app W

Dans le but d'utiliser le théoréme (2.3.)
nous choisissons 4
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R AR 0]

— =] 2

G.5 rr AN
e5.) £(H) = 5 |H - H,

——>
dont le gradient D{(H) et la matrice L x L notée

—
A(H) de ses dérivées secondes sont :@ .

- -~ -
(3.6.) {D—(g) =H-H, ,
LA(H) = Io

Vérifions gue les conditions C-1, C-2, C-3, sont

satisfaites.

La condition C-1 est satisfaite par 1le
—=
choix méme de f(i). Pour montrer que C-2 est satis-

——)
faite, considérons §a (H) :

—_3 e 1 —>
(3.7.) . () = UG + 3 a v, (H).

Notons, qu'ad cause de 1l'inégalité triangulaire pour

la norme, B.2. équivaut a B',2.

BY.2, :—]K;, i =0, 1, 2, non négatifs tels que :

— —32 S — —>
o (IS )< 2ym 198

En introduisant B.1. et B'.2. dans (3.7.), et en

i

appelantem la plus petite valeur propre de R, il

vient
— 2 , — — 2
(3.8.) ¢_(H)¢ % ZK]." l[}?- ﬁ;l[l —em“ H - H, l 0
i':'O ’
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A tout £ > 0, associons les réels, non négatifs,
ainsi définis ¢

K

(3.9 g (e) === g le) =

lr«*
olo=

3

i ltaide de ces notatioms, 1'inégalité (3.8.),

—
considérée pour HE A, , devient

*

vV e> 0
. 2
(3.10, §>a(¥54 H H - ﬁ:” [—% (go(é) + g (€) + K2>-€KJ .

YH € A,

Posons par exemple ¢

Q

| . . _
(3.11.) Aley = g (e) + g (&) + X, °

alors d'aprds (3.10.) 1la condition C-2 est satis-
faite avec

' 2
(3.12.) 7 (e) = & _9_2&

I1 est aisé de déduire, de B.1l. et B.2.
gue C-3 est satisfaite.

Le théordme {(3.2.,) ainsi établi, permet

d!'énoncer et de démontrer le théoréme suivant.

3030 Théorénle (3030)0

-
Soit une suite NMj de vecteurs indépen-

dants, déduits par (3.1,) d'un processus n{t)
stationnaire, centré, possédant des moments du

L idme ordre finis, et soit une suite de réels
781
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positifs “3 satisfaisant C-%, alors l'algorithme :

—> —> '—) ——)T —3 -
b - E] T s - )
{3.13.) Hj_”_ = azj B (- 1\13% H’j + 85 ), 3 =1, 2px

—>
engendre, a partir d'un vecteur Ei guelcongue, une

sulte H de vecteurs qui converge presque sitrement
vers H (3 3.

Corollaire {3.3.).
Le théordme (3.3.) est vrai si le proces~

sus n(t) est gaussien, de puissance finie.,

Démonstration du théordme (3.3.).

A = Y G . T e e Gy T S8 g Y P W O s GRS D W SN G S WS W S

En posant conformément a& (3.13.) que :
=2 7 - -7 -
( o © b3 = - . .
3.1k Y (D Ny My H o+

il apparait dtaprés (3.2.) que la condition B.l. est
satisfaite. Achevons la démonstration en montrant
que B.2. est satisfaite, et pour cela considérons
"Irespérance de la norme de %; (§3 s

| 2 2 N
(3.15.) E{??Q(?ﬁ ! {'IN ys?:’;’ 22 8T R

‘)

sk

En posant 3

/'_3T

(30160) }a* = (hi. h2‘ [- 3] I:L) $
127 . W, N X
;l-i\ij = {® .'.29 oo o0 L) s
“
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3.4,

=

s [ T} Lo B[]

et, puisque les moments du 4 idme ordre de n(t)
sont finis, il existe un reéel p051t1f ha tel que

(3.15.) soit ainsi majorée :

E{” v, () | 2}\< 130 4 2 w2

ce qui achdve la démonstration du théoréme (3s3.).

)k, |E]

Ainsi sommes~nous parvenus a démontrer
l1a convergence de (1.2.) en nous affranchissant de
la condition (1.3.). Les hypothéses du théoréme

précédent sont trés peu exigeantes.

Simulation sur calculateur.

Le pas d'échantillonnage A vaut 15 us. Le
bruit n{t) est gaussien, de puissance 1, de spec-

tre plat dans la bande 04V £ D Le signal est

une portion de sinusoide & 14 500 Hz, d'amplitude
1.

L'algorithme (3.13.) mis en oeuvre avec
M = 1, permet au calculateur d'élaborer un filtre

auto-adaptatif (L = 40) gui converge peu a peu
vers H,, comme le montre la figure 1 qui visualise

1'évolution du rapport signal a bruit

N
&= lorsque i varie.
i T —

-
H. RH,
1 1
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L, -~ DETECTION D'UN SIGNAL DE FORME INCONNUE.

4,1, Position du probléme.

Pour résoudre le probléme de la
détection d'un signal imparfaitement connu,
1a méthode généralement utilisée, consiste
3 schématiser le signal en lui conférant
un caractére aléatoire régi par certaines
lois. On peut alors trower ie récepteur op-~
timum pour la statistique introduite. Ces
récepteurs ont toujours une partie guadra-
tique [6],{7])[8J » Dans le traitement que
nous envisgageons, nous retrouvons ce carac-
tdre quadratique qui semble fondamental.
Cependant nous avons abordé le probléme
dans une optique un peu différente, puisque
nous avons refusé de schématiser le signal
par des bis statistiques. La méthode que
nous utilisons, comporte une adaptation a

la statistique du bruit.

Celle-ci est rendue possible par
1'hypothése que sur l'intervalle t g 0
précédant la détection, 1l'onde regue x(t)
ntest constitude que du bruit n(t). Nous
utiliserons cet intervalle de temps pour
connaitre les propriétés statistiques de
n(t), en particulier sa fonction de corré-
lation | ().

A la fin de la période de détec~

tion proprement dite, (0, T), nous devons
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décider entre les deux hypothéses.ﬁé et;£1suivantes

# oo ox(t) = o) , te(o, T)

(ho1,)

It

f\_H, ox(t)

Le bruit n(t) est un échantillon d'un processus

n(t) + s(t) , t£ (B, 6+3H) )C(0,T),

stationnaire, centré.; le signal g(t) n'est pas
connu. Dans le cas général, 1'instant de début de
signal B ct sa duréeéa sont cux-mé@mes inconnus
teutefois, nous savcoils gue le support du signal

(6, 6+ GD } est inclus dans (0, T). Ces hypothéses
générales rendent bien compte d'un grand nombre de
situations dans lesquelles on dispose d'une four -

chette pour la localisation de 1l'éventuel signal.

Pour rendre possible un traitement sur
ordinateur numérique, les signaux considérés sont
échantillonnés. Nous appelonsA le pas d'échantillon.

nage.

ho2.8tructure du récepteur proposé.

“.2.1. Cas particulicr,

Considérons tout dfabord le cas
simple dans lequel, la localisation 6,0+ )
de s{t) est connue. Définissons les vecteurs
ﬁi ¥ et gz 34 partir de x(t), n{(t) et s(t),
pour t&{ 6,06+ ()}, en associant a toute
fonction £(t}, t€ (6,0 +® ), le vecteur FZ,

785




33/18

TTERATION STCCIASTIQUE SETECTT O

=
=]

| L 4
.\ //
avec @
roa 0
[ i= o1 oe (O
— 0 ﬁ ""'{\ 9
VAN
(’koBo) { B )
; o b4 &
: iled = - AT 2

ot Xs} désigne la partie enticére du réel s. Appe=-
—
lons R 1la matrice (L x 1.) de corrélation de N 3

(h.h) R-t |%.,3] :

[ p

nous supposerons comnme précédemment gue R est in-
versible, [91 o
Lo

La fondement du traitement proposé est de
s A

congidérer le vecteur X cbservé, comme un signal
certain a détecter dans un bruit.Si Nous savons
d'aprés la théorie de la détection diun signal cer-
tain dans un bruit [j] que le filtre digital opti-
mal pour détecter % adans ﬁi est caractérisé par le
vecteur R-i‘il et que le rapport signal sur bruit
correspondant a pour expression

(h.5.) = Xr7ty

g ’ P > » —5
Nous appelons caractéristigue de X,1la guan-
tité p, gui est, remarquons-le, guadratique en X,

Pour décider entre les deux hypothéses
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. ;Yeﬂ:ff§ fous proposons le récepteur qui calcule
o 4

Pet le compare & un seuil,

onéial.

E’]c

Revenons au cas général (Lt.1.), dfun

signal imparfaitement localisé. Nous reprenons
=%

(k.2.) et (3.3.), pour définir les vecteurs Xi’

N, et 5,,mais avec un indice i variable de 1 A

I = —~} - L + 1, puisgue B est alors inconnu dang

. La caractéristiq&efzdevient alors fondion

de i;avant de la comparer au seuil, nous effec~

tuons une certaine intégration
J+R
P “ ¢ . e
(‘4000) ‘[j = E Fi9 J 21929 960 g 1-—.’&.,
=4

Le test entre;? et}?est alors de comparer tous

les Vj a un seuil et de decxder]ﬁ si, et seulemen:

si,l'un d'entre cux au moins, est plus grand.
Dans la pratique,; certaines connaissan-
ces a priori sur peuvent faciliter le choix

des entiers L et K,

k.3, Processus d'apprentissage.

Le calcul de | suppose la connaissance
"'1 - . o -,
de R 7. Nous calculons cette matrice par itéra-

tions stochastiques, en utilisant n(t) pour t£ O

[10}
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Considérons la suite R, des matrices
L x L, engendrée a partir d'une matrice Ri guel-
congue par l'algorithme :
b7,y R (- NT =1, 2
( o[n) 12\;_}‘1 = J + !J.J ! j\j le\'l Rj + IL)? Jg=dy g e o0 ’

EL étant la matrice unité, et M un entier tel qgf,
queif que soient les entiers j et k distincis, E\I.,I
et NkM sont statistiquement indépendants.

Le théoréme (3.3.) permet de conclure
que, pour des |, satisfaisant C~%t, la suite des

J -1

Rj' converge presgue slrement vers R ~, sous des
conditions assez faibles concernant les propriétés
statistiques de n(t) ; il en est ainsi en particu-
lier si n(t) est gaussien, d'aprés le corollaire

(3.3.).

4.4 ,Performance du traitement .

Soitf, ¥ rapport signal & bruit
, Y
(4.8) £ =38 r13,

A partir de (4.5.), il vient :

(lic9.) L s 0em eve e 06 Y
E(P) = H,
L o+ Q....... ﬁﬂ ;

et en supposant n(t) gaussien :

2L e 00 e 9 ﬁ
o '
(lf:.ioo) E [r-h E(r)] o
2L + 4@,oqofﬁo
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RS

Ltindice de performance v du traitement

I‘E(F)ﬁ- - E(P) 72

(h.11.) 2 e L 4 RS
9

E %r[r_ E(r’)] 1
Jﬁ

proposé, défini par :

a donc, pour eXpression
(k.12,) r

c'est ainsi une fonction croissante de Eﬁ.

Or, dlaprés (t.8.,) :

1 % Q < 1
(46139) —_— N S 3 N

e S S e
M m

ot € at ey sont respectivement la plus petite et

la plus grande des valeurs propres de R.

11 apparait ainsi que, pour une méme éner-
. P . . =
gie de 5, r peut varier suivant la forme de S, et
-~
qu'il est maximum lorsque § un vecteur propre

associd & e o
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1,5,= SIMULATION SUR CALCULATEUR,

Le pas di'échantillonnage Ovaut 15 s

Nous noug placons dansg le cas oﬁ£9etC)

gont incomnnus. Le bruit nf{t), de puissance 0,5
cat la somme de deux bruits gaussiens, centrés,

indépendants, de méme puissance. Liun dieux g un

spectre plat dans la bande 04 |Vi( %Z’ et 1'autre

se déduit d'un bruit blanc par filtrage a travers

T
ES

un simple circuit oscillant cenirdé sur 15 000 Iz,

-

avec une largeur a 3 di de 200 izm.

Le signal est une portion dl'une sinu-

sofde & 18 000 iz, d'amplitude 0,5,

Le iraitement a consisté & traiter x{t)

£ 2% ms, (Pig.2a) pour calculer ﬁ (Fig.2p),

(Fip.2¢) avee L = 10 et K = 250,
9 D]

&

Ces figures foni apparaitre 1l'intérdt
A

du traitement proposé.

s s G 20
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4

LTRSS TR A

SINUSOIDE 18000HZ AMPLITUDE .S0 BRUIT BLANC ET BRUIT 14900HZ 13100HZ PUISSANCE TOTALE

5
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