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RESUME

Yous considérons un échantillonnage aléatoire
d'une fonction aldatoire gaussienne & spectre borné. Nous trouvons
que, dans certaines conditions, les estimations de la densité
spectrale énergétique provenant de K ¢chantillons aléatoires sont
presque aussi bonnes que celles issues de N échantillons périodiques
avec N > M. Donc en utilisant la méthode aléatoire nous obtenons un
gain N/M par rapport & la méthode périodique, ce gain est atautant

plus grand que‘ié nombre d'échantillons est important.

SUMMARY

Ve consider here the random sampling of a
gaussian band=-limited random function. Under certain general con-
ditions we find that the estimates of the power spectrum obtained
from ¥ random samples are aimost as good as those obtained from
¥ > K periodic samples. €onsequently the random sampling has a
gain N/N when compared to periodic sampling, a gain which becomes

larger as the number of samples increases.
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PAR ECHANTILLCNNAGE ALEATOIRE
ESTIFATION DE. LA DENSITE SPECTRALE
ENERGETIQUE D'UNE FONCTION
ALEATOIRE GAUSSIENNE

R - H., WACPHIE
OBSERVATOCIRE DE HEUDOR

I - INTRCDUCTION

I1 est bien connu que, grice au théordme de
Shannon, une fonction 3 spectre borné peut 8tre, sans perte 4'in-

formation, échantillonnée péricdiquement avec un pas Ot = ol

L
2B
B (Hertz) est la largeur de bande. A une durde d'observation T

correspond ainsi un nombre d'échantillons N = 2BT.

Iorsque la fonction est aléatoire, il s'agit
bien sfir d'cbtenir sa fonction d'autocorrélation R(T), et par
transformée de Fourier, sa densité spectrale énergétique (d.s.e.).
Celle-ci, ayant une mBme bande passante B que celle de la fonction
aléatoire,R(T), est représentée par la série de valeurs R(T,), ol
T, =B avec n = 0,1,2,....,8=1. & toute paire d'échantillons de la
fonction aléatoire, ayant pour intervalle T,, résulte l'estimation

de la valeur de R(Tn).

Du fait qu;il vy & plus de paires disponibles
pour un écart T, petit que pour un écart grand il en résulte une
cerfaine ra¢ondénce d'information sur R(Ty) d'autant plus grande que
Tn est petit. Or il s'avére ainsi que nous le nontrerons, qu'une

estimation de R(vy) tirde d'une vingtaine de paires d'échantillons
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est en fait presqu'aussi bonne que celle qui résulterait de plus
d'un millier de paires. De telles redondances sont d'autant plus
inutiles que le rapport signal suy bruit de 1llenregisirement est

grand. Dans cet article nous supposons que le bruit est négligeable.

Afin de réduire la redondance nous avons
employé un 4chantillonnage aldéatoire, & partir d'une durde d'cbser—
vationWégale & celle de 1'échantillonnage périodique. La densité
de probabilité d'un instant ¢'¢chantillonnage est considérde ici
comme ¢tant uniforme. Avec I instants d'échantillonnage distribuds
cu hasard nous aurons + M(I=1) paires d'échantillons disponibles.
Bien que les dcarts de temps entre les paires soient gldatoires, il

¥ a une trés gronde probabilité que plusieurs dcarts soient trés

ki i
3 et N . iy ni=s
voigins de 7, =é% (ctest & dire entre‘gﬁi e .NE% ). De toutes les

raires d'échantillons ayant de tels écarts résulte l'estimation de

a valeur de R (Tn).

Nous considérons par exemple le cas d'un
‘chantillonnage périodique avec N = 1000 échantillons et un échan-
sillonnage aléatoire auquel correspondent i = 200 échantillons. Il
a ainsi 1000 valeurs de R(T) & évaluer et -+ (200)(199) = 20 00O
raires d'échantillons szléatoires disponibles. Donc, en moyenné, le
- ombre de pairesd'ol résulte une estimation de R(Tn) est vingt,
iYavantage étant que la valeur moyenne du pas d'échantillonnage est

cing feis plus grande que la largeur du pas de Shannon.

Une comparaison thdorique de 1l'échantillonnage
léatoire par rapport & l'échantillonnage périodique sera effectuée
zous forme statistique. Hous obtiendrons la valeur moyenne et la
cariance des R(Tn) & partir des deux types d'estimation. De tels
risultats théoriques seront d'ailleurs confirrés numériquenment par

salcul nachine,

Il sera ainsi nontré que les estinations de

{1) obtenues par l'échantillonngge aléatoire sont sensiblement
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AR AT BRI
égales & celles provenant de 1'échantillonnage périodigue, avec

pour avantage un nombre d'échantillons nettement inférieur.

2 - LES DEUX METHODES D®ECHANTILLONNAGE

2.1 Echantillonnage périodique (Shannon - Nyquist)

I1 est bien connu [ 1] que lorsgu'une fonction
£(t) a une bande limitée de largeur B, 1'on peut, aprés échantile-

lonnage perxodlque (At = ), la reconstituer sous ls forme

£(t) _2 : ¢ sin[(QBt - k)ﬂ} (1)

k ‘
ke (2Bt - k) m

e
1i

1'intégrale R(%) = oo

dont la largeur de'bande est aussi bornde; sa densité spectrale

énergétique (d.s.e.), obtenue par transformée de Fourier, a pour
limites 0 < » < 21B. Done, l'on peut reconstituer R(r) & partir

d'une série comparable 2 celle de () :

R(x) E R sin [(EB'!: - 1) n} (3)

o (2Bt = n) w

avec By = R(Tn) = R(%B)'

in pratique le nombre d'échantillons dispo-
aibles est limité, disons K, et 1'cn ne peut donc en tirer gqu'une
2stimation de £{t) et B.(q')‘ A pvartir des relations (1),(2) et (3)

testination de Rr est
. BS

x X
- T S -
T T2 2:1 Lo 1 S, (4)
ol 1,8l 1n=m,
,éﬁ’m (1e syrbole de Kronecker).(5)

0, 81l ng .

“rfce 3 la propriétd du symbole de Kronecker, la relation (4) se
\
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réduit & N
RNH z £ fpr 0=0,1,2,00, N1, (6)
k—n+1

Dans cette dernidre relation on veoit qutil y a plus de paires
Ty fl:—n pour . vetit cue pour n grand (tendant vers H) Il s'avire
gue la distribution des paires est triangulaire diminuwant de U
valres pour f = 0 & une paire pour n = H-1. Afin de compenser cette

eaphce d'apodisation; chacun des R est corrigé sous la fornme

o ~ Hn . - -
Ry = . (7
Ki\fn
. n
avec K = 1% n=0,1,250005 N=l. (8)

Enfin, la série, linitde & N termes, qui représente l'estimation de

R(t) est

el £ ] I\I-1'
R,_,('r z Ryn sin (2Bt - n) i o R('r). pour O<t&m=— ZB
&Y

n=0 (2Bt - n) | ~ 0, pour E\IZ-B_(x,

(9)

De la transformée de Fourier de R{y) résulte

la densité spectrale énergétique .>( ), une fonction réelle et paire.

Son estiration S}Y(m) est alers
.y 4 i :
He1

S,}(;g}) = E g RIIn cos Cn %E)’ pour 0 <y < 2138, (’30)

i n
=
= 0 y pour w > 2B,
1 R gi n =G,
avec ¢, =
2 si n> 0.

Piern sfir cette série SN(w), limitée & N termes, n'est qu'un lissage

du vrai spectre S(u); les <<fréguences>> qui correspondent &

101 (o s e . . .
> = ¢tant €limindes. Iais si Il tend vers 1'infini SW(@.)

w73

converge vers (n ) su sens des moindres carrds,
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2.2 BEchantillonnage aléatoire

_ Considérons maintenant un échantillonnage
aléatoire dont la durde d'observation T =X est la méme que celle
correspondant 3 l’échantillonnage'périodiq&g. Nous supposons la
densité de probabilité des instants d'échantillonnage %, comme

étant uniforme 1

1
p(tm) = T pour 0 < t, < T,
= 0, ailleurs, (11)”
avec m = 1,2,3,00-.,M.

Le nombre d'échantillons aléatoires sera, dans les cas d'intérét,

inférieur au nombre N d'échantillons périodiques.

Les ¥ valeurs de tp sont facilement obtenues
au moyen d'un ordinateur, et ordonnées ensuite en fonction des
accroissements des t; sur 1'intervalle borné { 0,T ]. Un exemple
d'une telle série est présenté sur la Figure 1, le nombre M des
instants t, étaﬁt égal & 25. Bien entendu, & chaque t, correspond
un échantillon f(tp) = f; de la fonction aléatoire. De plus, 1'écart
d*un instant d*échantillonnage t. par rapportté n'inmporte quel
autre instant ty est tpp = t - tp et il en résulte ¥° Scarts
accompagnés var N2 paires d*échantillons (f0f2) Cepen&ant, puis—

que ty = =%, 11 y a $M(¥~1) paires disponibles.

Par analogie avec (4) et (7) une estimation

s s
de RCEB)’ sous forme aléatoire,est obtenue au moyen de la-relation

(12)

5
3
t
ot
]
i
g (]
4y
B
&
P
=)
L)
Ed‘
[+
N

n= 1,2,3.0..;N‘1-
Qﬁh représente le nombre des FH{M~1) paires d'échantillons dont les

se trouve dans la cellule de largeur.ﬁ% centrée sur n

?B—.

écarts tm%
_nn(tm&); analogue du sywbole de Kronecker, est définie par la

relation
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1, pour|tpg = :LJ S e

Tn(tng) = 4B

<oy
iy
W
s

O, ailleursn

5i n = O’ mo z

= Y\)

o (12&)

Ls relation (12) nous montre que toutes les
vaires d'échantillons tombantes dans la cellule centrée sur-gi

rontribuent & 1'estimation de R‘%@Q tandis que les autres n'y conm
tribuent pas.

I1 est intéressant de considérer une distri-

ution typigue des Qip. Un tel histogramme est présenté sur la

tigure (2) avec ¥ = 90 et ¥ = 200; pour simplifier la vprésentation
ous ne considérons que des cellules qui sont muliiples de 5 (5,10

‘9, 2090000)a Il ¥y a i99(89) = 400% valeurs de % i distribuées dans

i'intervalle [0, 99], et 200 cellules pour les recevoir, Leur dis=-
ribution est aléatoire mais approximativement triangulaire. En effetl
le est analogue de KNn du cas périodique (voir relation (8))
sendant, R'yys indiqué dans {12) n'est pas complitement analogue

u Ry, dans la relation (7) et cette différence sera précisde dans
in section suivante.

45 = ANALYSE PROBABILISTE

les estimations RNn et Rs introduites dans
section 2 résultent des deux types d'échantillonnage effectués
sur la fonction aléatoire £{%). Lorsque le nombre d'échantillons
3t 1imité les estimations elles-m8mes sont des variables aléatoires
fin de comparer 1'efficacité de 1l'une et 1l'autre des néthodes nous

1lons évaluer la valeur moyenne et la variance des estimations.

;o1 = Valeur moyenne et variance de Ry, (échantillonnagg périodique)

La valeur moyenne ou espérance mathématique
> 1'estimation Ry est
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E{tf = 3 ., %

E {éﬂg} ; ﬁﬁn

Nank~n+1
=R(%), n=0,1,2,0000,H=1, (14) |

La valeur moyenne de Ry, est donc dgale & la vraie valeur de R{7)
avec T= 2.,
2B ) i
La variance de RNn est considérée dans

1'appendice A ol nous montrons qu'elle se réduit a 1'expression
S ot ktny o ok-ny

var| }= Z ¢, [Fnk] [R°(35)+ R(ZE) n( =3)y (15)
Rﬂn Nn. z Nn52 k 3

a.vec ns= 0’1,2,0500’ I‘I"“i-

Blen sfir cette variance est une fonctionnelle des R(T), cenendant,
si R(T) tend vers zéro quand T tend vers 1'infini, comme c'est
souvent le cas, on trouve que ’

lin 2 -
o Omn = 0 5 n=0,1,2,...

Donc, plus grand est le nombre d'échantillons meilleure est l'esti4v'

ration,.

3.2 = Valeur moyenne et variance de Rj (échantillonnage aléatoire)

la valeur moyenne ou espérance mathématique

J 3 s
de l'estimation Rﬁh est ' W
N ) - 1
JER TR T 51 Loslanmta) 00

Dans ce cas il y a deux fonctions aléatoires indépendantes :
1. la fonction, £{t);
2, la série d'instants,t:.

Par conséquent nous écrivons

wft, £, ™ (1)) = ge) {E(f> AL (17)
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oh E(s){..{} et E(g){....} sont les opérateurs d'espérance pour
la gsérie d'instants aléatoires %, et pour la fonction aléatoire

(g){fm £ = R(tml)’et 1a relation (17)

b
d

5|

f(t) respectivement. lais E

devient

E(fm £y (tml)} - 5(s) {R(tml) us (tmlj}, (18)

A partir de la densité de probabilité p(tm) indigude dans (11)
nous obtenons
(=) Y (s )\= Jat_ Jat, R(s ) )
E {R(tml my (ty0)5= Odtm odtl R(t . nn(tml

(19)

ot .t 1t ;€ ﬁn).

ml
I1 n'est pas difficile & montrer que la densité de probabilité

conditionnelle dans l*intégrale est

-

B
t ~ e
pt by | By & my) =’ POUT % €Ty s (2¢)
= 0 , ailleurs .

e as s . _n
Il est indiqué sur la Figure 3 que t = et que t , e ™, (tml

. . . n 1 - .
-anpartient & wn) 311 tml - EEW < 7g° Ia région L est hachurée sur
la figure.

Aprds combinaison des relations (19) et (20)

nous obvtenons

‘;w(s) ( 1 — i E 3 1
- iR(tml) TTn(tml) J - B 3&?53 ”OCZ§) (21)
ou le symbole * représente 1'opération de convolution. etrno(tml)

est défini par (13)avec n = 0. Puisque cette expression (21) est
indépendante de t ou %, et puisque dans la relation (16) il y a

Q
En
- n
récrire (16) comme Rﬁr = 2B RC%%) *am (5%9 (22)

espérances de la double série qui sont non nulles, nous pouvons

Pour simplifier la notation nous définissons cette convolution

. v - n
comme RC(T), et par conséquent ﬁﬁn R (?E). (22a)

La relation (22) nous indique que la valeur moyenne de Rl n'est pas
égale & RC%%); elle représente la valeur moyenne de R(s) pour une

cellule, centrée sur-%% dont la largeur est le pas de Shannon,
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T1 sera néanmoins établi dans 1'appendice B
qu'2 partir des N estimations Rﬁn nous pourxans»obtenir une autre
» . ' v - » ’
série d'estimations Hmn :
: et ,
- ) ) -
Ry =) bpg B » 2= 0hi2een, Ho g (23).
gq=0 o

155 é1éments AF sont précisés dans l'appendice, Il en résulte alors

que la Valeur noyenne est

E{Rm} R = ‘i b P

= Roﬁﬁ s 0 =0,1,2,00., N=1, (24)_

vLes relations c¢ci-dessus s'éerivent facilemént

s6us'forme matricielle :
[Rad = (%] (R
. o) .

og [REJ et tRM3 sont des matrices colonnes et [AMJ est une matr;ce
crarrée.

la variance de RMn est considérée dans l’ap—
pend1ce B ol 1'on montre que ésxs certaines conditions elle se simpli—

fie a .
{oe 2
var'{ﬁﬂh} okm' (Tt )2 I BTt ”t]
©Qy>200 B b
N ,._?-i . (R (t)+R (b4t )R (t~t )3 at (2s)

Une comparaison des deux expressions {15) et (25) pour les variances
*evéle qu'elles sont bien similaires & ceci prés que l'intégration -
dans les cas aldatoires, (25), est remplacée par une sommation dans
1eucas d*échantillonnage péricdique (15).

. , Ia variance de 1'estimation transformée R,
pent‘étrg.faeilement présentée sous la forme matricielle :

: o = (A °F IR (26)
avec le symbole + pour indiquer la transposée de la matrice. U’mﬂ
et fe 23 sont des matrices colonnes. chacune ayant N éléments.
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4 - DISCUSSION.
Au dessous de la Figure 3 se trouve un some
maire des relations obtenues sur la valeur moyenne et la variance
des estimations dans les deux cas, échantillonnage périodique et
échantillonnage aléatoire. I1 y a aussi les transformées matricielles
gui g'avdrent nécessaires dans le dernier cas. Il est bien entendu

gue les conditions Qﬁﬁ>20 et N 5 M sont satisfaites dans la relation
i2
Mn
point de vue pratique, pour les raisons suivantes :

pour la variance g . Ces deux conditions sont trés importantes du

1) Lorsque Gy Y30l nombre de paires aléatoires qui tombent dans la
ntome cellules, est plus grand gue 20, l'estimation ainsi obtenue

s'avére presque toujours acceptable.
2) Lorsque ¥ > M la valeur moyenne du pas d'échantillonnage est

r ? e - 3 Y ” -

augnentée 4e ... dans le cas périodique & E ..1... dans le cas aleatoire.
2B ' M 2B

Néanmoins on obtient le méme nombre d'estimations N dans les deux

cas. Peut-8tre le plus remarquable est-il que la variance 0&5 est

indégendahte de M, le nombre d'échantillons aléatoires. C'est ainsi

qu's condition que 1l'on ait QMn > 20 le rapport N/M peut tendre vers

12
I‘h' .

Considérons, par exemple, le cas ou M = 103

1*infini sans qu'il y ait modification de g

et ¥ = 104. Alors que la valeur moyenne du pas d'échantillonnage
aléatoire est dix fois plus grande que celle qu'elle aurait été
pour un échantillonnage périodique, il y a, malgré tout,

$H(M=1) = 0,5 million paires d'échantillons qui se trouvent réparties
parmi les ¥ = 104 cellules, Il en résilte donc, en moyenne une cin-
quantaine de paires d'échantillons aboutissant & une cellule donnée
(é = 50). Ceci est montré par le petit triangle de la Figure 4, H
et N étant les axes de coordonnées. Les facteurs ide gain B/M . . 7
ainsi gue les moyennes Q aboutissent alors b des lignes droites de
pentes différentes. Quant au petit triangle, il se trouve & droite
de 1l'aire hachurée et au-dessus de l'aire ombrée. Alors que la

condition Q > 20 n'est pas satisfaite dans la premidre région (souse
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échantillonnage), dans la seconde région le pas moyen dféchantil-
lonnsge est inférieur 2 celui de Shannon-Nyquist (sur~échantillomnage).

La Figure (4) nous montre & quel point 1'échan-
tillonnage aléatoire est d'autant plus éfficace que M et N sont plus
. grands. Par exemple lorsque Q = 20 le facteur de gain N/M est, pour
M = 100, égal & 2.47. Il est, par contre, égal & 24.7 lorsque M = 100,
(Q étant toujours égal & 20).

Sur la Figure (5) le fgcteur de gain H/M est
indiqué en fonctlon du nombre d'échantillons aléatoires avec pour
paramdtre Q A Q 20 et Q 50 correspondent deux lignes droztes, le
dernier cas étant plus pessimiste. Cependant, méme pour 5 = 50 1e
gain s’évére tout gussi grande gquand le nombre K est élevé, Par
exemple nous avons un:. gain .:%° ¥/M = 100 lorsque Q=250etH= 16%
Le pas moyen de 1l'déchantillonnage aléatoire est alors cent fois plus

grand gue le pas de Shannon.

5 - CONFIRMATION PAR ORDINATEUR. |

| Afin de confirmer les résultats théoriques
ﬁous avons utilisé un ordinateur simulant les deux méthodes d'échan-
tillonnage et les répétant cinguante fois pour obtenir les valeurs
moyennes dans chague cas. |

. La fonction particulidre considérée était
3aussié§ne et possédait deux composantes :
1) un éggignali> ayant une largeur de bande étroite,
2 ) wn bruit blanc dont la largeur de bande était beaucoup plus
grande.

Lg_fonction d'autocorrélation (normalisée)est alors

R('r) -4-9. ..g.il_n_gm.).cos(»/‘?‘r) + s:.n?."r (27)
= i

aveec B =4 (simplification non~restrictive des calculs). Le nombre
@ﬁéqhantillons périodiques était W = 200 et M = 90 était le nombre
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d'échantillons aléatoires. Donc, le gain est N/M = 2,22,

Valheureusement le temps de calcnl\pour
obtenir les résultats éfait long et nous n'avons obtenu que les
premidres onze valeurs moyennes de ﬁﬁ et ?n tirées de cinquante
répétitions dg l‘échantillonnage;-R% est 1la valeur dans le cas
aléatoire et Pn indique la valeur provenant de 1l'échantillonnage
 vériodique. Cependant les résultats montrés sur la Figure (6) sont
bons. On y trouve trois symboles, représentant ﬁﬁ, §n et R(n), 1le
dernier, obtenu & partir de la relation {27),est la valeur théorique.
Nous voyons que les §£ ont des amplitudes inférieures aux deux autres,
Ces phénoménes s'expliquent par des transformations matricielles. Si
§£ est transformée en ﬁh comme indiqué par la relation (23) les trois

valeurs seront toutes presque identiques.

6 « CONCLUSION

I1 v a une certaine redondance a échantillonncr
cériodiquement une fonction aléatoire 3 spectre borné si 1l'on utilise
ces échantillons pour estimer la fonction d'autocorréiation.

Afin de réduire cette redondance nous avons
considéré un échantillonnage aléatoire. la densité de probabilité
des instants d'échantillonngge était supposée uniforme et le nombre

d'échantillons aléatoires était inférieur au nombre N d'échantillons
~iriodiques; clest & dire que la valeur moyenne d'un pas d'échantil-
lonnage aléatoire était plus grande que le pas de Shammon.

Néanmoins, nous avons nontré que les estima-
tions de la fonction d'autocorrélation obitenue & partir des deux
&thodes d'échantillonnage sont pratiquement identiques, si l'on
respecte certaines conditions.

Par conségquent si ¥ < N la méthode aléatoire
conduit 3 un gain N/¥ par rapport & la méthode périodique. De plus,

. ous avons trouvé que le gain devient d'autant plus grand que le
. ombre d'échantillons est important.
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Fig. 1 - Distribution typique d'instants d'échantillonnage alé=
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APPENDICE 4

Varisnce de 1l'estimation RNr(échantillonnage périodique)

Ia variance de R ‘est définie par
n

2 1521 2 E 1.2 =2
= 4 oY S B % e
var LR’Nn} O%in E LRKn LRNn} \"Hn) n
Si nous utilisons (6) et {7) nous pouvons derire
1 ¢ N by
N f
{ Mo T TEW)Z 12 ;o fefean ® 1-n}
k=n+1 l=n+1
i
Ty ol )
(K N)% L Ty fynf

ke=n+1 1=n+l

Mais lorsque la fonction f£(%t) est Gaussienne 1'éspérance au-dessus

peut s'éerire {2},

- 1 g b
{fk fyen f fl—-n} = E l k k—-n) L 1 l—n) +

ot : : - 3
E {fk f 1}' B {fgen fl—n} * B {fk fl-n} . {fk-n £33

= R2 (ZB) R (k—l) + R (k—l-t-n) R(k—l'-n)

Done

2 i\
B (R )= T"—)—Z'{(N—-n) (D) Z 3

k=n+1 l=n+1

[R2(k-1} + R(k—l-t-n)ﬂ(k—l-n)ﬁ
2B 2B 2B

Si nous prenons k~l=& nous trouvons que la double sommation devient

N - k=N Neti=1
2 . }: Lr (m).{_B(S‘*'n)R(S-n)]sQX € [N..n_g},[ﬁ ('EE) R(S'm)R(S"n)]

k=n+1 s=k-n-1 S=0
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Enfin, la variance de RN est
' Neni-1

; [n)?R( 30 Ze [F-n-s)(B (.23.)+R(S+“)R(8‘n)n-3 ()

Otn =

Newltee 1

= )2 2 < L(N..n)-33 (R (...) + REDR(ED)
KI\I 8=0

APPENDICE B

Variance de 1'estimation Rl‘ﬁr (echantlllonnage aléatoire)

Dans ce cas nous vou}.ens évaluer
M M M ot

- 1“,‘ :(- k4 . f “}
EA{Ry z 2 Z E E{f, £t o () my (80
hn k=1 1=1 m=! p=1 :
Al o

- LLE:

D= 1y2y00000,yli=l,

Dans cet’te sommgtion il y a six cas que nous devons préciser :
(1) lecas o k# 1 # p #Fm,

(2) lecas b k=met k# 1# p ,

(3) "™ "®"k=p "kzl#m,

(4) * ®"l=n "kzlxp,

(5) ® ®ml=p "k#1l#n,

(6) ® mx=n

l1=np.

Cependant si ¥ est grand le premier cas (tous les indices indépends.:i:

k# 1# s p) domine les autres et nous approximons 1'espérance par

i g dl L > -
L Iv' 'Q‘F' Lsf%n B lfk fl fm fp TTn(tkl) Wn(tmp)}-’ ’
Hn

kA 1l#un#oyp

thv -SHn est le nombre de termes dans la sommation quadruple dont
k# 1# m# p. Lorsque H est grand Spm Gl QZm Nous avons supprimé
les signes de consommation parce que nous trouverons que 1'espdranc:
'aﬁz—’»deésus est indépendante de k,l,n et p.

| Considérons cette espérance et n'oublions ps:
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qu'il y a deux fonctions aléatoires et indépendantes. ( la fonction

f(t) et 1la série tk). Donc nous avens

{fk % fp T (tkl) " (tmp)J

S){“(g) (£, £1 T, f\ﬂ(t )n (‘c )j

mais, £{t) étant Gaussienne, nous trouvons que

(£) ¢

B L:tk £, f L= R(’tkl) R(tmp) ec_jR(Jsm) R(tlp) + R(’ckp) R(tlm).

J
Donc

L LEf "T(‘t )n(t )j
E;:;,ilta(tkl)R(tmp)+R(‘sm)R(tlp)+R‘(tkp)a(tlm}

m (%, ) nn(tmp)} .
En considérant le premier terme nous avons

(S)iq(tkl)g(t n (tkl)n (t ) m.dt dtlldtmfdt R(t )R(tmp)

t.
- LKl e
nn(tkl)ﬂn(tmp)P(tkstl,tmgtp‘ L J m,)
mels puisque tous les t sont indépendants nous trouvons, grice &
(20§}que
Sp1 . 3 N . . . 2
LR(tkl)R(tmp)nn(tkl)»rn(tmp) | = [Jdthfitlﬁ(tkl)p(tk,tl‘tklcnn)j
tnw Tut ’

. at
[2B ] : R(t) e ]
—tn

tnﬁzg

2

i

reste presque ¢gale 2 1 & travers 1'intervalle d'intd-

Podsoue
T=t

gration nou® pouvons derire, et clest poe bonne approximation,
+

{s)! ‘ 7B 2

S R IR I Gy I (8 )J_[as R(t)dtq= [2*:33(15) m (8]
dB

ou n(t ) est défini par (12) Pour sinplifier lz notztion nous
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précisons
R, (t) = 2B R(t) * n (t)

et alors nous voyons gue le premier terme est Ri(tn).

Une analyse un peu compliqué du second terme

nous améne & l'expression

()¢ (Rt R I (0 (8 )}

Tt
o n 2
jo (T—tn-t)Rb(t)dt.

Le troisitme terme se réduit, aprés quelques

transformées de variable a Tt

{R(tkp)ﬂ(t LACH R S -E-;j-i-z- Lo (2=t ~t)R (t=t )

Rc(t+tn)dt

Puig en utilisant les relationg et la défi-

nition de la variance nous obtenons enfin

Tt
var(Rl, } = 12 = T'"'S?T-in fon(w-tn-t)[ﬁi(t)mc(t~tn)ﬁc(t+tn)3dt

sous la condition <<M est grand>% En pratique nous nous intéressons
aux cas ou N » Met QMh>> 20+ Ces deux conditions ex1gent automas= .-

tiquement la condition que M >>.1,

APPENDICE C.

Transformations matricielles

Nous avons d€ja établi que l'estimation

'Bﬁn 2 une valeur moyenne égale & Rﬁn =R QZ§) 2B "oCEE)*RCEBJ.

le sPectre de R Cr), obtenu par transformée de Fourier (T.F) s*éerit

('”)

5,(w) = 5{z ()} = 5(w)

————

. , 43
8$§Qe au'théordme de convolution.

Done,
S(w) = W) 5,(0) = () #{r (1)}
' 767



it g
()
ol F{} indique la TF et W(w) = psin 487" .
[
4B
La fonction dfautocorrélation désirée R(r) est facilement obtenuegpar

ltinverse de la T.F.

R(’Y‘} = S(w)} J(w) FCR (‘T)Jj

Lorsque nous n'avons que N valeurs de R%n
: 5

cont le moyen est Rc(g%) il faut remplacer les T.F. par transfor-

~ations matricielles. Done la T.F. au-dessus est analogue &
SR S 8 [ 57
S 2 -

o [Rmﬂ et LRﬁJ sont matrices colonnes et {FJ et [Wj sont mabrices

carrées

an = Fn cos(mnAw)

v = WEawB) &

i = V(RA0B) A,
avec&w;: et ﬁb,n=0,1,2,.o“N—1o

2l

Comme simplification nous définissons la

atrice Aoy = {Fj[w][F] .

1\

2Newt
Donc tRM Lﬁlth,J

I1 est facile & montrer que Lg%a la variance

N

de LRH]’ est obtenue & partir de Lu‘J et de (o3 2}, la variance de

(Rl

(o%] z e L }*ﬁ -5 il 3
f LRM R } LRy RM

2 {lalrgdln 0% - G RIIRITL
La J(L{LREJ[BQJ‘}— EE%JiR}}*) [A 3+
{AM} w;&e] LAMJ *,

]

i}

le symbole + indique la transposée de la matrice.
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