TROISIEME COLLOQUE SUR LE 27N
TRAITEMENT DU SIGNAL ET SES APPLICATIONS

Nice 1 au 5 juin 1971

EFFETS DES DECALAGES STOCHASTIQUES SUR LA RECEPTION DES
SIGNAUX CONTAMINES PAR LE BRUIT.

P. S7ZULKIN

RESUME

On étudie les effets des décalages stochastiques dus aux
différentes sources des retards qui peuvent avoir lieu dans
Tes systémes de transmission,

On démontre que dans certains cas ces effets peuvent etre
considérés comme un simple déplacement de la phase, tandis
_que dans d'autres %as, et en particulier dans les radars

ou les sonars, cela conduit a4 des véritables sources

de bruit supplémentaire.,

SUMMARY

Examines the effect of stochastic delays, resulting from
various sources, which may take place in transmission systems.
Points out that in some cases this effect may be considered

as a mere phase shift, whereas in other cases ~ and in

particular with regard to radar or sonar — it leads to real

sources of a supplementary noise,
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Introduction

Les systémes modernes de télécommunication et de détection
font un grand usage de signaux et de filtres caractérisés par
des vale-rs importantes de la TW (tempo-largeur de bande).En
conséquence, il est naturel que 1l'étude des efféts du bruit ad-
ditif sur le fonctionnement de tels systdmesg ait fait 1'objet de'
recherches poussées. Mais il y a lieu d'étﬁdier une- autre sourée
possible de perturbations: les retards stochastiques.

' Les sources de retards stochastiques sont nombreuses, Limi-
tons-nous & citer les principales:
1) Milieu de transmission
2) Stockage intermddiaire des donndes
3) Mouvement relatif entre 1'émetteur et le réce-
pteur
4) Phénoménes aléatoires dans 1'équipement

Si le milieu de transmission n'est pas homogéne, le signal
transmis subit des retards stochastiques. Pour les systémes &
bande étroite (radar), ces retards sont généralement Squivalents
aux déplacements de la ohase., Mais il faut souvent tenir compte
des retards aléatoires dans le sens le plus strict. C'est, par
exémple, le cas dans certains systémes sonar.

Le probléme du stockage intermédiaire des données est aussi
important car on l'utilise avec profit dans plusieurs systémes
modernes., Ainsi, toute nonuniformité d'enregistrement produit
des retards aléatoires, Comme, en général, l'enregistrement s'ef-
fectue pour des vidéosignaux, la source n'est plus équivalente &
uﬁ changement de la phase,

Dans certains cas, une partie du systéme est en mouvement
relatif par rapport & une autre partie (navire, avion, missile,
satellite, etc...). Pour de tels systimes, les mouvements alda—
toires par rapport & la trajectoire idéale produisent aussi des

retards stochastiques,
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Enfin, les phénoménes aléatoires dans 1'équipement (par ex,
instabilité de 1l'oscillateur local) peuvent aussi étre une source
de retards stochastiques,

La présence des retards stochastiques peut se manifester de
diverses facons, soit en renforgant l'effet de bruit, soit en
représentant une limitation propre.

Dans 1'étude des effets des retards stochastigues, il faut
distinguer deux cas imporiantss

1) le signal traité est un processus aléatoire, ce qui
exige que l'on résolve le probléme d'optimisation statistique.

2) le signal est une fonction déterminde et il faut alors
étudier les effets pour la fonction d'ambigiiité et le rapport

signal-bruit.
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M
Analyse générale

Soient f(t) et x(t) les processus aldatoires gui représem—
tent respectivement le signal et le retard stochastique. Le pro-

-

cessus 3 étudier est alors de la formes
g(t) = £(t+x(t)) A (1)
On suppose que f£(t) est complexe stationnaire (dans le sens
large) et que x(t) est stationnaire, réel, indépendant de f(t).
Introduisons la fonction de corrdlation de g(t)s

Rg('t>=‘E( g(++T)z(t)) (2)

-On peut aussi écrires
R, (%) - B Ef2(t+7+ x(++%)F (¢ +x(1))]
R,(¥) = B Rp(T+ x(1+%) - x(t))

et finalement:

R (%) = [ R (Z+u) py(u,%) du (3).
ol Pa egt la fonction de densité des probabilités de:
2(+,%) = x(t +%) - x(t)

Py ne dépend pas de t car x est stationmaire, Ainsi, Rg@?)
est lide 3 la fonction de corrélation de f ainsi qu'd la densité
des probabilités de 2(%) ol 2(¥)=x(®)-x(0).

Soit Mi(n,zﬂ la fonction caractéristique de 2(t), c'est-i-
dire Mi("),‘r)SE( ei7£(.z> )

et soit Sf@a) le spectre de puissance de f,

On en déduit facilement:

g

Notons que Mi est lide & la seconde fonction caractéristiqué

de x pars
() = m(e T &) o oy ) (5)

Le spectre de g(t) est (Rg("l.‘)) et on as

85(w) =ﬁjsf(7) G w-y) ay (6)

Q
o

Qi(’) o) = JM:Q(")"') e-iwdq"

On peut démontrer & partir de la définition de g(t) que
R (0)=r.(0)
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d'oll il résultes
f, (waw= fs(w)aw (1)
5i Wf est la largeur de bande , on a1
o ﬁfsgw)dw
W=
, ‘/séu» dw

Comme d'autre par}:

Hg_[ R"(‘t)l
g—— Rg T ?=0)

il suffit d'y substituer

(2= e [s sl T g, ()
et d'effectuer la différentiation sous le signe d'intégration(on
suppose que E(x")=0 ou f\Sf(ﬂ)d1==O, ce qui est toujours le cas
si f est réelle),

On obtients
w2 wife [(1+x)7]) (10)

et si E(x')=0

(8)

=W§ﬁ+ﬂx£ﬂ

W

0| Nog N

=Wo(1+6¥ ) (11)

Avec de simples restrictions on a E(x')==é%ﬁ(x); la condi-
tion B(x')=0 est donc en général satisfaite pour x stationnaire.

I1 en résulte que le retard stochastiqgue stationnaire augmente

toujours la largeur de la bande du processus aléatoire,

Passons maigﬁenant 4 1l'étude de certains cas particuliers.,
Le plus souvent, la description statistique complédte de x(t) est
inconnuej par contre on connait certaines de ses caractéristiqued.
Exempless
- x(t) peut avoir une grande ou une petite variancae

(C} est grande ou petite par rapport é~%~ )
, f
— la bande de x(t) peut &tre grande ou petite par

rapport 3 Wf.

- x(t) a la distribution normale (de Gauss).
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— (%) a une bande étroite par rapport i sa fré-
quence centrale,

‘- Retards stochastigues 4 faible variance,

On supposes
1
&y
On peut alors approximer Mi de la fagon suivantet

()= oot @) XN off (12 () =ato]) |

My () # 1= T+ fR_(2) ' (12)
car‘f‘\ « 1 par hypothése,
Doncs
R (2)# Rp(7) - [0 -R (t]ZK/'qs $ of

+ inalwmunts

» .
R ()= R (2) [0 -r (2] Ry, () (13)
Etant donnée la faible variance de x(t), on pent essayer

d'utiliser le développement de g(t) en série de Taylor:

g(t)=f(t+x(t)) # f(t)+f'(t)x(t)+—;~f"(t)x-2(t)+ coe (14)
et en déduire la fonction de corrélation Rg(?)r (On retient les
trois premiers termes de la série),

En se rappelant que:

2
sf,(o)_w sf(w)
le spectre de g(t) devient:
2
Sg(w)ssf(u)- (w)+ [S (w) = Se w)] (15)

-

~ Retards stochastigues 4 grande variance,

On suppose maintenant que 6;))%— . La variance de % est:
f
2
o5-2ff-» (v)

fonetion & croissance monotone de C\i, pour toute valeur de 7
sauf T=0. D'aprés 1'équation (3), on a:

Rg(z’) = Rf( T+ u)pi(u,?)du= /c\inf(t"' ‘}V)pi(‘}v,?)d‘f (16)

La croissance de ‘f entrafne celle de 5‘3 sauf pour U=0,
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La fonction G\in('t+‘\iv) se comporte comme une fonction de Dirac
lorsque 6\5{ est grande mais la fonetion Py ne devienﬁ pas étroitey
la largeur pour Py est en effet toujours égale & 1, Les condi~
tions qui doivent étre satisfaites pour pouvoir traiter Rf comme
une fonction de Dirac dans le cas limite sont en général véri-
fides par les fonctions de corrélation courantes,

Dans ces conditions, on obtient:

R (D)=5,(0)pe(2,%) T 0
R (%)= R.(0) -0

Cette expression de R (?) est la forme limite pour“i —>o0,

(17)

Pour de petites valeurs de ’C\i peut &tre faible méme si ‘\x est
grande, de sorte que l'expression (17) est en général une bonne
approximation pour des grandes valeurs de €., Au voisinage deT= 0,
on a approximativement:

R(&) # 5,(0)py(2,2)

Le spectre de g(t) est composé de deux parties. Le comporte-
ment de Rg('t') au voisinage de T =0 conduit au spectre & bande
large et & niveau faible. La largeur de bande de cette partie de
spectre est déterminée par la bande de x(t) et sa variance, Elle

est, en effet, déterminée par la valeur de & gui correspond 3

6% - 20§[1—R(‘t)]>;;1;

et elle est au moins aussi grande que la largeur de bande de x(t).

-

Les valeurs plus grandes de T conduisent & un spectre &

bande étroite dont la largeur est de 1'ordre de -:‘1;— « La figure 1
x

représente 1'allure générale 4 spectre Sg(w).
M

(w)
'- - ob b e o - g

7

’

|

| 8
(

]

! > w
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~ Retards stochastiques de basse fréquence,

Dans ce cas, on suppose que l'on peut approximer
(%) = x(%) - x(0)
par x'(o) pour n'importe quelle valeur de T. La fonction de

corrélation devient alors:

Rg('l’)=E{Rf[’Z’(1+ x')]} =]Ri[’t( 1+x'8p(x') dx! (18)
On développe Rf en série de Taylor en ne retenant que 1le

premier terme non nul:

R (T)# R (D) + E(x'z)—?;— R3(7) (19)

~ Retards stochastiques & bande large,

On suppose que le Speétre de x(t) est beaucoup plus large
que celui de f(t),

Si en particulier Rx("@= 0 pour ‘AG'\)’Z(;
ol T, < "largeur"de Rf(‘é‘), alors, pour'Z')‘C'oz

My () = E{ei n[x(%) - x(O)]} _ iMx(’l )‘ 2 (20)
R (%) devients ‘
& e
R 0)- -él-ijif('q) My (0,8 e %ay ysf(y)lmx(y)lz ALY (21)

gquil peut aussi s'écrire: hl)‘t’.

R —/Sf('ﬁ U IR SA*P[“ G-l My e

e

R ('z) Rg1+R 5

34 quoi on fait correspondre le spectre:s ‘
: 2
5 ) = Sy o) [ ()] %+ 5, () (23)
Si T, est tres petit, on est ten’he d'approximer S (w) par

S (w)lM (u)l 3 mais ceci est en contradiction avec le fait que

E {let %] = £{} 21} ‘ (24)
C'est également contraire & 1'hypothése suivant lagquelle le
spectre de g est plus large que celui de f,
g2 a une faible valeur
quel que soit«l(sans que/ng soit nécessairement petit),

Nous allons montrer que le spectire S
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R a donc un spectre & large bande et & niveau faible. Posons:

g2
(t) [ (‘1)[ Mo (9,2) - M ()] 2 1 am (25)
(ce qui fal't dlsparaltre 1'hypothése R (‘1?) 0 pourrtl > T)
On peut alors définir la bande H2 de ngparz

i an(r)]
"o [— Rg2:t (t=0)
d'olrs o > ; 2
o8 [ an +fEsml-pml?]ay (27)

K YOS FT T PR

Lorsque la largeur de la bande de x(t) augmente, toutes les

quantités de (27) restent inchangées sauf6\2 .

f\J

< )
4\§-=§%fsxh'>dn /"l " (28)

ol W_ est la bande de x(t).
- Ainsi wx—nom) Wz—)co mais /32(1) d"l reste constante,

Lorscue W_ croit, 1l'aire fixe de Sz(w) est donc répartie sur
un nlus grand intervalle de fréguences, Ce résultat n'impligue
pas gue Sz(w) —> 0 quel gue soit w mais il contribue & éclaircir
le probldme. Si on réintroduit 1'hypothése R_(%)=0 pour 121y (A
et si on fait tendre Wx vers +e0, alors ’Zb —» 0 (on suppose que
le spectre de x{t) est de 1la formedsx(du) et on fait tendreo(
vers 0, ce gui laisse la fonction caractéristique MX('Q) fixe

guand f — 0).

= Ny, ) — |w ()] Ve fo
= R,(?) =0 vt#o0
= 82((,) —»0 Y

[SZ(Q)dw reste constant cars

21‘/3 (w)dew= B (o)--—— {s (q)[m ()12 dm

Si le processus g(t) est transmis par un filtre dont la

bande est celle de f(t), on peut généralement approximer le
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W
spectre de (t) par Sf(o),Mx(qﬂlz. Par contre, si g(t) est échan-
tillonné et transmis par un filtre passe—bas, cette approximation
ntegt plue justifiée,

- Retards 3 distribution normale.

On suppose que x(t) est 3 distribution normale:

22 ] '
My(n,®) = exo[ - fed 4 ofR_(2) | (29)
Commengons par 1'étude des petites variances, Comme la bande
de f limite les valeurs importantes de |dans le calcul de Rg,

supposons que G} est petite par rapport 3 :%; . On obtient alorss
. - :

exp (‘V‘ZRX) # 1+ ’\]2Rx('t) | | . (30).

d'ols :
My () A (M (0| [2+ o (¥)] (31)
et:

ROH o f oW (Ps (man + R ()1 ! T (|7 s )1 am (32)

auquel correspondra le spectre:

5 o) = s )| mE% + 5 [ s w-2) S () NI ad (33)

En revenant au cas des retards & bande large, on a, sous

1'hypothése de distribution normale:

5,(w) & (Max s )z S AR () |? an (34)

qui tend vers O quand la valeur maximale du spectre Sx e N 028
Si la variance de x n'est pas nécessairement petite, on a:

w 2k _k

M, = [uf }:—?—,—;'Eﬁ-) (35)
e (—1—\k+l[co2kln RN EICENEY
ot s, - [uPs, +z 2 x PITUR )y foin (44

k!

— Retard des fonctions & bande étroite.

Les'signaux 4 bande étroite centrée autour d'une HF porteuse’

subissent en général des retards que l'on neut considérer aqomme
de simples écarts de phase, '
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Soit f(t) une fonction & bande &troite de fréquence centrale
@y . Sans nuire 3 la généralité du raisonnement, on suppose que f
occupe seulement une bande de fréquences positives (c'est-a-dire
que f est complexe),

Si f (t) désigne le signal de modulation, on peut &crires

iw
ot

f(t)=1 (¢) e (37)

Avec le retard x(t): gt 1o%x(t)

g(i)= e+ x(+)]= f[ux(t)] (38)

On pose: wx(t) =¢(t). D'ols

g(t)=f [t+°ﬂ—l] T 1“ (39)

Par exemple, supposons que X correspond aux variations de la
"distance électrique” entre 1'émettevr et un récepteur cohérent.
Si of prend des valeurs de 1l'ordre de T, la performance du sys-—
téme peut étre gravement dégradée & cause du facteur ei“ , tandisa
gu'en méme tempsca‘x>oo (largeur de bande de la modulation f )
La présence de d‘t)/ o dans fv est alors négligeable. Par contre,
la présence du facteur ei*(t) peut influencer profondément la
performance du systéme, On peut écrire:

iwt id(t)

glt)=rf (t) e e (40)
ocui change plusieurs aspects de l'analyse car on arrive, en géné-
ral, 3 des résultats plus simples que ceux obtenus pour les re-

tards stochastiques. Ainsi par exemple au lieu des

i} in?;
R () =[S, (PHy(n,%)e  Tag (41)
on as:
Rg(?) = Ry (T)M (e ,%) (42)
En ce gui concerne la précision de 1'approximation, il est

facile de voir ques

i o jwt id
E“-fv[{abg-)(l)]e %tei () - f‘!t)e 1;el &)I = R (O) ﬁl—}p(u)du

tend vers 0 quand 2 —> 0, (43)
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Optimigation du filtrage en présence

de retards stochastiques

Nous alloris étudier le probléme de. l'optimisation du filtra-
d'un signal soumis & un décalage stochastique en présence de
bruit.On supvose qu'il s'agit d'un filtre linéaire fixe et on

choisit comme critére d'optimisation 1l'erreur quadratique moyenne,

(t)
F(t) x (t) e A(t) --———93 :
| nte) .
Décalage Filtre
stochastique Bfuit

Pour simplifier 1'analyse, on n'impose aucune contrainte de
réalisation physique,
A la réception, l'erreur est:
e(t) = y(+) - £(4) (84)
Le probléme consiste i déterminer h(t) de sorte que E~ﬁelzl

soit minimal.Par hypothése, f(t) est un processus aldatoire sta-

tionnaire.
Commes :
E{‘eF}n R(0) = -%;se(w)dw (45)
il faudra déterminer H(w) pour que (45) soit minimale. '
R(®) = R(®)+R(¥) - R [T)-R,(T) (46)
olt R){'f) = ;‘—iﬁﬂ(w)lztsn(w) + Séwﬂ, LT (47)

"L'expression de Sgﬁaﬂ a déja &té déterminée,
On a égalements A

R ,= [y(tn);(t)] - E{ﬁﬁmﬂm) ~§) Hp) T ap}
[ fpirap]a@) ape nDmsOanm o)
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Dtotis

s =R, ()] = 5,) TJo) 1) (49)

et finalements

He(°)=2%fr"jEH‘2( sg+ sn)arsf_sfi;n-s M H|deo

f'x
P
[(S+S},Hu-s+s , + 8, 5.7, d w (50)
On en déduit la fonction de transfert du filtre optimum:
Sf Mx
H(&)=m—-— - (51)
g€ n

a4 laguelle correspond 1l'erreur quadratique moyenne:

W) s ()]
TOPEN PR Flek ol PO
avecs Ré’t‘) = 21_; S {w) M, W, T) et TR (533

et: S fw) =T[Rg(¢)]

~Décalages stochastigues 3 variance faible,

Dans le cas ou G‘x<<%— s l'erreur quadratique moyenne devient
£

2
2n?
Sf(l-ubx)

R (0) = ?1‘}31‘("’)[1" 7 5 dw  (54)
e | * sf(l..a?u\x) + o (S RS S )+ sn]

Mais w20§<<1 ets

1 2
 (0) # ffl-w(.\ S¢ '(Sx'“ Sg) + 8, ] ‘e (55)

S 4+ 5
n

On peut souvent négliger le terme -é]-'-(sx;uzsf).néme si ce

n'est pas le cas,on peut écrire:

wO‘S +3
R(o)>2,j ] 5 ,,s e S Sl PYP (56)
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On peut aussi envisager le cas limite ol -s-{ —3 00 (Vw) 3
alorss R
' 1 2
R (0)2 35 [04ufs W) aw | (57)

I1 en résulte que, méme =i le bruit est négligeable, il sub-
siste une erreur quadrat'ique ‘moyenne résidueile_. En introduisant

la largeur de bande W., on déduit de (57) 1a relation suivantes

R (o)

>o~ H S (58).

'~ Décalages stochastiques & grande variange,

Ils conduisent & des erreurs quadratiques moyennes considé—
rables. La fonction caractéristique M (u)) est étroite. Pour les
frégquences supérieures 3 -1—, on obtlent de trés grandes erreurs
diies au terme lMx, . d.ans (52)

- Décalages stochastiques &4 basse Fréquence,

Dans ce cass js (w)[l—s ("") ‘M ('*’)‘

'(O) T f(w) + 8 (w) +8 (w) (59)

s_() fFEE(x'Z)-zZ R‘f’,('t)]

Le terme So(w)# E(x'e) joue un rBle important dans 1'esti-

mation de la distance et de 1'effet Doppler.

— Décalages stochastiques & bande large.

Pour les décalages HF, on peut écrire l'erreur quadratique
moyenne sous la formes

2
2 (0)- L jsf[l_sflMxL Jo (60)

Sf ‘Mx\ + SZ+ sn

On a .vu auparavant que S (cJ) est en général négligeable:

RJ0) = 2= s, [t - . ]ad, | (61)

* \n,f
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]
Comme ,M l‘i, 1'effet d'un décalage stochastique HF est

équivalent & 1'accroissement de bruit (de 5,28 /\M\ Yo Si

S («)) n'est pas négligeable, 1'effet de brurh croi‘t de 5 &

(s +5,)/ ]Ml

- Déc_alaggs 42 distribution normale.

On va supposer que x(t) a une distribution normale et gu'il
est & variation lente (2 bande étroite). sg(u) est alors approxi-
mativement &gal & Sf(uj). -

On suppose ici qgue:
5 (w) 5 [-12- B(x'2) e R;(ft)l &S (W),
Dans la cas contraire, il faudrait considérer S + 8,75, (spec—
tre de bruit égquivalent).
L'erreur quadratique moyenne devient:

S ()| M) |25
R(O) = _TT Df(d)[ S:(‘(*) ~ g(“)g : (62)
2

ol ) |?=e
Pour mieux comprendre 1l'effet du décalage stochastigue,sup-

posons gues

s = 80 pour|w|<wf 6)
S =0 pour|W|)W_. '
et gue Sn@) est constant.Alors:
wfsf(o) sf?(o) oz...
Re(o) = v - sf0) + S;I(O) [21!‘
We .si(o) ({"a-u
| = Si(o){——_ ~5{0)+ s{0 L [ 26, 7w J ] (64)
L2 3 ?
ol A(x) = erf(x)-erf(—x) = -J%?]e-u /zdu (65)
Posons q =J—2‘0;Hf - (66)

ce dui permet d'écrire (64) sous la forme:

636



27/17

SZULKIN - DECALACES STOCHASTIQUES

R {0) |
R(0) - nt(o>{1 . f({,) o) [@'—ﬁ!ﬂ]} (67)

R
En 1'absence de décalage stochastiqiue, le rapport -R—f' est la
' n
mesure du rapport signal-bruit, et (67) mesure la détérioration

‘de ce rapport dfie au décalage.

Par exemples

: R

7 - 1000 q=0,2 donnent la méme
n

erreur quadratique moyenne que

- 100 q=0 sans décalage.
n

On voit que pour un rapport (Rf/Rn) gra me les faibles

=]
o
-
=]
23

. . .
décalages stochastigues ont un effet considérable.

~ Décalage des fonctions & bande étroite.

Dans ce cast

R, (%) = R.(3) My(w,7) - (8)
oll (VR est la frégquence centrale., Dans les mémes conditions d'ap~-
proximation, on as [‘i%x(z)]
Mg(w)# Ele =1 (w) | (69) .
de sorte que le filtre optimum est:
S.(@) M_(w)
H(u)-(j ) X0 (70)
1/2m)5 %S+ S
1w x(+) A
ol T =¢e
L'erreur quadratique moyenne devients
' 2
' Sdw) M (w )I' '
R(0) = = |s |1 - £9) % {w, aw (71)
LS R R S S
2 °f Y n

Si le décalage stochastique esf 3 basse fréquence ou 3
large bande, on peut simplifier ces expressions. Cette distinc—
tion correspond 3 la comparaison de 1la bande de x(t) avec 1la

bande W, de £(t), (et pas avec la fréquence la plus élevée de
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£(t) ). On exige,en effet, gque f(t) soit un processus 3 bande
étroite car x(t) peut Stre &troite sans que exp(i(dox(t) ) le soit
Ceci est valable sj par exemple,c'i ept trés grande.

Ssi x(t) est BF, alors S_(w) est en général beaucoup plus
étroite que sf(w) et

5% sf(w)*s?(w)# Ry(0) Sp(w) = 5.(w)

car R?(O) =,

Dans ce cas: '

S (w)(M (w )‘2
1 - f X' o
R,(0) =37 | Sg(w) [1'Sf(wY+ 5 W) }d“’ (72)

Si x(t) est & bande large.

T 8@ xsg() # 1w 50)+ R (0) 5o(w) (73)
ol1 .
| p@) - 1)y (w) (74)

L'erreur quadratique moyenne devients:

0,

24 R.(0) sf(iu)»fsn(w)

S.(w) ,
£ aw  (75)

Re(0)=-2lﬁ Sf(w)[l-s ©) lM @)
£ x' o
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