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SYNTHESE DES SYSTEMES NON LINEAIRES - CONDITIONS

d'OPTIMALISATION, ‘
: P, SZULKIN

1. PROBLEMES GENERAUX DE LA SYNTHESE.

Supposons que la description statistique des
signaux X a l'entrée, ainsi que celle des signaux Y
& la sortie sont donndes. On cherche & déterminer la
transformation F ¢ {f} (classe des transformations
non lindaires imposée) qui donne la meilleure approxima-
tion F(X) pour Y (suivant un certain critére choi-
si). Si 1'on adopte le critére de l'erreur quadratique

moyenne, 1l s'agit de trouver F telle gue
(1) i] Fex) - )lj [ Fom - y] - e

parmi toutes les F ¢ i?} .

" Nous allons supposer X et Y stationnaires.
Soit 1l'opérateur F(X) qui est optimal dans la classe
imposée, c'est-a-dire qui satisfait 1'équation (1).
Alors une variation gm{x} de 1l'epdrateur F(X) pro-

duit une variation 8@? déterminéde par
SGj S 2EQWLFWY] + e [ Q]

ot Q ¢ {FS opérateur guelconque et ¢ un nombre pe-

tit.

L'optimisation de F exige que

(56 ~ 2 @X)[F(x%jj =0
o€
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oti 1'on a négligé les termes infiniment petits d'ordre su-
périeur. Ainsi, la condition nécessaire et suffisante
dloptimalisation devient

(2) Q(X‘}LF(};) Y] =0

Il en résulte certainesd propridtds géndrales de trans-
formation optimale. Etant donné que Q(X) est arbi-
.traire, la condition 2) sera aussi satisfaite si 1'on

pose Q(X) = F(X) , ce qui donne

(3) mz = YR(X)

Si la transformation F(X) = K (K = const. arbitraire)
appartient & la classe donnde, alors, en posant
Q(X) = 1 omn trouve

(4) F(X) = Y = m

c'est~a~dire que 1'on peut effectuer la transformation

optimale avec la reproduction exacte des valeurs moyen-

nes.
Posons pour simnplifier TF(X) = Z ; alors
N T N e
6, - R-YF -2t 22y wy

et si 1'on tient compte de 3), c'ést-a-dire 22 = YZ

2 2
6" = -z~
3 Y Z
Dtautre part, d'aprés %), m, = m, , ce qui dounne la
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L
suivante entre Qf et les variances des signaux dans le

cas de transformation optimale.

2, 2 )
(5) 68 = by -5y

. Etudions maintenant la forme que prend la condition d'op-

timalisation pour certaines classes de transformation .

2. TRANSFORMATION LINEAIRE (& paramétres constants)

Pour retenir la possibilité de la reproduc-
tion exacte des valeurs moyenmnes,utilisons la transfor-

mation non homogéne

FX) = 3 +joo?ca) X (t-2)ds

Etant donné que Q(X) doit appartenir & la méme classe,

sa forme la plus générale sera

Q(x)

4]

?}5 }—/ao?@) X (t-2)de

ol % et (8) sont qua}conques (on exige uniquement
g(g) = ?(5) = 0 pour 3 < O , ce qui correspond & la
condition de réalisation physique). La substitution des
expressions de F(X) et Q(X) dans (2) donne

o=

[g + X jo 9 o@ -] +JO d q@)| g 45,9 = M (o3 ﬁg—%x@"]

-3
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!“(@%ﬂ’:szﬁJJxﬁ‘%ﬁ
Mpl8] = € zy WX -]

Mais q et q2) sont quelconques, ce qui conduit aux

conditions suivantes
) —(® —
(6a) 9§ *X) geodr-)
o]

(6b) j 4%, 9 My (8- +<3>< = My () (%70

o

Remarquons que (6a) implique

- e ——
X1~\X}”J Qryat =) K = My My
v

o

c:;,.D ]

et comme mom, = Myx(z') - Ryx(z‘)
-3 0 e ‘/%\‘:\/ ‘oo i
Myx - 1 Xo= g (e #1080 ) 4.t d7
) []

ot R < est la fonction de corrélation., Cela permet

dtécrire (6b) sous la forme

édtant donné que

g VRS
x(‘z) = M)( LE) - kx>
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Finalement 1'expression de la transformation ovptimale
F(X)}) devient '

Foy= &eﬁj

o+
Y

1%

o0 — — 70 -
q{@@r+jl%@ﬂjkbw~xjd%:7+J%E§XY94\%
© 0

Ainsi la transformation lindaire optimale correspond &
la reproduction exacte des composantes moyennes, tan-
dis que la fonction impulsionnelle de la transformation
de la couwposante centrée est donnde par 1'équation in-
tégrale (7) de WIENER HOPF, dont les méthodes de résolu-

tion sont bien connues.

Considérons encore le cas le pius simple, 2
savoir : approximation optimale par transformation 1i-
néaire sans mémoire

F(X) = E + g1X = g1x + g1Xo+'7‘

Dans ce cas, la condition fondamentale d'optimalisation

donne
o o
(8) g+eX=Y g, = o

ol g4 est le coefficient de transfert de la composan-

te aldatoire {centrée).

La transformation des composantes moyennes est

définie par le coefficient :

g + g,X
(9) 8o = puns =
X

m
L
m

X

b4l B
!
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Ainsi, i'approximation optimale par {transior-

mation lindaire sans mémoire est donnée par la formule

(10) Z = gom  + g,X°

Il est évident qu'on introduit g, uniquement si pour

m = 0 m, o= 0 . Dans le cas comntraire il est plus

commode d'écrire directement
(11) Z =m_ + b X°
v 1

Parfois il est préférable diutiliser la transformation

homogéne plus simple
(12} F(X) = g X

Mais alors on n'obtient pas la reproduction exacte des
composantes moyennes., Le coefficient de transfert &,
se déduit Ffacilement & partir de la condition géndrale

d'optimalisation

d
4

(13} g. =

{

b

On wvoit gue 8, est 1id aux coefficient go et 8,
de la transformation ecptimale non homogéne par la rela-

tion

/ 1 1:‘- ) . %3 b\.’; + G ‘Y"“i‘\.
g :
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A Ay R -

c'est-a-dire g, -est la moyenne pondérde de g, et
g'i'

Remarquons enfin que pour déterminer les va~
leurs optimales des paraméires de l'approximation liné-
aire sans mémoire il niest pas nécessaire de résoudre
le probléme des variations générales. Il suffit en effet
dlexiger q% = min., ob Qf n'est pas considérée
comme fonctionnelle, mais tout simplement comme fonc~
tion des paramétres inconnus 8y - Cette minimisation

est assurée par les conditions

{15) ?.6_?. :5

B%i

L'équivalence des conditions (15) peut &tre vérifide
par exemple pour la construction de l'approximation (12);
en effet

o (G- g Xt tg Xy WY
3&% - 2:351 -2 )—G

Bgc

d'oll résulte immédiatement 1liexpression (13).

3. TRANSFORMATION NON LINFEATRE SANS MEMOIRE.

Dans le cas gémnéral on a :
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(16) F(X) = £(X) oi f est une fonction non
linéaire.

Nous allons considérer le probléme de détermination
d'une transformation optimale qui satisfait la condi-
tion (1) et qui appartient & une classe plus étroite des

transformations non lindaires, décrite par

(17) gcxp b2 k{m 6 )

ou kfn sont des constantes.

Gn(x) sont des polyndmes orthonormaux em x de

degré n , avec pondération pI(x) .

Par conséquent on a pour en(x)

+ @
(18) / 8, 6, ﬁ(xjﬂé»t =8 6, =o m#Em

-~

= 4 =

Remarquons qu'on trouve (o(x) et 91(7;) poﬁr une den-
sité de probabilité p, , quelconque, en vertu des re-

lations élémentaires bien connues

/-?(X)O{/x.zﬁ /x/,’“‘)"hz/m, / (x_mx)aﬁ (x)yh:éf

200
.X.—

.o oo 2
Donc 1.4 poo=1 lo(bm,‘)ﬁ(x)abx:o/-/( 6:’”*) pooc=d
4 /w6
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Dtolt 11 résulte immdédiatement

9 (x)= 4 0 (%)= X7
(20) o 7 6

La transformation Q(X) appartient & 1la mé@me classe,
ctest-a-dire

(21) (,-\’ (X) = é k(]n Qn ¢x)
Alors la condition (2) prend 1la forme

R -
> k%n g? /%n 6, %) 0, ) - 9””()())(} =°

qui doit &tre satisfaite pour kqm quelconques, ce qui
permet de déterminer les constantes kfn par les rela-

tions suivantes
(22) ko, = 6 (x)Y
et, en vertu de (20)

(23) ke = Oo(X)Y = Y = m

Ainsi la transformation optimale sans mémoire est
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R
(24) = Fx) = ié 9‘ pfn ‘9)1()‘) +my
ot
. (X
(25) &am_= EL__f;X
6.
J
Passons maintenant au calcul de Q . En tenant comp-

te de (4) et de l'orthogonalité de 6, on trouve

2

5 2
< 5%

~—
T
i
—~
N
1
3
e
[
L)

L
(26) Gs = (T-m
et la substitution dans (5) donne finalement

R
(27) ¢t cj (1-;:05;)

an

On détermine les quantités D

- s0it par interprétation adéquate de l'expérience sur
un modéle qui reproduit les caractéristiques des poly-
ndmes é?n(x) ainsi que de Y(t) et de X(t) ,

~ so0it analytiquement, si les caractéristiques statis-

tiques de Y(t) et de X(t) (ainsi que les liaisons

entre elles) sont connues.
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Si tous les D _= 0O pour n £ 1, la trans-
formation optimale devient lindaire. Ceci a lieu en
particulier dans le cas o Y et X ont les réparti-

tions normales avec

Bogs “p j" 7 [(jﬂm:f ()" (=) (2=
¢ 476y 6 Vi -yl &y Eaby X’U

G = E/ (7‘””‘:1)0‘”””“&
54

Entre parentheses rappelons les propridéids des polynlmes

A'HERMITE qui sont définies par

iy
fol5] - o £ ()

Il est évident que

AL3)-1 K- ®

et on sait que

3 Mn - ey

Les polyndmes H (%) sont orthogonaux avec la pondéra-
tion e—gé sur —%® <'§< 0 c'est-a-dire

+ 0 ~§L
[ Ho H. e éa(.%:\/.?}l‘n./ e

0

= o m # 2
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olr
' 2
Fo2 (x=7x)
X—-m m Y T A
An( K)Hm(x x *”“ﬁ Zﬁ.dx:vn/ m=n
~e0 bx & g
= O M
X -1
Autrement dit, H { = ) sont orthogomnaux avec la
X
pondération p1(x) suUY — o0 £ % £ O

Introduisons maintenant la représentation de pg(y,x)_

sous Fforme d'une série de polynBmes d'HERMITE

)(m)

(28) fLr7, 2;& "‘f &G JOZ fi’ (_*y;;n;) Mo (%)

Remarquons que les polyndmes Hn (avec une norme appro-
pride) satisfount les conditions (18) pour la densité

mdldimensionnelle de probabilité

é (X): .:L_ # X —"Mx
V,n"/ ” gx )

Nous pouvons déja calculer les coefficients

y =ZZ_’ G ?) ?L 6, ) [y-my)
y 3

qu'on peut encore dcrire en tenant compte de {28)

0
1 P ea™
heg T b
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P Lo
ol
L e 87
ST / @L(Qg i) e Ho () d¥
eTom/ —D
1
1 to By
b = / ce K, 3 d5
Vorom! /o
Mais 3= A (%] et par couséquent
b o= i m = 1
wm
= 0 m# 1
c'est-a~dire
jD n
m < """"‘fyx
6
D'autre part, pour la rdpartition normale
an[€x§+ mwj\aﬂnfgj s donc a_ =0 si n £ 1, ce

mn

qui démontre que la transformation lindaire est opti-
male {(dans la classe des transformations sans mémoire)

8i les signaux X et Y sont normautx.

4, TRANSFORMATION NON LINEAIRE AVEC MEMOIRE,

Cherchons la transformation optimale dans une

classe encore plus étroite

(20) [¥)= Z/?f (» 8, [ % (t-»]de
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RS

ce qui conduit & prendre Q(X) sous la forme
8 oo
oy 9= Z ) G @ O Drctou]

ot gqm(Z) sont des fonctions quelcongues pour & > O,
La substitution de (29) et (30) dans la condition d'op-

timalisation donne dnans ce <¢as

R R w
° (mon) r)
2/3% (2,)[02 /?{mczt) Cx (2-3v) cﬁzz - ij (Z/)] d% -0
m =0 o pe)

(mm,

) —— mn
Cx = 8 [XB)] B, [X(Ere)] C)(x): G LX (7)) Yy

Or, les 'gqn sont guelcongues, d'olt il résulte que

R w
. (mm) (n_)
60 Z [ m 6 i o6y Beone

ce gui constitue une géndralisation des conditions (G)
et (12)0

Remarguons que

CX(Om)(‘G) = 0 m £ 0

= 1 m = O
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CX(”'O)(z) =0 nfo
= 1 n=20
clest~-a-dire
(32) /; ¥ ds= Y(z)
X/
7 [ ™ <
(33) & Cm dz = 6, ¥ a4z R
m=1 j% J (3-2.) 48 g “yx (B) &n K )
ol
O‘Z;x: L. 6, [XE5)] Yy

Il en résulte

R

AR D )
2
6 = 125//3{%@) 3y @ C Uyt daeln = @/E/Dﬂ cz);{n@)dz

et finalement, l'expression de l'erreur quadratique

moyenne

Ay L:ek(m__f Q;x@g () e )
(s0) ° ¢ by o
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AT

qui est une généralisation de (27).

Ainsi, pour résoudre le probléme de synthése des
transformation non lindaires avec mémoire il faut cal-~
culer {ou déterminer gar 1'expérience} les fonctions

¢ (ﬂ»m)(z) et D (n (3) et ensuite résoudre le sys~
¥x

X
tdme des dguations intégrales (33) du type WIENER-
HOPF, :
. (ﬂ9m)
Remarquons que si C_ =0 pour m# 1 et
m#£ 1 et Dyx /. 0 pour n #£ 1, le systdéme opti-

mal sera lindaire et les dquations (33) se réduisent a
(7). BPn particulier ceci a lieu quand les processus Y

et X sont normaux.

La méthode décrite ci-dessus de la synthése des
transformations non lindaires en utilisant les polynd-
mes orthogonaux, conduit aux résultats sans doute trés
é1légants, surtout quand il s'agit des transformations
non 1inéaireé sans mémoire. Bn effet, dans ce cas, les
dguations qui déterminent les coefficients inconnus

de transformation optimale sont séparées.

Malheureusement, daus le cas général, l'utilisa-
tion de cette méthode exige la construction de systémes
de polvndmes orthogonaux @, 'qu'on peut par exemple
trouver a4 l'aude de la relation récurrente suivante
(LUBBOCK IEE Proc. 11, 1959) :

Vi ee———
9 X%_ z X%QJX)&W
m = (-] —_—

gi?ﬂ -z LWX)Tj%’
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ce qui est assez compliqué.

Or, étant donné que dans la recherche .de la
transformation non lindaire optimale avec mémoire l'ef-
fet dtutilisation des pplynSﬁes orthogonaux n'est pas
trés important - sauf pour le calcul de lterreur opti-
male - on peut recommander la procédure suivante :

On cherche la transformation optimale directement sous

la forme

R ©
(36) Fx)< /j{.@ X" (k) dT

m=

Alors, a partir de la condition générale d'optimalisa-~
tion on arrive au systéme suivant des égquations du type

WIENER-HOPF pour la détermination des inconnues

gfm

© (mm) n
(57) < / Ipm @ M vy g, < M, a)

rm)

oty Mx (3-2) = XTCE-T) X™ ( £-20)

Mo " *
(38) yx (3) < Xt Yt)

De toute manidre, la solution de (37) n'test pas plus
difficile que celle de (31). I1 faut souligner que
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BT

. s 28 2 5
1tapproximation & la base du critére 6; = min ntest

pas la seule possible.

On peunt posey le probléme dlapproximation en u-
silisant comme critére la minimisation des différentes
fonctionnelles probabilistes de lterreur. Ainsi, on
peut poser le probléme d'approximation lindaire basée

sur 1'4galitd de deoux moments

(392) z(t) = Y(t)

(39v) z(t)z(£+3) = Y{£)Y(£+2)
ot Z = F(X) est l'approximation pour Y .

(39)peut s'éerire également
2’ =
(10) R, (2) = R (2)
La condition (392) est satisfaite aussi dans la syn-

2

thése sur la base de 6; = min. Par contre, la seconde
condition conduit & une autre méthode de détermination

de la fomction impulsiénnelle inconnue g(%) de 1=a

transformation optimale F .,

Si 1'on la remplace par la condition d'égalité

des densités spectrales

. (l(.}) é} (w) = Z‘iy (w)
on obtient

(n2)  IFge [ Fcs &
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d'ot

(43) Jrgapr = B
¢ ).

By
2
R R T e e

J AL (24 Thw?) (I Rw)
X

permet finalement de déterminer la fonction fréquen-~

La _factorisation de sous la forme

tielle de la transformation optimale linédaire

‘

Fluy - 1 (2£59) (24459)-
(1) o) (14 7,0

(bh)

T1 est facile de démontrer aussi que si l'on impose

2 =7 et Z2=Y2

les paramétres de la transformation‘optimale sans mé-

moire

r

F{Xx} = Soliy + g1X°

sont déterminéds par les formules suivantes

Gy

m
X X
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Nous avons essavé la méme procédure (clest-a-dire con~
ditions dtégalité des moments dlordre 1, 2, ese, R )
pour la synthése des transformations non lindaires.
Mais les wésultats obtenus ne sont pas concluants en ce

gui concerne 1l1'utilitd pratique.

5. APPLICATIONS DE LA METHODE DL SYNTHESE : FILTRES
NON LINEAIRES.

La méthode géndérale de synthése étudide ci~des-
sus peut servir pour rdéscudre un certain nombre de
problémes importants, parmi lesquels une attention spé-

ciale doit 8tre pré&tdéde aux points suivante :

a) filtrage, ou plus géndéralement transformation opti-~

male d'un signal en présence de bruit
b) compensation paralléle d'um systéme donné ;

c)} détermination statistique des caractéristigues de 1la

transformation effectude par le systdme ;

d) lindarisation statistique des transformations pon

lindaires.

Commengons par 1l'étude du filtrage optimal, qui
consiste a séparer le signal utile S(t) et le bruit
N(t) dont 1'influence & la sortie 7Y(t) du Ffiltre

doit &trerendue minimale.-

Souvent le probléme de Ffiltrage "pur" est géné-

-

ralisé dans ce sens quton cherche & obtenir un signal
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transformé de S(t) .

On peut donc comsidérer que dans le cas général
le signal X(t) 2 transformer est une fonction domnde
de s{t) et N(t) .

(16) CX(8) = L[s(¢), n(¢)]

tandis que Y{t) , dont 1l'approximation optimale obte-

nue par transformation due au filtre est

(47) z = F(X)

et dolt &tre 1ié4 A la composante utile S(%) par 1la

relation

(48) Y(t) = H[s(tj

Considérons les deux cas suivants P

a) X(t) est ia somme de S{t) et N{(t)

(49) X(t) = s{t) + N(t)

b} X{t) est le produit de S(t) et N(t)

(50) X(t) = s(t)n(%)

Cherchons & déterminer le filtre non lindaire
optimal pour le cas a), en supposant que le signal uti-
le et le bruit sont statistiquement indépendants. On se
place dans le cas de filtrage pur, clest-a~-dire
¥(t) = s(t) .
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Caleculons les moments généraliséds Mx(nm) et Myx(n)
Scit :
X('t-@) = X1 X(’b) = X2
s(t-%t) = S, s{t) = S, ¥(t)=Y,
N{t-5) = N, N{t) = N,
Alors
nm '
MO R G ) (e )™
(51)

-z (i}(ﬁ} 55 95 AQH'A{ mok

(.::-O /\',:-_o

7

(52)  Myw < Ky = (500 /)% = Z ()5S, M

La suite de la solution s'effectue & l'aide des dqua-

tions (37), oft les coefficients sont directement les

moments Mx‘nm et Ml(n)

On peut ntissi zxetrouver
les équations (31) en construisant au préalable les
polynlmes (}n(X), ce qui nécessite d'ailleurs aussi le

mn
calcul des moments Mx ) .
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6. EXEMPLE DE CALCUL D'UN FILTRE NON LINEAIRE,

Considérons le probléme de filtrage d'un signal
harmonique dont la phase est aléatoire en présence d'un
bruit normal et stationnaire. On connait 1'amplitude
A du signal et la dispersion 6, du bruit (mn = 0)
Par comntre ni la fréquence de signal utile, ni le spec-
tre de bruit ne sont connus. Dans ces conditions, le
filtrage lindaire avec mémoire basé sur l'utilisation
des propriétds spectrales n'est pas applicable et nous
allons choigir le filtre non lindaire optimal, en _
nous limitant, pour simplifier les calculs, 4 1a classe

des polynémes de troisiéme degré.

(53) Z=£(X) =aX+ aS'XB

(1es degrés pairs sont éliminds, car la répartition de
signal dtentrde est symétrique). Les coefficients ay
et a, du filtre optimal (sur la base du eritdre

éf = min.) sont donnés par les dquations

|

a, X + a., X = XY

(54) — .
a. Xt 4+ a.x = X3y

ot X = S+N et Y = S . Calculoms les moments X' et
X%y qui figurent dans ces déquations. En supposaunt que

§ et N sont indédpendants on trouve @
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2 = 52 4 N2
;@ = gh + 6g§~§2 +_§h
{55) ;6 =-g6 + 15’%h’&2 + 15 g? &ﬁ +4§€
XY = 52
¥y = s* x5 82 NP
Si l'on tient compte que
- + 0 —‘ﬁ; | i
(56) e L pere R e (Gom-1) 1l 6
Varr €n -

&
(57) 9¥"= iz_m/ Mzmcwfm)dy:fm@m—/)//
T %o 2 m!

on a finalement

“
]
1
&
Nl N
-
567
N

>e'\-
%y
i
oohe
.
o
-+
wa
=%
he
N
S
"
)
Pl

n
On voit gue a el a AQ sont fonction uniquement de
6u,\ > ’ G 12
(%?) . Lterreur relative de filtrage (_f.) peut
: A
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8tre calculde & partir de la formule

Gr.d-28. 9% —al X -Za a; XY - ab K¢

(59) ¢

Considérons maintenant le méme probléme de filtrage 2
1'aide de transformations optimales linéaires (sans

mémoire)
(60) Z' = a' X

Dans ce cas on obtient

4 1 [
(61) CL’ = 6}{—_ A
/ 6~’~ it T e
1#-&_11 AL 6\hL
2 Ay & ——
A A%

La comparaison des rvrésultats obtenus est donnée dans

le tableau suivant

0\

(é}) o0 A 1 0,1 0

a, 0 0,12 0,33 1,08 1

a3A2 0 -6,3.10'4 -1,2.10“3 -0,15 0

(gjt 0,5 0,4hs 0,284 0,061 O
By

(6se) 0,5 0,445 0,333 0,083 0
AZ.

On voit que l'introduction de la transformée"npn 1iné-
aire ne produit une baisse sensible de l'erreur que
lorsque Q& £1 .

1041



46/ 28

L'exemple ci-dessus fait ressortir la différence
essentielle qul existe entre les approches possibies
au probléme de filtrage, & savoir : celle de meilleure
approximation et celle tendant & obtenir le vrapport
signal/bruit maximal. I1 est évident qu'd la lumidre
de cette seconde apﬁroche, la transformation lindaire
sans mémoivre n'a aucun sens, tandis que l'amélioration
de l'approximation ( & la base du critdre Qf = min)
est dans ce cas assez sensible. Il en résulte que dans
les problémes oli l'extraction de la forme du sigﬁal
utile est éssentielle, le critére Q;’ = min. peut sou-

lever des doutes en ce qui concerne sa légitimité.
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