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RESUME =

A partir d'une nouvelle étude générale sur la quantifi-
cation d'amplitude on €évalue la marge d'erreur, pour une probabilité
donnée, du résultat d'une observation unique. L'entrée du quantifica-
teur étant un signal incomnu entaché de bruit, llerreur est définie
comme différence entre le point de quantification obtenu et le signal.
Les caractéristigues d'un brult guelcongque étant connues, la marge
d'erreur est évaluée en fonction de géj, rapport de la largeur du pas de

gquantification & 1'e.g.m. du bruit,

ABSTRACT -

From a new and general approach on amplitude guantiza-
tion, one can estimate the guality of the guantized output of a single
cbservation as a function of QéT ( @ is the width of the quantization
step and  the r.m.s. of the input noise ). The input of the equi-
interval guantizer is an unknown signal plus noise. Une application -
here is to estimate confidence intervals for this unknown signal with
respect to the guantized output. The characteristics of the noise, wha=-

tever they are, have enly to be known,
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INTRODUETION -

torsguon chssrve un phénomdne physigue il en résultis
généralement, avant digitalisation, une fonction amplitude-temps qui
est entachée de bruit, celui du récepteur par exemple. Aprés digitali-
sation, l'enregistrement est fait d'une série de points échantillonnés
dans le temps, et quantifiés en amplitude. Nous définhissons alors come

me ¥ observation unique " 1'un gquelcongue de ces échantillons.

Le but de cet article est d'évaluer le degré de précie
sion en amplitude que présente le point de quantification enregistré
par rapport au signal physique inconnu. Soit S 1l'amplitude de ce si-

gnal exact, et L i’amplitude du point obtenu. La différence :
e=L-S (1

représente donc l'erreur qu'apportent dans cette observation unique-
le bruit et la quantification d'amplitude { fig 1 ). Cette erreur e

est liée aux deux variables aléatoires que sont l'amplitude y du bruit

et la position x du signal exact pax rapport au point de quantification

le plus proche, Elle est donc aléatoire, et il s'agit d'évaluer ses

caractéristiques du premier ordre qui sont fonction de Q43, rapport
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de la largeur du pas de guantification & l%écart quadratique moyen

du bruit.

La densité de probabilité de l'erreur, p (e ), a €t8
ainsi obtenue de fagon sxacte [ 17, avec pour seule condition que la

dens. ‘e probabilité du bruit scit connue.

On considire ici la marge d'erreur, d'origine le point
de quantification obtenu L. Clest une marge d'amplitude telle que le
signal exact 5 s'y trouve pour une probabilité domnée. Elle peut Bire

Zvalude de deux fagons différentes.

La premigre, qui donne un résultat exact, est obtenue
lorsque la densité de probabilité p { y ) du bruit, quelle qufelle
sait, est connue. On en déduit alors p ( e )}, puis sa fonction de ré=-
partition. I1 en résulite ainsi ce qu'est, pour une probabilité domnée,

la marge dlerreur correspondante.

l.a seconde approche, envisagée ici, peut Etre utile
lorsqu'on ne connait pas la densité de probabilité du bruit de fagon
exacte, ou lorsqu'on préfére obtenir plus directement les résultats.
Certes les marges dlexrcur ainsi évaluées le seront sous forme appro=-
chée, leur amplitude étant plus grande gue celle qui correspond, pour
lz mBme probabilité, au calcul exact. On peut donc au moins Btre slr
gue la probabilité que le signal exact se trouve dans une telle marge
d'erreur est en fait plus grande gque celle indigquée. Par ailleurs on
peut apprécier, & paritin de ces résuliats approchés, ce qu'est en fonc-
tion de Q47 le degré de détérioration apporté par la guantificstion
d'ampli'hudéo Il est & noter que le rapport Qég peut avoir n'importe
quelle valeur. Les caractéristiques du bruit que l'on a & connaltre
expérimentalement sont ¢ et, pour des amplitudes positives y+ et né-
gatives y , les probabilités correspondantes T ( y > y+) et ((y<y ).
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11 semble, d'aprds tous les articles que nous connaise
sons concernant la quantification d'amplitude, que 1'erreur e, qui
résulte de ce processus, n'ait pas &t€ envisagée. En fait i1l y a eu
essentiellement deux fagons différentes d'sborder et d'étudier les

effets de cet opérateur non linéaire.

La premigre, qui fut exposée pour la premigre fois par

W.R.Bermett [ 21, a 6té de considérer directement la différence entre
1tamplitude de la fonction aléatoire d'entrée, généralement gaussienne,
et celle de la sortie quantifiée. C'est ainsi qu'onmt £té obtenus de
nombreux résultats sur les éaractéristiques du deuxigme ordre de la
fonction de sortie { écart quadratique moyen, fonctions d'autocorréla-
tion et d'intercorrélation, spectre d'énergie, entre autres ). Par
contre il n'a pas &%€ possible de connaltre les caractéristiques du

premier ordre.

Ltautre approche, congue et en partie résclue par

B.Widrow {37, fut de considérer le processus de guantification comme
un opérateur agissant directement sur les densités de probabilité,
plut8t que sur les amplitudes. C'est ainsi gue, 3 la double condition
que 1l'étendus du spectie dténergie ( fonction caractéristique ) de la
fonction aléatoire d'entrée soit bornée, et que la largeur du pas de
quantification soit inférieure ou égale 3 une certaine valeur corres-
pondante, l'ensemble des effets de la gquantification d'amplitude peut
8tre exactement connu. Em particulier il est alors montré, dans ces
conditions seulement, que la quantification apporte un bruit station-

naire indépendant dont on connait les caractéristiques du premier orxdre.

Ctegt en stintéressant plutBt, dans notre rouvelle appro-

che, & l'erreur e, que sont alors évaluées les caractéristiques dy
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premier ordre de la fonction aléatoire de sortie, saens qu'apparaissent

les restrictions ci-dessus mentiomnées,

I / « AMPLITUDE DE L'ERREUR & =

La figure (1) représente 1'échelle de quantification,
& pas €quidistanis de largeur Q, et les paramdtres entrée-sortie
d'une chservation unique. A gauche de cette figure les amplitudes
absolues, #ar rapparf & l'origine de 1'échelle de quantification,
sont notées en majuscules. Les amplitudes relatives, d'origine le

signal exact 5, sont notées en minuscules.

Soit, avec comme unité de mesure la largeur O du pas

de quantification 3

[ 1)

Damplitude du signal exact inconnu
¢ le point de quantification le plus proche de 5
Ylamplitude du bruit

h S N
.

¢ l'amplitude " signal + bruit Y avant quantifica-
tion
L : 1le point de quentificstion le plus proche de A

et qui sera donc enregistré.

Afin de pouvoir évaluer l'erreur totale e = L - G,
on considére llorigine flottante F dont l'amplitude est 5. Clest ainsi
que l'erreur e peut 8Btre directement lide aux deux variables aléatoires

que sont :
~ la position relative x = K = S du signal inconnu :

-0,5 < x < +0,5 (2)

- l'amplitude y du bruit.
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Fig 1 - L'amplitude d'entrée du quantificateur étamt A,

1terreur totale

est directement 1lige @ x et y .
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Syivant que 1'amplitude du bruit est positive, y+, ou négetive, y*, les

+ -
errTeurs correspondantes e et e sont

i

I "
y 2 0 e x + { -x+ y+ + 0,5 } {3)

-

¥ N
y € 0 > e = X + { -x+y =0,5 } {4)

roa
i } est la partie entidre de son contenu.

11 / - DENSITE DE PROBABILITE ET MARGES D'ERREUR EXACTES -

Indépendamment des relations { 3 } et { 4 ), et compie
tenu de toutes les combinaisons possibles de x et de y qui aboutissent

a4 une erreur donpée e, la densité de probabilité de 1l'errsur est 17

&+ a,5
ple) = pl{y) dy {5)
e - 0,5

Pour Btre mesurées en unité o , les variables x, y, e,

ont & Btre multiplites par Q43 .

On & donc ainsi @

1 Q4T {e+0,5)

P(?,,)=........ p(yﬂ)dyn (6)
Q/& QCT {e-0,5)

La figure 2 en est un exemple d'application qui corres-—

pond au cas oli le bruit est gaussien.

Ces courbes sont fonction de QGT . Celle qui correspond

| Q(T = 0 est bien sOr p (y_ ) lui-mBme.
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La densité de probabilité p (%’) gtant évalude exache
ment & partir de celle du bruit, an peut en déduire par calcul machine
la fonction de répartition de & s donc toute marge dferreur correspone

dant 3 une probabilité donnée,

111 / ~ EVALUATION APPROCHEE DES MARGES D'ERREUR ~

Les carsctéristigues du bruit que l'on a & connaltre
pour une telle évaluation, ainsi gque 1'intér8t éventuel de cette appro-
che, ont déid &té mentionnés. Du fait gue nombreuses sont les relations
et les explications qui permettent d'aboutir aux résultats indiqués ci-
aprés, il ne nous a malheursusement pas été possible, par manque de

temps, de les préciser ici,

Cl'est & partir de (3) et (4), et en tenant compte de
relations de probabilité entre x, y, et e, que sont obtenues les limites

+ o
e M_et ey d'une marge d'erreur correspondant & une probabilité donnde.

. + . . . +
Soit donc e " 1'erreur maximale ligée 3 un y donné, et

telle que 1'on a la probabilité :

- + 0N ™~
e ey, )Ty >y (7)

n'\'e<e§w/‘<ﬂ<y<y> (8)

Ces limites d'une marge d'erreur correspondant aux pros

babilités " { e > & J et T { e< e ) de
S \ a7 / - \‘. e e " // e 7) ot (8)

ont pour valeurs :
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e RO
e+M=y++0,5-‘-7(y>y+) {(9)
e"M =y -~ 0,5+ 7 (y < y ) (10 )

le contenu de ces relations &tant en fait homogine.

En utilisant ¢ comme unité de mesure, ces relations

deviennent :

7 + ™~ + -Q-g_ el 4 3

¥ - R

U % /}fﬁ = Ys *t 5 }_D’S Yy T y;}j {11 )
avec : e > (‘E+ ) Y < i y >y ] (12 )

‘ Lo “ Mo U ey I3

\/‘ - '\X‘ - Q ~ D - P . 1
et : \Gn)rvzyn*;;k"S" A N S TER

- I _ !/ -\ '} -7 ™~ - - “4 )
avee h {-ec"; G M } S ( Vo & Y n'j

Les marges d'erreur ayant comme origine le point de quan=-
. o N
tification enregistré L, leur limite supérieure esta\g " /)ﬂ et leur

o Ty
Linite inférieure (e’ ) = ( fig 3 ).

Lorsque la densité de probabilité du bruit, p {(y_ ), est

symétrique, on a alors la relation plus simple

2 7 e + 4 +
\Bp«z}q = —KeM)n = -‘/.nr*?% P(\_D<yn < Vn)us)

) (et} { > 2 * Y (16)
. ) el < < < B
avec p L\ 2y ) e, K? " f,,_ PAD Yoo Y‘n}
Comme application, on considire le cas ol le bruit est
gaussien,
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B
e)
W’(Mc
S 4
e
(03
® L = point enregistré aprés
aquantification

Fig 3 -~ La probabilité que le signal exact § se irouve dans

cette marge | relations {11) et (13)7 est :

r ’ N7 r ,

% ! ﬁ ¢ 2
Le>Ke+/i_ﬂze<\e /.

aver 3
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La figure 4 représente guelques exemples, les courbes
ayant pour paramdtre Q<3 . Celle qui correspond 3 Q43 = 0 est la

fonction dferreur elle-m@me.

A partir de ces courbes on peut ainsi spprécier le
degré de détérioration apporté par la largeur relative du pas de. quan-
tification. Par exemple, pouxr une probabilité P = 0,80, la marge
d'erreur correspondant 3 043 = § est plus petite que L 3,30 et donc
moins de 2,55 fois plus grande gque ce qu'elle serait en 1'abserce de

quantification.
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* Par rapport & cet article certaines modifications ont

6té apportées ici. Ainsi, dans | 1 7, 1l'origine flottante correspon-
dait & la somme du signal exact et de la valeur moyenne du bruit. Ce
qui avait entre autres pour but d'évaluer directement, certains résul-
tats ayant par ailleurs &té dé&ja obtenus par G. Bonnet [ 4 7, la dif-
férence entre les valeurs moyennes dlentrée et de sortie. Les résul-
tats de [ 11 restent.applicables ici en définissant seulement y et

e comme amplitudes dbn£ l'0rigine est, non pas " S 4+ valeur moyenne

du bruit ¥, mais S lui-mBme. Par ailleurs x est de valeur opposée,

et t est remplacé par VAR
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