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RESUME :

Un 8tudie les principaux critéres utilisés en théorie
statistique de la décision, on rappelle les différentes définitions
du rapport S/B et on compare le critére S/B aux critéres pro-

babilistes.

SUMMARY -

The main tests used in statistical decision theory are
considered, the different definitions of the signal to noise ratio
are reminded, then the S/N criterion and probabilistic criteria

are compared.
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SUR LES PROBABILITES DE FAUSSE ALARME ET DE NON-DETECTION 40/3
ET LE RAPPORT SIGWAL/BRUIT.
Edith MOURIER

L L

INTRODUCTION

L'usage s'est répandu d'utiliser la méme expression :
"eritére de détection' dans des situations fort différentes, il en
résulte une certaine confusion, de faux problémes sont parfois sou-
levés et il semble utile de préciser a nouveau quelques notions

fondamentales.

La théorie de la détection couvre un vaste ensemble de
recherches qui ont en commun le but : au vu d'une observation, dé-
cider "au mieux' si pendant la durée de l'observation il y a eu
seulement du bruit, hypothése Ho , ou si un signal a &té présent,
hypothése H; . Dire "au mieux' sous—entend évidemment : relative-—

ment & un critére préalablement choisi.

Il y a deux problémes distincts : é&ventuellement celul
du choix d'un dispositif, disons de pré-traitement, partiellement
imposé, qui, recevant 3 1{entrée une observation ‘Xe s donne d la
sortie une observation x , et toujours celui du choix d'une régle
de décision, c'est 3 dire du choix d'une fonction de x ,  ¢(x) ,
(s'il n'y a pas de pré-traitement x = xe) , et d'un partage des
valeurs de cette fonction en deux domaines disjoints et complémen-
taires, DO et D, , avec la régle : si ¢(x)é]%) accepter HO s

1

si ¢(x)e D accepter H1 .

1

CHOIX D'UNE REGLE DE DECISION.

~

Le bruit i l'entrée , Be , est un phénoméne aléatoire,
par conséquent, quelle qué soit la nature du signal, quel que soit
le pré-traitement, x est une réalisation d'un &lément al8atoire
X dont la loi de probabilité est by oUW selon qu'il y a

bruit seul ou présence d'un signal. W, et sont déterminées

"1
par la connaissance des propriétés statistiques du bruit et du

mélange signal et bruit & l'entrée et du pré-traitement ; supposant
ces deux lois connues, le choix d'une régle de décision est un pro-

bléme de test de choix entre deux hypothéses statistiques, 1l'obser-
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vation étant X

Les deux erreurs que l'on peut commettre sont la fausse
alarme (décider qu'il y a un signal alors qu'il y a seulement du
bruit) et la non-détection (décider qu'il n'y a que du bruit alors

q'un signal est présent).

Puisqu'il s'agit d'un phénoméne aléatoire la meilleure
régle de décision — appelée "idéale' par Siegert — serait celle qui
minimise la probabilité d'erreu ,; malheureusement cette probabili-

té

dépend de la probabilité de fausse alarme o , de la probabilité

de non~détection R , qui pour b, et données ne dépendent

o1
que de la régle de décision choisie, mais dépend aussi des proba-
bilités a priori HO et Hl =1 - Ho d'absence et de présence du
signal, probabilités qui, dans les applications, ne sont pas connues

et par conséquent ce critére "id8al' est inutilisable.

Sulvant Neyman et Pearson on remarque que des deux
erreurs que 1l'on peut commeftre l'une a des conséquences plus graves
que l'autre, on 1l'appelle erreur de premiére espéce — en théorie
du signal, habituellement, c'est la fausse alarme — et on choisit
le critére suivant : on se fixe la probabilité o que 1l'on accepte
pour cette erreur - o est dit le niveau du test - et on décide
que le heilleur™ test de choix entre i, et p; , ou "test le plus
puissant au niveau o " - souvent appelé test de Heyman - est celui
qui, pour o fixé, minimise la probabilité B8 de 1l'erreur de se-
conde espéce, ici la probabilité de non—détection du signal alors
qu'il est présent, donc maximise la probabilité, 1-8 , de détec-

tion.

On démontre '3  que quelle que soit la nature de 1'é-
lément aléatoire X , quelles que soient les lois de probabilité,

supposées connues, Ky et il existe un meilleur test au ni-
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veau « , et que ce test est

 accepter H1 : signal présent si L((x) > K(a)
(1) i (1

accepter Ho : bruit seul si L(x) - K(a)

ot K(o) est un seuil qui ne dépend que de «

et ol L(x) = z=7=t

fl(x) et fo(x) étant les densités de Radon-Nicodym de, respec-
tivement, Uy et W, par rapport 3 umne mesure . par rapport a

laquelle elles sont absolument continues ; on peut prendre, par

L(x> est la généralisation du rapport de vraisemblance
pour un élément aléatoire X de nature quelconque, sous de trés
faibles hypothéses, on démontre T, (4} que L(x) est un résu~
mé exhaustif, c'est 3 dire contient toute 1l'information utile pour
le choix entre b, et uy o, ce qui explique la forme trouvée pour
le test le plus puissant. Dans le cas particulier ot X est une
variable aléatoire 4 n dimensions, x = {xl,...,xni et L(x)
est le rapport de vraisemblance classique, dans le cas ol 1'obser-

vation est continue sur un intervalle 0,T, , X est un proces-

sus aléatoire, généralement défini par sa loi temporelle, il s'agit

(1) Si la probabjilité de L(x) = K quand il y a seulement du

bruit est différente de zéro, quand L(x) = K on décide HO ou
le avec des probabilités vy et 1-y respectivement, vy étant
choisie de facon que la probabilité de fausse alarme soit exacte-
ment « . .Pour ne pas alourdir 1éé notations nous négligerons ce

cas dont 1'intérét est purement théorique.
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j -~
alors de déterminer L(x) & partir des lois temporelles relatives

a H et Hy , ce calcul a été fait {l] dan; le cas de la détec-
tion d'un signal non aléatoire connu dans un bruit gaussien additif,
stationnaire ou non ; il n'a pas &té fait dans le cas général et
semble trés difficile, on se raméne alors, par échantillonnage ou
en considérant les premiers termes d'un développement en série, de
Karhunen-Loéve par exemple, 4 une variable & n dimensions et on
calcule le rapport de vraisemblan:e correspondant Ln(x) , 11 faut
alors étudier la convergence de Lrl lorsque n —+ = , ce probléme

a été considéré par Grenander 2. et est actuellement &tudié par
M. Picinbono et Vezzosi dans le cas d'un signal certain et d'un
bruit additif qui est le produit d'un processus gaussien par une

variable aléatoire.

Désignons par 2(a) 1la probabilité de non-détection en

utilisant le meilleur test au niveau o , c'est d dire le test (I),

on a :

o = PrL(X) > K(a)/H = u {x : L(x) > (o)}

P(a) = PrLOO © K(/H] = u{x 1 L) < K(a)]

Donc 4 2 valeurs o' , &' de la probaﬁilité de fausse
alarme avec a' < & correspondent

K(a') > K@)
et ORI

La probabilité de ditection du signal lorsqu'il est
présent, qui est égale a 1-3(a) , décroit donc en méme temps que
la probabilité de fausse alarme. résultat bien en accord avec 1l'in-
tuition. #(n) caractérise la difficulté que l'on a a détecter le
signal en utilisant le test de Neynen au niveau « , per conséquent
un pré-traitement Tl est plus efficace qu'un pre—traitement T2
si gl(u) “ Gz(g) et donc le pré-traitement optimum, lorsqu'on

appliquera a sa sortie le test de Neyman au niveau o , est celul
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qui minimise é(a)

Pour appliquer le test de Neyman, outre L(x) , il
faut calculer le seuil K(a) . c désignant un nombre positif

quelconque, soit
1(e) = PrL(X) » ¢/H_ = {x: L(x) > c
K(a; est le nombre, essentiellement unique, tel que
y(K(a)) < a < y(K(a) - 0)

La détermination du seuil K(o) nécessite donc la
connaissance de la loi de la variable alé&atoire L(X) lorsqu'il

y a seulement du bruit.

Souvent au lieu de choisir a priori la valeur « de la
probabilité de fausse alarme et de construire le test (I), on choi-

sit la valeur du seuil, soit ¢ , et on adopte le test

accepter H. : signal présent si L(x) > ¢
(11) '

accepter H_ : bruit seul si L(x) < ¢

pour connaitre complétement les qualités de ce test il faut calcu-
ler la probabilité de fausse alarme, calcul qui nécessite la con-

naissance de la loi de L(X) quand il y a bruit seul, puisque
ale) = Pr L(X) -~ c/H_

et la probabilité de non-détection (quand le signal est présent),
calcul qui nécessite la connaissance de la loi de L(X) lorsque

le signal est présent, puisque
2(c) = Pr-L(X) ~ c/’rIl

Evidemment le test (II) est le test le plus puissant

au niveau «af(c)
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Compte-tenu de la signification intuitive du rapport de
vraisemblance, on adopte souvent le test, dit "du maximum de vrai-

semblance', correspondant au seuil ¢ =1 .
s p

De tous les tests - et non seulement des tests de la
forme (IT) - c'est celui qui minimise la somme , o+R , des pro-
babilités de fausse alarme et de non détection ; il coincide avec le

test "idéal™ de Siegert dans le cas particulier ol les probabilités

i d'absence et de présence du signal sont

a priori, LO et

dgales 4 1/2.

Un test est choisi en supposant connues les lois
et LR puisqu'en fait la loi de bruit ne sera jamais parfaitement
connue il est nécessaire de savoir si le test posséde une certaine
"stabilité", plus précisément de savoir si en utilisant le test
relatif a (;O,u

l) alors que les vraies lois sont légérement dif-
| 1 t

férentes, disons S v b o les probabilités d'erreur o' , &'

sont peu différentes des probabilités calculées a,& .

Dans le cas d'une observation x(t) sur un intervalle
de temps -0,T pour détecter un signal connu S(t) , de carré
sommable sur /O,T , dans un bruit additif, gaussien, centré, de
covariance continue [ (t,") , Root 7 a montré qu'un test du
type (1I) est stable si et seulement si S(t) appartient au domaine
de 1'opérateur [ , opérateur inverse de l'opérateur intégral de
noyau . {(t,:) , et alors 4 une constante additive prés Log L(x)

est de la forme

T

(I11) Cox(t) g(t) dt
0

g(t) é&tant définie par

T
(TV) Cou(t, ) g( )y do= S(t) .
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RAPPORT SIGNAL. SUR BRUIT.

Partant du fait bien évident que la facilité de détecter
un signal dans un bruit dépend de leur importance relative on a dé-
fini un coefficient, appelé rapport signal sur bruit, en abrégé
S/B , pour représenter cétte importance relative. Malheureusement,
pour définir ce rapport il faut d'abord préciser la nature des
signaux et des bruits en présence, et on doit choisir des défini-

tions différentes selon les cas considérés.

Cette théorie suppose que le bruit a 1'entrée est addi-
tif, indépendant du signal, centré, de covariance stationnaire, et
a une densité spectrale yB(x) ; nous désignerons sa variance par

2

CB.

Dans le cas d'un signal aléatoire et de méme nature que
le bruit, on définit le rapport S/B 3a l'entrée comme le rapport

des puissances moyennes du signal et du bruit, c'est & dire :

2
. . GS
Ye - <S/Bzentrée - T§
‘B
A la sortie d'un filtre lindaire , le signal est S' = Skks)
et le bruit B' = 9’(3) , S' et B' sont de méme nature que S
et B, on définit donc :
2
. . Cs'
Ps T S/Bﬁsortie -T2
Tt

Mais 3 la sortie d'un dispositif non linéaire, D , la
situation est beaucoup plus compliquée, il faut d'abord choisir ce
que l'on appellera bruit de sortie et signal de sortie, si YB(t)
et YB+S(t) repFésentent la sortie de D selon qu'il y a bruit
seul ou signal présent 3 1'entrée, 05 prend les définitions, bien

adaptées au systéme quadration, intégration, mais comportant un

certain arbitraire :
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Signal de sortie = E YB+S,— E YB
Bruit de sortie = E Yé - (E YB)Z}l/2
. E¥p,g " E¥yg
vg = 8/B sortie . .2 o * 22172
E Yy - (B YT

Dans le cas d'un signal certain S(t) , de durée finie,
ayant une transformée de Fourier s{(uv) on a 3 considérer simulta-
nément un signal d'énergie finie et un bruit de puissance fihie
donc d'énergie infinie, on définit alors le rapport S/B comme le
rapport des puissances moyennes du signal et du bruit & un instant

arbitraire tO , donc

) 2
= S(tg)
s -

B

et 4 la sortie d'un filtre linéaire

0
s 8/B sortie 27

Le ‘critére signal sur bruit™ est un critére de comparai-
son entre des dispositifs de traitement, du fait des différentes
définitions du rapport signal sur bruit 3 la sortie, il n'a de
signification bien précise que dans la comparaison de dispositifs
analogues, dans ce_cés, par définition, on dit que de deux dispo-
sitifs le "meilleur” est celui qui, pour le méme bruit et signal
d l'entrée, donne le plus grand rapport signal sur bruit 3 la
sortie. Lorsqu'on veut comparer des dispositifs qui ne sont pas
analogues 1l est préférable de dire que le meilleur est celui qui

pour le méme ~S/B: a le plus faible {S/B

sortie entrée’

Dans le cas d'un signal certain,parmi tous les filtres

linéaires, 1l en existe un qui maximise le rapport S/B

3

‘sortie
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il est défini, & un facteur constant prés, par son gain

£ =27ivt
e

() 0
(V) G(") = —S-— ~—___7__j_.‘__
NG
et on a 4 la sortie :
' 2
S L S
(VI) Pmax = 'B( ) d

ce filtre, appelé filtre adapté, se réduit dans le cas d'un bruit

blanc, yB(x) = cte , au filtre de réponse percussionnelle :

(VID) R(t) = S(tO - t) .

On cherche souvent & opposer, ou & comparer, la théorie
statistique de la décision, reposant sur le calcul des probabilités
de détection et de fausse alarme, au critére signal sur bruit. Le
probléme de la détection n'est pas résolu par le choix du disposi-
tif de traitement il faut de plus préciser la régle de décision
adaptée & la sortie du dispositif, en général c'est le choix d'un
seuil, les probabilités de détection et de fausse alarme dépendent
évidemment du choix de cette régle. Mais en supposant qu'd la sor-
tie on adopte la régle qui pour une probabilité de fausse alarme
donnée, o« , maximise la probabilité de détection 1-? , il est
impossible de relier de fagon générale cette probabilité au rapport
signal sur bruit de sortie, donc de donner une signification pro-
babiliste au critére signal sur bruit ; ceci s'explique paf le fait
que le rapport S/B ne dépend que des propriétés du ler et du 2&me
ordre alors que les probabilités = et £ dépendent des lois

complétes.

Cependant on peut comparer les deux critéres lorsque les
lois sont gaussiennes, et alors complétement déterminées par les

moments d'ordre un et deux.
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Dans le probléme de la détection d'un signal certain
mélangé & du bruit gaussien, centré, stationnaire, fle filtre opti-
mum au sens du critdre signal sur bruit, donne une sortie y{(t)
qui & l'instant £ choisi pour donner une pointe au signal dans
le bruit, est égale, 3 une constante prés, 1/2 Vg au Logarith-

me du rapport de vraisemblance.

Ce résultat s'établit immédiatement dans le cas d'un
bruit gaussien blanc, en efiet la sortie du filtre adapté est

alors :

y(t) = x(®) S(tO -t + &) df
et il suffit de comparer :

y(e ) =, x(%) 8(7) do
aux formules (III) et (IV).

Dans le cas d'un bruit gaussien stationnaire quelconque

le résultat est moins simple & démontrer mais est encore valable.

De plus Y(to) = log LX) + est une variable

2 "max

aléatoire gaussienne, de variance . ax ? de moyenne 0 ou
m

- selon qu'il y a bruit seul ou signal présent.

Lorsque le signal est de méme nature que le bruit (gaus-—
sien, stationnaire, centré) le rapport de vraisemblance L(x)
1 . ) 1 . . .
n est plus une fonction linéaire de l'observation et on montre
& que le systéme quadration, intégration précédé du filtrage
optimal au sens critére S/B réalise une fonction monotone de

L{x).

Or nous avons déjd remarqué que L{x) constitue un ré-
sumé exhaustif pour le choix entre deux lois, il en est &videmment
de méme de toute fonction monotone de L(x) , par conséquent dans

les deux cas ci-dessus le systéme optimal au sens du critére

914




40/13

S/B est aussi optimal au sens d'extraire de l'observation toute

1'information utile.
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