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Sommaire : La classe des systemes ¢volutifs caractérisée par
un champ de vitesses dont la différence avec celul d'un certain
systeme dynamique est bornée en norme a ¢té ddéfinie et éludide
dans un travail antérieur /1/, On traite ici, & propos de ces sys-
temes, du probleme de la reconnaissance de 1'état initial commun
a une suite d'évolutions répétées, observables dans un domaine
de l'espace de phase,

Summary : The author has discussed in a previous paper,/1/ a
class of evolving systems, such that the local velocity may differ
in norm by a bounded quantity from that of » given dynamical sys-
tem. For such a system, one considers here the problem of iden-
tifying the common initial state of a set of repeated evolutions, by
means of observations conducted in Vv certain domain of the state
space,
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ARZERRCS

. Dans un expos< que nous avons fait il y o deux ans «u
Colloque dont celui-ci est, d'un certain point de vue, la suite

1/, nous avons examiné le comportement de systimes ¢volutifs
dont 1a loi n'était déterminde qu'avec imprécision, mais qui res-
caient voisins d'un systeme dynamique donn¢. Pour abréger, nous
nommerons ce dernier le 'systeme juste', et celui dont nous nou.
occuperons principalement le ''systeme lache'.

Dans ce qui suit, nous envisagerons les systimes 1iches
d'un point de vue un peu différent de celui qui avait été adopte
pour la premiere étude citée, et nous attacherons en particulier
a4 reconstituer leur passc¢ plutdt qu'a prévoir leur avenir. Il sern
cependant utile, pour commencer, de rappeler bricvement les
résultats exposés il y a deux ans,

2. Soit K un espace de phase localement compact, gul serd
pratiquement un espice numdcrigue R, Pun point de D E, F
une fonction de point dafinie sur D, ¢ontinue et lipzchitzienne
dins ce domaine @ en nous bornant aux systemes justes autonomes,
c'est-a-dire tels que le temps ne figure pas explicitement dans
leur loi d'évolution, le systime juste sera régi a chaque instant
par 1'¢quation diffdérentielle vectorielle du premier ordre

(1) P = F(P); - P o= dP/dt,
Une trajectoire passant par le point Py est 'ensemble des ¢volucs
P = (P, t) pour t ~ R ; on & la relation fondamentale, qul expri-
me la iransitivits des systemes dynarniques, ‘

f(f(Pg, t), t) = f((P,t+ ).

On sait que, pour le systerne (1), 'espace de phase se dé-
compose en cellules invariantes 1D, qui sont des domaine s conte-
nant tous les évoluds de chacun de leurs points

“t R: P, D== {(Pgyt) D,

Ces cellules sont limitées par des multiplicités séparatrices
sillonnces de trajectoires, a moins qu'elles ne soient illimitdes ;
lorsqu'on ¢tudie les mouvements issus de points (Jftats initiaux)
appartenant & une certaine cellule D, on peut se borner i l'examen
des singularités qui appartiennent 3 l: fermeture D de D (¢'est le
U"principe du figement', ;2,). A l'intérieur de D, le systime juste
est caractérisd par le champ de vecteurs P , invariable dans le
temps. ‘ '

Le systeme liche considéré & une vitesse qui, en tout point
s'¢carte de celle du systime juste d'une quantité borndce ¢n norme:
autrement dit, un tel systeme est régi par 'indgalite

(2) P - F(P) i,
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o1 le rciel positif m est le ""jeu'' ; on ne le suppose pas necessaire
ment petit, Par tout point de D, il passe donc une infinité de tra-
jectoires liches, dont les tangentes appartiennent au cdne (2); si
l'on se fixe un point P, l'enscemble des trajectoires ldches quiy
passe forme un conoifde, ou mieux deux demi-conofdes opposés
par le sommet, que 1'on notera CT(P) et C7(P), et qui correspon-
dent respectivement 2 tous les avenirs, et a tous les passés, pos-
sibles du systeme liche observd a l'instant présent dans 1'état
exact P11l faut noter que les trajectoires ldcles ne sont pas as-
treintes aux conditions qui régissent celles du systéme juste, et
gqui tiennent 4 la nature de la loi (1) : elles peuvent, en particulier,
présenter autant de points anguleux ou multiples qu'on le voudra,
et se couper les unes les autres ; 'inégalité (2) implique seule-
ment qu'elles appartiennent au conoide de sommet P, ‘et que leurs
rebroussements éventuels restent limités en amplitude,

Le probltme examiné dans notre travail de 1967 était le
suivant @ connaissant la loi (1) du systéme juste et la valeur m du
jeu, peut-on prédire le destin final d'un systeme liche effective-
ment observé en P & 1'instant t, c'est-a-dire l'ensemble limite
s du mouvement liche ? La réponse a cette question dépend des
singularités ¢t des séparatrices de la cellule invariante D qui con-
tient P (cellule qui perd naturellement son caractere invariant des
que le jeu intervient) ; on peut arriver & des conclusions assez
précises dans les cas ou E = R2 ou R3

17,81 I'etat observd P se trouve dans un domaine ayant pour
centre un point de repos du systiéme juste, et défini par ~F  m,
I'affixe du systeme lAche pourrademeurcer indéfiniment dans ce
domaine et y parcourir toute trajectoire, pourvu que ce soit a une
vitesse suffisamment faible @ on peut dire que le repos est rempla-
¢é, du fait du jeu, par un cliquetis. Si le point de repos est insta-
ble, l'affixe pourr: aussi quitter le domaine du cliquetis, et suivre
le destin des_ mouvements liches partant de son point de sortie, ce
quil nous ameoene au cas suivant

2° Sil'affixe observd est extérieur au domaine défini en |7,
le destin final du systome dépend de la nature de s autres singula-
rités et des sépuratrices. En particulier, dans le plan, ce destin
pourra différer de celul du systeme juste s'il existe des points
s'nguliers multiples d'ordre pair, ou des cycles limites suffisam-
ment voisins les uns des autres (distants de moins de 2 m en nor-
rne), ou e¢nfin des séparatrices joignant deux cols ; de méme, dans
I"'espace a trois dimensions, le destin du systeme liche sera indé-
terminé si les surfaces frontitres de D sont illimitées mais qu'el-
les portent un noeud-foyer stable non entouré de cycles limites, ou
un col-foyer instable entourd d'un cycle limite stable ; si les faces

de D osont limitces, 11y aura incertitude chaque fois qu'une [ace
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portera un noeud-foyer stable et une face adjacente un col-noceud
ou un col-foyer instable, tous cycles limites étant alors exclus.
Il va de soi que si le destin final du systeme liche-n'est pas celui
du systeme juste, l'affixe quitte la céllule D pour n'y plus revenir;
lorsque le destin final n'est pas modifié, la trajectoire liche peut
traverser les faces de D, mais elle finira par y revenir asymp-
totiquement.

Les conditions trouvées sont tres voisines de celle de 1'ins-

"structurel” d'Andronov

tabilité des systemes dynamiques au sens
et Pontryagin ; il est aisé de voir, d'ailleurs, que les systemes
structurellement stables sont une sous-classe des systemes liches
a destin identique a celui des systemes justes dont ils dérivent

3. De la définition des conoides C¥ et C” découlent immddiate-
ment deux conséquences dont-on aura besoin dans la suite

1°. Si P est un point régulier du systeme juste, C+(P) con-
tient strictement tous les conoides des avenirs des conséquents
f(P,t),t. 0, et C(P) contient strictement les conoides des pussds
des antécédents f(P,t),t. 0. La trajectoire juste passant par P
constitue 1'épine dorsale de ct (P).

2°. C7(P) contient strictement les zones de cliquetis des
points de repos situés sur la trajectoire juste, et les enveloppe.,

3°. Si P est un point de repos instiable du systerne juste,
I'affixe du systeme liche pouvant se dépliacer librement dans le
domaine de cliquetis, celui-ci fait partie a la fois de C+(P) et de
C_(P) ; mais aucun affixe extérieur ne peut parvenir & P, de sorte
que le demi-conoide des passis se réduit au domaine de ¢liquetis,
alors que CH(P) comprend tout le domaine d'attraction de P dans
le systeme juste a fleche de temps inversde, qui aurait -F  poyr
champ des vitesses. Les conclusions sont inversdées si P est un
point de repos stable du systeme juste : C™ est alors la rsunion
du domaine d'attraction de P et du domaine de cliquetis, C+ se
réduit & ce dernier.

Pour fixer les id¢es sur les domaines C, considérons leo
cas simple d'un systeme dynamique dans le plan,

x = X(x,y) 1y = Y(x,y):

les conoides CT et C™ deviennent deux secteurs curvilignes oppo-
sés par le sommet, délimités par deux courbes qui passent par
P. La tangente a l'une de ces courhes, de pente y', forme avec la
tangente a la trajectoire juste de pente Y /X, un angle dont lo

courbes frontieres est donc

(3) y!

Y X24Y%.m2+ mX

- X XL+1’2«m2-F mY
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Duans les régions ou X2 +v2 mZ, y' s'¢carte peu de Y/X ; au con-
traire, au vbisin;\ge de 1a zone de cliquetis (X% + N mz'), y!
tend vers la normale -X. Y & la triajectoire juste, donc vers la tan-
gente a la frontitre du cliquetis ; enfin, pour X +Y2. mz, Al n'y
a pas de valeurs rcelles pour y', de sorte que la frontiere de C ne
pénetre pas dans ce domaine,

Des considérations tout & fait analogues valent dans R3

4, Ceci posé, considérons la situation suivante : on se propo-
se d'¢tudier un phénornene dont on connaft en principe la loi d'évo-
lution, qui est celle’d’un systeme dynamique, mais que 1l'on croit
troubld pour des r.iisons diverses, les dcarts par rapport a 1'évo-
lution de principe restant toutefois bornés. Ce phénomeéne, repré-
sentd d'apres les hypothtses faites par un systeme ldche, se pro-
dult a partir d'un ¢tat initial P, inconnn mais invariable, et les
Svolutions r Cornmencent pour une suite, continue ou discontinue,

d'instants initioux tt suffisamment nombreux et suffisamment

O,
¢talds dans le temps pour qu'on puisse supposer (sans rien savoir

" des perturbations) que par suite des variations

d'une "probabilite
inconnues des conditions d'¢volution toutes les trajectoires laches
issues de Py seront empruntées une fois ou l'autre au cours de
l'observation. Nous nous posons dans ces conditions la question de
savoir quelles sont les inforrmations qu'il est possible de déduire
d'observdtions fiites dans un domaine V de l'espace de phase,

“Une premlero réponse est fvidente : ces informations
seront nulles si V7 CT(Po) = O . On en déduit que l'ensemble des
étiits Py ot l'on aura pu observer le phénomene au cours d'une ex-
périence suffisamment prolongée est l'intersection de V avec le
conoide des avenirs de Pg, et que 'ensemble des états observables
P; dans le voisinage desquels il existe des dtats non observables
appartient 3 FrC7t (Po).

2% Le systeme juste étant connu par hypotheése, on peut cons -
truire les conofdes Ct en tout point du domaine des évolués, si
I'on connaft le jeu m. Deux conoides dont les sommets ne sont pas
les ¢volués d'un méme mouvement juste ont une partie commune
jul est un sous-ensemble strict pour chavun d'eux et qui est une
multiplicit¢ a n dimensions, limitée par une {rontieére qui est une
multiplicits a n-1 dimensions ; cefte multiplicité ne coincidera que
tres exceptionnellement avec celle des Pj, et généralement cette
coincidence pourra &tre détruite par une modification du domaine
d'observation V choisi, de sorte qu'en géneéral d'ensemble des P;
ippiriiendra a un conoide ct et 2un seul, ce qui déterminera san:
ambiguitc son sommet, c¢'est-a-dire 1'état initial P, des ¢volutions
observées, Il y aura exception pour les Pi qui scraient des points

irouliers du systime juste, ou qui seraient sifuds sur vre face
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L R R -}

séparatrice de deux cellules invariantes de ce systeme, car dans
cette éventualité ces points auraient des voisins aussi proches qu'on
le voudrait situés dans deux conoides distincts.

Pour illustrer ce qui vient d'&tre dit, reprenons l'exemple
du systeme dynamique bidimensionnel du paragraphe précédent
les frontieéres du secteur C de sommet (x,y) sont les deux courbes
définies par 1'équation différentielle (3), et chacune de ces courbes
est bien déterminée s;'\uf.:;'ugc points inguliers_ou ,

Yy X4 v2.m2 + mX = X X%+ Y%-m2 + mY =0

qui seront les points singuliers X=Y=0 du systeme juste, En tout
point P, régulier pour le systeme juste, il passera donc une fron-

"-'""unique appartenant la premie-

tiere '"+" unigue et une frontiere
re > un sectéur ayant son sommet sur elle, la deuxieme a.ur secteur
iyant son sommet sur elle, donc différent du précédent si ie
ommet en question n'est pas un point singulier du systéme juste.
Si l'on observe les phénomenes aux différents points d'une courhe
gui ne soit pas une courbe intégrale de (3), il v aura deux états
frontieres observables, P+ et P |, respectivernent sifués sur une
intégrale '"+'' et sur une intégrale "-" de (3) : l'intersection de ces
deux intégrales donnera sans ambiguité en général le point Po,
£tat initial commun de toutes les manifestations observées du phé-
nom- ne,

Il va de soi que ce raisonnement se transpose a un espace de
nombre de dimensions quelconque, en rempliacant les courbes et
les points fronti?res par des multiplicités de dimensions convena-
bles.

En résumé, l'observation de riépé itions suffisamment nom-
breuses du phénomeone d'évolution permettra de déterminer sans
ambiguité 1'état initic] commun de ces évolutions, pourvu

a) que l'on sache construire les CHP), ce qui implique la
connaissance de la loi juste et du jeu m ;

b) que 1'état initial en question ne soit pas une singularitd du
syst™me juste ; :

¢) que l'observation soit faite en des points qui ne soient ni
des singularités du systtme juste, ni des points d'une frontitre de
cellules invariantes adjacentes de ce systeme.,

5. Duns les conditions du paragraphe précédent, comment dé-
terminer le jeu m, voire le champ juSte F, qui n'est pas toujours
sugg’r par une théorie ¢lémentaire négligeant les perturbations ?
Chservons, pendant un intervalle de temps suffisamment long, le
point Pj de l'espace de phase, pour y repérer tout passage de 1'af-
fixe @ si les hypothtses du n“4 sont virifides, le phénomone sera

k

. ; 1
observe aux ¢poques ti, ..., t;, formant I'ensemble I, et l'on pourra
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RN

mesurer les vitesses d'évolution correspondantes P]-_(ti( ). Les ex-
trémités de ces vecteurs rempliront une boule de rayon m, qui

T pour centre l'extrémité du vecteur vitesse juste F(P;). On aura
donc, d'une part, la valeur du jeu '

m ~l" sup P (1) - inf Pj (1)
t i t 1 ,
et de 1'autre les composantes de la vitesse juste
Pr F(P.) =1 sup pr B (t) +inf pr_Pj (L)
m 1 Zt i 1 1
En opérant winsi pour un nombre suffisant de points Pj, on aura
d'une part un ensemble de valeurs de m, qui devraient toutes étre
égales, et dont lu dispersion montrera dans quelle mesure le phéno-
mine ¢bservé est bien représenté par un systeme liche ; et, d'autre
part, un champ discret de vileurs de F, gue 1l'on poui're'. exprimer
pir unce fonction continue grice a une interpolation convenable, -1l
fout noter & cet dgard que la relation triangulaire
P-F(P) P-F(P) + F(P)-F(P)
permet de considdérer un systéme 1iche comme derivant de divers
systeémes justes, des lors que les champs de vitesses de ceux-ci
sont, en chaque point, suffisarmment voisines en norme ! 291 pourras
donc interpoler les F(Pi) par U'expr s58ion compatible avece les ob-
servations la p’lu:’s conforrne a l'idee gu'on se {ait de la nature du
phénomine observe

6. I faut maintenant examiner ce qui se passe lorsque Py est
un point singulier du systeme juste {(si dans un preraier choix des
Pi avalont cotte propria}t'", on serait rmaltre de les élirciver, de
sorte que ce cas peut tre ocartd). Par un point singulicr, il peut
passer plusicurs trajectoires, voire uneinfinite, de sorte que la
multiplicite de conoides issus de ce point peut recouvrir tout le do
ma~ine de Pespoce de phase ol les obhserviations sont possibles, et
qu'il n'v surs p.s de frontitre Py, Le procdde du n“4 devient iinsi
inapplic hle, '

On remarquers clors que Pg est un antécddent 10che de chaque
Pi, el qu'il appartient pir conscqguent a son conoide des passos ;5 de
sorte gue [in:alement

Py 1 C7(Py).

Lo cons Hu(tlon de cette intersection ne présente pas de difficultés
nous +vons vu su n’ 3 que cette intersection contient le domaine de
cliquetis entourant Pqo, et que chicun des conoides C "(Pi) est tan-
gent A ce domaine @ 1] en résulte que si les points d'observation
sont suffisaomment ¢loignés de Py et suffisamment ¢loignés les uns

des sutres pour Ctre vus de P_ sous des angles tros différents,

o
leur intersection se réduit sensiblement au domaine de c¢liquetis
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On peut encore illustrer ceci par un exemple dans le plan,
choisi particulierement simple : soit X=x et ¥=y ; les trajectoires
justes sont des droites issues de l'origine. On vérifie aisdément que
les frontieres des C sont fgalement des droites, -3 savoir les tan-
gentes au cercle X% 4 y2 = m2 issues du sommet Pj. Si 1'on prend
les deux points Py = col (O, yl) et P2 = col (yl,O), interscction
des deux secteurs C est li réunion du disque de cliquetis ><2+yz me
et de quatre triangles curvilignes, dont les sommets sont a llinter -
section des deux bissectrices x = T v e du cercle x2 + v2 = r2, ave
r = 2m?2 V1 2/" oty Z—rrlz 2.

On constate que lorsque yy varic de rmoa 'infing, r2 diminue de
VAN hy . :

2m*~ a rnz, valeur qu'il atteint lorsque y% - 2m?, puis sugmeoentey

jusqu'a la valeur originclle 2mé, attvinte asyraptotiquement, Los

' 11

"cornes' de l'intersection des deux secteurs G restent donce nogli-

geables, et au pire on peat conclure que

P, (x,y) ¢ L N 208
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