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Apres une breve discussion de la notion de stationnarité, on
présente un modele statistique de fonction aléatoire pouvant re-
présenter un bruit apparemment stationnaire pendant la durée
d'un signal mais présentant des variations aléatoires de puissan-
ce, Les propriétés statistiques sont compl\ete;ment définies par
des familles de fonctions caractéristiques., Ce bruit n'étant pas
gaussien, on étudie le probleme de la détection d'un signal cer-
tain et on montre que le systéme optimal n'est pas un systeme
linéaire. Pour un cas particulier, on montre, moyennant cer-
taines approximations, que ce systéme est form¢ d'un filtrage
adapté suivi d'un régulateur de gain,

After a short review of the concept of stationarity, we
study a statistical model of stochastic process which can descri-
be a noise which seems stationary for a short time intervall
(e.g. duration of a signal), but has slow variation of the power.
This noise is defincd by a family of characteristic functions andis
non gaussian. - We study the problem of detcction of a determini-
stic signal in this noise and we show that the optimum system is
not iinear, For a particular application we show that this system
is obtained by,a regulation of the power and a matched filtering.
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par

B. PICINBONO ¢t G, VEZZOSI

Institut d'Electronique Fondamentale - Faculté des Sciences -
91 - ORSAY.

I. ~-INTRODUCTION.

La plupart des travaux concernant le traitement du signal uti-
lisent lthypotheése du bruit parasite stationnaire et gaussien., Cette
hypothese, qui permet dec mener a bien Sics calculs qui, sans elle,
sceralent pratiquement inextricables, e¢st heureusement tres sou-
vent vérifiée dans la pratique,

Cependant, ct ¢n particulier en Acoustique sous-marine, les
bruits réels semblent avoir une structure plus complexe. Tout
d'abord, l'hypothese gaussienne ne semble pas toujoﬁrs acceptable,
et certains phénomenes transitoires ou impulsifs montrent un é-
“cart net a la loi de Gauss,

Mais c'est surtout la stationnarité qui semble la plus critiquée,
Cependant, cette notion n'est pas toujours comprise de fagon tres
claire et, pour la discussion ultéricure, il est n(*ccs“saire de pré-
ciser un peu ce point,

Un bruit gaussien non stationnaire c¢st défini par sa covarian-
ce, et la plupart des théories statistiques de la détection peuvent
s'appliquer lorsque cette covariance est connue,

Mais un tel bruit est, dans une certaine mesure, trop déter-

- . . . . P 2
ministe, En particulier, la puissance instantanée E[X (t)] est

une fonction connue du temps. Or, il semble que dans les phéno-
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menes réels cette puissance varic d'une maniere beaucoup moins
déterministe, ct a la limite c¢st aléatoire, De proche en proche, on
. Nt e ) . . - - -
aboutit donc a l'idée de processus gaussien composd¢ gui scralt un
processus gaussien dont la covariance serait clle-méme alcéatoire,
La définition de tels processus est assez délicate et nous ne exa-
mincrons pas en détail ici (1), Ce que nous pouvons retenir cepen
£
L

dant, c'est le fait que ce que les cxpérimentateurs appellent "bruit

non stationnalre' peut tres bien 8tre représentd par un processus
aléatoire stationnaire au sens strict mals comportant plusieurs
temps caractéristiques, Pour des mesurces asscz breéves (par
exemple pendant la durde d'un signal) le bruit paralt stationnaire.
Pour des durces plus longues, certains parametres comme la
puissance peuvent varier aldatoirement, Enfin, considérés de
~ 00 a+teo ces bruilts sont stationnaires.

Dans cet exposé. nous présentons un modele statistique pour
un tel bruit et nous présentons une tentative diappliquer dans ce

cas la théorie de la détection,

I, - MODELE STATISTIQU E.

Considérons lo fonction aldatoire {f,«,) Blt) définie par
By = VA X)) . (2-1)
ot X{t} est une f.a. gaussicnne centrée ot stationnaire de fonc-
tion de corrdlation rx(z-) et A(t) une f.a. stationnaire, positive
ot ind(‘pcnd}mw de X(t), Ow « ¢videmment E [B(t)} = 0.

Supposons que Aft) soit & variation lente, c¢lest-a-dire que

3

/
- > Z"\; : \ZA'Z)
& et ¥ {tant les "temps de corrélation” de A(t) et X(t),
i X )
Ceci signifie que A(t) ne varie pas sur des intervalles de temps ol

les valeurs de X{t) deviennent indépendantes, ef on peut alors
4 I ; p

corire
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[4(® = E[B@®)BE-2)] = B [a] [_(2) (2-3)

U x

Cependant, si on fait une observation sur un temps ;:ourt de-
vant 1-3 et grand devant 2.~X, la fonction de corrélation apparente
peut s'écrire : ‘

T = Al (), (2-4)
la fonction A(t) représentant les variations aléatoires de
ML (0)=E [Bz(t)].

Tout ceci peut se présenter dans un langage beaucoup plus
rigoureux en utilisant les fonctions composées. En particulier,
l_i?)(z») appaAra'It comme une fonction de corrélation conditionnelle
et r};(t) est la fdnction de corrélation a priori,

Dans toute la suite, nous nous intéresserons toujours a des

instants {ti} se trouvant dans des intervalles de temps tres pe-

tits devant ¥ . Dans ces conditions, la fonction caractéristique
a B

de la v.a. n dimensionnelle B(tl). .. B(tﬁ) peut s'écrire :
‘ : 1 ‘
(PB [ul...un]— E {eXP—Z A Cijuiuj} (2-5)
ol Cij = l;((ti_tj)’ la valeur moyenne dans 1'équation (2-5) étant

évidemment prise par rapport a A,

Dans une certaine mesure, on peut dire que pour ces instants
{ti} B(t) peut &tre considéré comme le produit de X(t) par une
v.a. \/—AT indépendante de X(t). Evidemment, dans la pratique, il
faut que A dépende de t, sinon B(t) ne serait pas ergodique. Re-
marquons a ce stade que (PB [iui} ] définie par 1'équation (2-5)
est la fonction caractéristique d'un processus sphériquement in-
variant étudié par différents auteurs (2) (3) (4). Dans la suite de
cet exposé, nous supposerons que X(t) est un bruit blanc, ou,
pour éviter les nombreuses difficultés mathématiques posées par
un tel processus (5) que le spectre de X(t). est constant dans une

bande -B+B treées grande devant l'inverse de tous les intervalles
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f e

de temps que nous considérerons ici, Des lors, C., de 1'équation
pPs q ij &

(2-5) peut s'écrire :

c.. = o2 § | (2-6)
ij ij

et ainsi la fonction caractéristique (2-5) devient
i 2 2
fp [{uﬁ ] - $k~,[ P Z}i % ] (2-7)

ol CPA est la f,c. de la v.a. A.

La densité de probabilité s'obtient par transformation de Fou-

rier et par un calcul classique (6) peut s'écrire :

P [{XJ_}] - (Zm)n/lz Ttn—Z/Z | (FA [‘21“ o )\2] >\n/2 Jn_z/z(xn)d)\

(2-8)

ol Jk(x) est la fonction de Bessel d'ordre k.

En fait, il est souvent plus commode d'utiliser une méthode
indiquée dans la référence (4) et qui consiste 3 partir directement
de 1'équation (2-5). Conditionnellement & une valeur de A donnée,
on a une f, a, gaussienne dont la loi de probabilité s'écrit, compte

1

tenu de !'équation (2-6),

n
1 1 1 1 2
P(X ’...,X): . eXp - Z, X.
1 /2 2
@ et (a o)t 2 ao ot
(2-9)
de sorte que la loi a priori s'obtient par :
oD
by Gy %) = [ b, by .x) B da (@-10)

0

Evidemment, on retrouve les expressions classiques de la
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~ e ]
loi de Gauss en supposant que A n'est pas aléatoire, c'est-a-dire

iau
que CPA(u) =e .

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons supposer que A
est aléatoire et posseéde une loi de probabilité exponentielle, c'est-

a-dire que :

(@ = ——  ou pla)=e®  (2-11)

1 -iu

Comme nous le verrons, cette loi permet des calculs relati-
vement aisé€s, mais peut également apparaitre dans certains phé-
nomenes physiqués, On sait, en effet, que si VA obéit 2 une loi
de Rayleigh (amplitude instantanée d'un phénomene gaussien a
bande étroite), A possede une f.c. définie par 1'équation (2-9).
On peut donc considérer que X(t) est modulé:par 1'amplitude d'un
bruit gaussien a bande étroite, Une telle situation apparait dans

certains problemes d'Optique Statistique.

En utilisant les équations (2-9), (2-10) et p(a) donné par
(2-11), ainsi que la définition des fonctions de Bessel K (z) (7),

on obtient simplement :

Pp [{Xi}] B e 2 K, |2

Nous allons maintenant utiliser ces expressions pour étudier
le probleme de la détection d'un signal certain dans un bruit cor-

respondant au modele étudié ici,
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111, - APPLICATION A LA DETECTION,

Supposons qu'on veuille étudier le probleme de la détection
d'un signal certain dans un bruit du type étudié au paragraphe pré-
cédent,

Si A(t) est une constante non aléatoire, ce bruit est gaussien
et blanc et on sait que le récepteur optimal est alors le filtrage
adapté, c'est~i-dire un systéme réalisant des opérations lindaires
sur les observations,

Supposons maintenant que A(t) soit aléatoire et, par exemple,
défini par la loi exponentielle (2-11). Cette situation peut corres-
pondre a la détection d'un signal dont la durée est petite devant }a

Si l'on applique le critére du rapport (S/B), on retrouve évi-
demment le filtrage adapté, puisque le résultat est indépendant de
la nature statistique du bruit parasite, Mais on sait également que
cette théorie ne fournit pas le récepteur idéal qui doit construire

le rapport de vraisemblance,

Admettons tout d'abord que l'observation du signal s.oit consti-
tuée par la connaissance de n échantillons. Dans ce cas, le rapport
de vraisemblance s'obtient en utilisant 1'équation (2-12) et peut
s'écrire :

pgp [b51]

b [l Py [{x}]

oo

V& -

% -l

Kn
5—1

Kn
;~l
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avec

n n
2 2 2 S 2
T = ! = I - iy
Zi x et T Zi (xi Si> (3-2)
1 1=
De toute évidence, ce rapport de vraisemblance, d'ailleurs tres
difficile & calculer, n'est pas une fonction linaire des obscrva-
tions {X} et par conséquent le filtrage adapté n'est pas l'opéra-
i

tion de détection optimale,

Pour la discussion, il e¢st intéressant d'avolr une autre ex-

pression de L [{XIH . En reprenant les équations (2-9) et {(2-10),

ou l'on suppose pour simplifier o = 1, on voit alors que 'on peut
écrire
o
2
| n, 2 E (xi—si)
- exp - T 1) da
(ZiJ p Za p( ) L

n/2 Z XiZ

l) , _ . .
( exp o pla) da

En faisant un changement de variables du type :
2
a = u Z O(i (3-4)

ou o, est (x. -s.) pour le numdérateur et x. pour le dénomi-
i i i v i

nateur, il vient :

I
L [{Xhigl - ﬁz— R [{x3] (3-5)

N

ou R [{xlﬁ] est le rapport des intégrales
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o , (3-6)

) -n/2 2u N .. N
L fonction u e est nulle a l'origine ¢t possede un
. . ! .
maximum au point u = — . Donc, sin est asscz grand et p(a) suf-
o n

fisamment régulidre (par exemple bornde et non nulle au voisinage

de 1'origine), on a approximativement :

p [ Zis%fi)z ]

5 (3-7)
o | L]

Pour se tiire une idée du rapport de vraisemblance, suppo

R [83] -

- = 1 a7 . p N 1 . - ' 3
sons le signagl tres petit, Dans ce cas, on peut écrire comme

d'autres suteurs (8) (9)

ST L S

i i s (3-8)

n
- o . -2 211 dp
R S

~
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Si la dérivée logarithmique est bornée (ce qui est le cas pour
la loi expounenticlle) et n assez grand, on a unc cxpression appro-

ximative du rapport de vraisemblance;

(3-10)

Dans le cas du bruit gaussien stationnaire, le dénominatcur
Z - . :
x,  n'apparait pas, et s.x, est une approximation du
i ii
filtrage adapté, Pour notre cas, on voit qu'il faut diviser cette
sortie par une ¢stimation «u movyen des ¢chantillons x. de 'énergie
i
du bruit. Clest unc opdration asscz semblable a celle cffectude
par un contrdle autemantique de gain,

Naturellement, dans ce travail préliminaire nous supposohns
toujours que n est fini. Les problemes assez délicats de passage

~ . . . - N
a la limite seront abordés dans une ¢tude plus générale.
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