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RESUME :

Soit 4 la loi de probabilité d'une répartition ponc-
tuelle aléatoire R = {0 < C] = C) < ... <7C = Cor & ooe
sur :0,+x) , pour laquelle on pose, pour tout t €& O,+x) ,

0 si t;’(l ;

N(t) =
'n si an <t 2:7§n+1 (n=1,2,3,...)

L'article détermine la structure de &f nécessaire et

suffisante :

1°) Pour que R soit Markovienne, c'est 4 dire pour que

la fonction aldatoire N(t) soit Markovienne sur O,+=) .

2°) Pour que R soit cumulative, c'est 3 dire pour que,
pour tout T > O fixé et pour tout entier - n > 0 , la loi de pro-
babilité de {qu,...,'Z;} conditionnelle quand N(T) =n , soit
la loi uniforme sur le domaine : O ;:7?1:i 772 < eee s an < T .
Il est montré que, si R est cumulative et n'est pas
un processus de Poisson, 1'observation méme indéfiniment pro-
longée d'une seule réalisation de R ne permet pas d'inférence

convergente sur sa loi &f
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DEUXIEME COLLOQUE 31/3
SUR LE TRAITEMENT DU SIGNAL
ET SES APPLICATIONS

NICE - 5 AU 10 MAI 1969

LES REPARTITIONS PONCTUELLES HMARKOVIENNES ; ESTIMATIONS LT TESTS
CONCERNANT LEURS. LOIS DE PROBABILITE.

R. FORTET et M. KAMBOUZIA
(Paris)

SUMMARY : Let Jg be the probability law of a random points dis-

tribution R = {0 i:zsl ::CZ; Loees € ng §_73;+1 < ... over

0,+«) ; for every te [0,+e), it is put :

o it t <« C.
N(t) =
n if ¢ <t <7

The paper determines the necessary and sufficient

structure of Qﬁ

1°) For R to be Markovian, that is to say for the

random function «N(t) to be Markovian over (O,+w).

2°) For R to be cumulative ; R 1is said to be "cumula-
tive, 1f for every fixed T » 0 and every positiv integer n , the
probability law of ‘271’—Z2""’7757 conditionnal when N(T) = n

is the uniform law over the domain : 0 §f2:1 < 7:2 e g,ﬁjn .

It is shown that : if R 1is cumulative, and 1if R 1is
not a Poisson process, the observation of a unique realization of

R over 0,7 , even if T 1is arbitrary large, does not permit

any convergent inference on ody
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31/5
LES REPARTITIONS PONCTUELLES MARKOVIENNES ;

ESTIMATIONS ET TESTS CONCERNANT LEURS LOIS DE PROBABILITE.
R. FORTET et M. KAMBOUZIA (Paris).

1°)-DEFINITION DES REPARTITIONS PONCTUELLES MARKOVIENNES :

Soit {Ul,Uz,...,Uu,...} une suite dénombrable ordonnée

de variables aléatoires Ua (o = 1,2,3,...) non-négatives. Posons :

G,(u) = Pr(U, <u) ,
1 1 (1,1)

Pr(Ua+1<u/Ul=ul,U2=u2,..,Ua=ua)

i

Gu;l(uluz,...,u ;u)

(O(= ]-92,39"‘) 5

et faisons la restriction que :

Ga+1(ul,u2,...,ua;+0) =0 Va z:l,ul,uz,..,ua > 0. (1,2)
Posons :
Ti=0, » T.o= & U, {a=1,23...0 ; (1,3
1 1 ) o Q_l UR \a = 3Ls Iy e s s

Fl(u) = Gl(u) ,

FoopGpw = PrU . < u/?fa= 7)) (a=1,2,3,...) 5)(1,4)

atl o
0 si 7;1.2 t
e = (£20)(1,5)
noost Tt O m=1,23,.0) .

A la restriction (1,2) prés, le systéme
R = {Qfo ; o= 1,2,3,...- des 7:@ constitue la répartition ponc-
tuelle aléatoire sur le demi-axe des temps t€ :0,+=) la plus géné-

rale.

La signification, par rapport & cette répartition ponc-
tuelle aléatoire, de la fonction aléatoire N(t) est &vidente ;
nous dirons que la répartition ponctuelle aléatoire est Markovienne,

si N(t) est Markovienne ; c'est & dire si quels que scient :
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LES REPARTITIONS PONCTUELLES MARKOVIENNES ;

ESTIMATIONS ET TESTS CONCERNAWT LEURS LOIS DE PROBABILITE.
R. FORTET et M. KAMBOUZIA (Paris).

R,
- l'entier n > 1 ,
-0 « fl N .n S O L
- 1l'entier n' - n ,
Pr-d(t') = n'/¥(t) = n ,
zzl = 71,7:2 = 12,--,Pzn = Tn}= Pr N(t') =n’ N(t) = n
(1,6)
Pour que N(t) soit Markovienne, il faut que
1°) Pour tout o > 1
G = F T3 E
(1+1(Ul’ suu 3 U) Id+l( o 3 u) b (1)7)
2°) Pour tout o > 1, F . (r ; u) est de la forme
- a+l’ o
H T o+u)
at+tl’ o
O R B (1,8)
o+l o Hw+l( j)
ou HG+1(X) est une fonction monotone non-croissante sur x& 0,+«),
avec : H__ (+) =0 , et B ,,(+0) <+ « . Bien entendu, Hd+l(x)

n'intervient dans (1,8) qu'd un coefficient de proportionnalité prés.

1°) et 2°) sont imtuitifs et faciles 4 &tablir rigou-~
reusement ; bornons-nous a indiquer sommairement comment on peut,

une fois admis 1°), établir 2°)

Soit La('> = Pr(ﬁfa < -) 1la fonction de répartition
de ?:« (o = 1,2,3,...) , pour O = = < t < t' , et d: -0,

on a

n - L S - “y 1 — - = 1’ - IV R : X 1

Pr .qun +d -, (L) n,n{t") n d Ln(h)kl Fn+l(.,t ), (1,9)
mais on a aussi :

Pr '1.Cn<f+d:,N(t) =n,N(t') =n = Prfrgfzn<T+df,N(t) =n

Pr N(t') = n/ﬁfn=1 , H(t) =,

=d L () 1-F _ (;t=7) Pr N(t")=n/ = ,8(t)=n: ;
n n+1l n (1,10)
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LES REPARTITIONS PONCTUELLES MARKOVIENWNNES ;
ESTIMATIONS ET TESTS CONCERNANT LEURS LOIS DE PROBABILITE.
R. FORTET et M. KAMBOUZIA (Paris).
[ e
en égalant (1,9) a4 (1,10), on obtient :
. 1-F +1(T,t'—.)
Pr/N(t")=n/C =7,N(t)= n = —=-DIf—meme . (1,11)
n
1-F (r;t-7)
n+l

Pour que la fonction aléatoire N(t) soit Markovienne,
il est nécessaire que le rapport (1,11) soit indépendant de =

(O<r<t), pour tous t,t' Ffixés (t < t') ; pour : =t , le rapport
< p p

-------------- =1~-T _(t; t'-t) ; (1,12)
. n+l
1 Fn+1(t,+0)
pour - = +0 , le rapport (1,11) vaut
1-F  {0,t")
ol T (1,13)

l—Fn+1(O;t)
posons

nn+l(x) =1 - ”n+1(0 ; %) (x> 0) ,

en égalant (1,12) & (1,13) , il vient :

H (")
+1
F . (t; t'=t) =1 = 2120
n+l Hn+l(t)

soit (1,8), en changeant :

- la notation n , en o ;
- la notation t , en Tq s

- la notation (t'-t) en u- ;
de sorte que : t' = (t'-t)+t = - + u ,
a

11 est d'autre part facile de vérifier que les condi-
tions (1,7) , (1,8) sont suffisantes pour que N(t) soit Markovien-

ne ; nous avons donc le
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Théoréme (1,1) : Pour que la fonction aléatoire N{t) définie par

(1,5) soit Markovienne, il faut et il suffit que pour tout entier

o > 1 (et avec les notations ci-dessus)
; = F T
Ga_‘_l(ul: ,U-& 9 U) O(+1(LO(, 9 AU) ]
avec
5t +1(i‘ +u)
o a
F S =1 - e 1,14
i s ) = L (1,14)
a+l o
ol H (x) est une fonction monotone non~croissante de x € O,+=),

1

ntl
P - -4 ® - 3 o + 1 SEas 1~
avec : H“+1(+ ) o, Hd+l(+0) <+ etqui n'est définie qu'a la

proportionnalité prés.

Remarque (1,1) : Si les conditions indiquées au Théoréme (1,1) sont

satisfaites, N(t) est Markovienne quelle que soit Fl(u> ; il nous

sera commode pour la suite de poser

Fl(u) =1 - H (u . (1,15)
Remarque (1,2) : Les répartitions ponctuelles aléatcires Markovien-
nes sont souvent appelées ‘'processus de naissances” (sans décés, nil

émigrations, ni immigrations).

Remarque (1,3) : Pour les répartitions ponctuelles aléatoires que
nous considérons, 1'instant O de début de la répartition, est un

instant priviligie.

2°)-OPLRATEUR INFINLTESIMAL ASSOCIE

Désignons par EH 1'ensemble des entiers finis et > O ;

posons
[)'<t ) = Pr ‘]( )—k/ﬂ(t)*li "t‘/’ s t & O +’)" k€£ 5
1 s - + L ] e s > s IR s

P(t, ) = matrice d'éléments Pi(tsz) (j,kéwf)
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0 si j#k ,

51‘1= (J,ké&)
1 osi =k _
I = matrice identique, d'éléments 53 ;

k

®

P, () = Pr W(t) = k kel , te 0,+)

matrice nulle, d'éléments tous nuls ,;

P(t) = matrice d'é&léments Pk(t) , k€& E , tE O,+) ;

sous certaines conditions d'ailleurs trés peu restrictives (pour

lesquelles nous renvoyons par exemple 3 M. FRECHET 1 ), le carac~

tére Markovien de N(t) entraine que :

lim Ple, ) =1 (O o), (2,13
t - -0
lim P(t, ) =T (O - t - ) (2,27
- t+0
et que
lim EﬁELEiEEZIE = Q{t) Q0 < ) (2,3)
Tt 40

existe ; ncus désignerons par qi(t) (j,kE f,) les ¢léments de la
matrice Q(t) , dont on sait qu'elle représente 1'oplrateur infini-

tésimal associé , on a d'ailleurs

~

-® (2,4)

= P(r,0) + () B(t,

T I 4.

i
v
~~
(m
-
g
]
d
N
rt
-
e
-
N
~
N
-]
"
(S
N~

On a aussi :

On sait que dans ces conditions, la dennde de 4{t)

détermine P(t, } ,
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- soit par 1'équation différentielle (2,4) complétée par
la condition initiale (2,1) ; ,
~ soit par l'équation différentielle (2,5) complétée par

la condition initiale (2,2).

On peut donc dire que la loi de probabilité OZ’ de R

ou de la fonction aléatoire N(t) est déterminée

- par ‘Q(t) , tE O,+ )

- ou encore par le systéme des fonctions Ha(x) s
v o= 1,2,3,... La relation entre ces deux modes de description de
&ﬁ se déduit de (2,3), d'aprés laquelle, en supposant les H (x)

dérivables

1 d , -
——————— == Lty sl ko=
H +1(t) dt i+l
} = - ____]:___ (_1_ ~ 7 v = 3 { Y
qk(t) Hj+1(t) It hJ+1(t) si k= j+1 (2,6)
0 dans tout autre cas.

3°)-TuSTS ET ESTIMATIONS SUR L LOL DE PROBABILITE ol DE  §(t)

Supposons que 1'on observe une réalisation de R sur
Q,T , o T -0 & une valeur fixée ; cela revient a dire que
l'on observe une réalisation n(t) de N(t) sur Q,T ; quelle
information cette observation S apporte-t-elle sur la loi de pro-

babilité c)z de N{(t) 7

La question analoyue pour un processus de Markov

homogéne quelconque, est risolue par diverses publications (parmi

Tr

lesquelles on peut citer R. FORTET 1 et BUI-TROWG-LIEU 1 ) ;

(@]

on peut en résumer les rdsultats en disant que : sous des conditions
treés larges, les processus de Markov homogénes possddent des proprié
tés ergodiques, quil assurent 1'existence de tests, ou d'estimateurs,

convergents lorsgque T - +
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Mais ici nous avons affaire d une fonction alé&atoire
N(t) qui est Markovienne, mais qui, sauf dans des cas de dégéné-

rescence sans intérét, n'est pas homogdne ; la question posée est

donc 4 é&tudier ; nous allons maintenant aborder cette étude.

Considérons une répartition ponctuelle aléatoire R ,

non nécessairement Markovienne ; posons :

=u. , T,=u,tu = u,+u

274 2,...,id 1 2+...+uu,... 5

Hl(u) = Hl(u) , Hu (:1,...,Td;u)=l—Gd+1(ul,..,ua;u) ;

+1

pour alléger 1'exposé, nous supposerons que les fonctions
Hq(fl,--.,Iu;x) (0 =1,2,... sont dérivables en x sur  O,+«),
mais le Lecteur vérifiera sans peine que nos conclusions restent

valables sans cette hypothése.

Remarquons que 1'observation S est constituée par :

la valeur prise par N(T) ; et par les valeurs prises par 7?1,7:2,

""Z:N(T) . Pour des valeurs données de n et de R RRLE R
considérons la probabilité SP que
N(T) =n ,
. ‘Z“/x o+ d (A -0 a = 1,200,
pour d e +0 (o = 1,2,...,n) , f;D est équivalente a
pn(:l,..., n) d l’d 2,...,d.n s
ol ¢
n
¢ N ’ . LT I — d T/ . .
S R G Hn+l( 1’7" 7t n) 8 G Hn\ 1°772 =-1?
a=1 o
‘w—:y—l> . (3,1)

Remarque (3,1) : Si R est Markovienne, et d'aprés le Théorime

{1,1), (3,1) se réduit a
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d
—_— H .
n dTa u('a)
I Vo= 1 "_. ___________ »
p11\~19°'"3..1_1/ Hn+1(T) —l | 4 ( ) s (392)
¢ OL+]- 91

(3,2) peut aussi s'obtenir en suivant la méthode de R. FORTET 1 ,
ou de BUI-TRONG-LIEU 1 : cette méthode donne 1l'expression de
pn( IEEERE q) 4 partir de Q{t) , expression dont on peut déduire

(3,2) 4 1'aide de (2,6).

REPARTITIONS PONCTUELLES CUMULATIVES

De (3,1), on peut tirer quelques applications évidentes ;

par exemple, supposons que la loi AZ dépende d'un paramétre = 3
pour fixer les idées, supposons plus précisément que ~ est un pa-~

ramétre numérique unidimensionnel ; (3,1) permet immédiatement de

former 1''Cquation de vraisemblance” velative & -~ .

Mais la question la plus intéressante a se poser semble
€tre la suivante, naturellement suggérée par la forme du second

membre de (3,1) , et surtout de (3,2).

Disons que la répartition ponctuelle R est cumulative
si @ quel que soit T = 0, quel que soit l'entier n -~ O , la loi
de probabilite de ‘7:],7j2,.,.,?;1 , conditionnelle gquand N(T)=n,
est la loi uniforme sur le domaine : O - 7:1 ; 7f7 el O i:n - T

ce qul revient a dire que pn( EEERE 1) ne dépend pas de R REE I
1 : 3

mails seulement de n .

Nous appellerons (C) la classe des lois &éy pour les-

quelles R est cumulative.

Cherchons des conditions nécessaires pour que la répar-
tition ponctuelle R , a priori non-nécessairement iarkovienne, soit

cunulative. Considérons pn< 1 Z’“"'.n) , d'abord dans le cas

n = |
po{ ) =L T ) - S H () (3,3)
101 2010 1’ d 1 101 ’ ’
si pI( 1) ne dépend pas de | ,<iq( ];T_‘l) est le quotient d'une
fonction A(T; de Tseul, par une fonction B('l) de 1 seul
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H . -7 = éi..T__)__.

ﬂz(":l s T l) B(tl) ]
soit en posant : T - Ty T U,

__ A(Tl+u)

flry s ) = gryT

mais 'ﬁz(rl ; ¥0) =1 , donc : B(Tl) z A(Tl) ; de sorte que en
posant A(x) = Hz(x) ,-ﬁz(fl ; u) est de la forme :

pl(fl) a donc pour expression

d
a:; Mty
Pl("l) = H,(T) » - '-;—E:—;—— ) s
[2 _1
il est donc nécessaire que :
d . )
HpCrp) = = g7 By ¥ oy s

1

oud est une constante , mails puisque H2<X) n'intervient qu'a

1.

Mo
la proportionnalité prés, on peut prendre by =
Raisonnons maintenant par récurrence ; supposons prouvé

qu'il existe (n-1) fonctions Hz(x),...,Hn(X) telles que :

— HOL+1(T0(+U>
Ha+1(f1""’ia5_u) = —ﬁ—~~zj~5~ (a0 = 1,2,...,n-1)
at+l’ o
et que :
H () = (1) %= mex)
a+1 dx d ’
alors :

P (Tl,. e, )y =H

d ,
0 n+l(Fl,...,Tn_l,L 3T"-:n) T hn(.,n) ;

n
n
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pour que pn(fl,...,zn) soit, pour tout T , indépendant de

T rTgat et T il faudra visiblement que Hn+1(T1,..,Tn_1,Tn; u)

soit de la forme :

— Hn+1(Tn+u)
H ( seee sl 9y s U) = TTETTT7ITY » (3>3)
n+tl 1 n-1’ n Hn+1(Tn)
avec la fonction Hn+l(x) définie par
H () = (1) 9= H (%) (3,4)
n+1 T dx - ’

Maintenant, observons que Hl(x) est > 0O et monotone
non-croissante ; raisonnons encore par récurrence, supposons prouvé

que Hl(x),HZ(x),...,Hn(x) sont > 0 et monotones non-croissantes ,

1 . - =— H est > O don o 4) H est > 0 ;
alors Ix n(x) t > . ¢ selon (3,4) rl+l(x) st > 5
mais alors selon (3,3), Hn+l(x) est monotone non~croissante, puis-
que, en u , Hn+1(71,...,fn) ; u) est | mono tone non—-crois-
sante.

On tire alors de (3,4) que pour tout a > O :

DY -1 o) =

dx

a+1<x) >0

d'ailleurs Hl(x) est » O ; donc Hl(k) doit €tre une fonction

complétement monotone {(cf. par exemple R. FORTET ‘2 ) sur }O,+w) 5

compte—tenu des propriétés des fonctions complétement monotones,
compte-tenu de ce que H1(+O) =1, Hl(+w) = (0 , on obtient aisé-

ment le :

Théoréme (3,1) : Pour qu'une répartition ponctuelle aléatoire soit

cumulative, il est nécessaire et suffisant qu'elle soit Markovienne,
et qu'il existe une fonction de répartition K(y) sur y& :0,+x)

telle que : Py

K(+0) =0 , K(+=) =1
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i}

et que pour tout o 0,1,2,...,°

+co

_ - Xy o
Ha+1(x) = oj e vy d K(y) , (3,5)

ol les H +1(x) sont les fonctions introduites au Théoréme (1,1).
o :

4°)-LOI DE PROBABILITE DE N(T) DANS LE CAS D'UNE REPARTITIOW
PONCTUELLE CUMULATIVE :

Pour une répartition ponctuelle cumulative,

pn(rl,...,rn) se réduit 4 :

pn(Tl,---,in) =H (D | (4,1)

on en déduit pour la probabilité Pn(O,T) = Pr{N(T) =n , que

Pn(O’T) T ar Hn+1(T) ;
soit d'aprés (3,4)
+20 n i
ST
P (o,m = | e W B gy (4,2)
n n!
0
la fonction caractéristique @(O,Tiw) = E(ele(T); de W(T) est
donc égale a :
oo i :
5 (0;Tlw) = . e® T DD ey . (4,3)
0
Posons :
+co . 2 2 +o 2
b= ydk(y) , W+ =, ¥y dK(y) , (4,4)

0 0
en supposant que les intégrales (4,4) sont convergentes. On déduit

de (4,3)

EN(T), =u T , (4,5)
et pour la variance 6LfN(T)7 de WN(T)
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WD =4 T+ o2, (4,6)

Cas oi o =0 : ¢ =0 si et seulement si la répartition de masse
décrite par la fonction de répartition K(y) , se réduit i une
masse 1 placée 3 1l'abscisse y =y , alors (3,4) et (1,14) montrent

.que la répartition ponctuelle aléatoire est un processus de Poisson

homogéne, de densité moyemne 1 . Alors, N(T) obéit a la loi de

Poisson de paramétre u T ; si 1'on pose :
N(T) =y T+Vy TL , ' (4,7)
asymptotiquement lorsque T - + ~ | L obéit 3 la loi de Laplace

d'espérance mathématique nulle et d'écart type égal 4 1 .

lggs général ¢ # O : Dans le cas général ol 02 > 0 (avec :

2
¢7 < + « ) | posons
N(T) = T+ /uT+c%T .V (4,8)

d'aprés (4,3), la fonction caractéristique de V tend lorsque
T >+ = , vers

SiZw ke iy

c . :
e . e dk(y) , (4,9)
0

et cette convergence est uniforme en w sur tout intervalle fini ;
or (4,9) est la fonction caractéristique de la fonction de répar-
tition (en v) K(u+ov) , on a donc asymptotiquement lorsque

T > + «

Pr(V < v) ~ K(u + ¢ v) . (4,10)
Quel que soit O < ¢ < + « , on tire de (4,2) le

Théoréme (4,1) : Pour une répartition cumulative,la loi de probabi~-

T)

litédeggf— tend, lorsque T — + = , vers la loi de probabilité sur

0,+=) définie par la fonction de répartition K(y) .
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Loi de probabilité de N(to+T) - N(to) :

Considérons une répartition ponctuelle -Markovienne R .

Soient t, 2 O un instant fixé, et T >0 une durée
fixée ; supposons que l'on observe R sur l'intervalle 'to,to+T{ ;

1'observation StO(T) correspondante est constituée par

~ la valeur n prise par N(tO+T) - N(to) R

- les emplacements ,...,T; des n points de la

R B |
1702
répartition ponctuelle appartenant & sto,tO+T; , Tous supposons

7! Té,.--,ig numérotés par valeurs croissantes.

1
Si m est la valeur prise par ©N(t) , Ti,ié,...,fé
ne sont autres que les valeurs prises par q£m+l , Cm+2,...,75m+n

respectivement ; mais notons bien que la valeur m prise par

N(to) n'est pas observée.

De (4,1), on déduit aisément que :

Théoréme (4,2) : Dans le cas d'une répartition ponctuelle cumula-

tive, N(tO+T) - N(T) est un résumé exhaustif de 1'observation
Sto(T) ; et N(to+T) ~ N(T) obéit 4 la méme loi de probabilité,
définie par (4,2) et (4,3), que N(T) .

Tests et estimations pour une répartition ponctuelle cumulative

Limitons—-nous dorénavant aux répartitions ponctuelles
cumulatives.

Une conséquence particuliére du Théoréme (4,2) est que :
si t, est inconnu, l'observatign StO(T) n'apporte aucune infor-
mation sur la valeur de to , dont 1'estimation est donc impossi-
ble. .

Dans le méme ordre d'idées, suppesons connu que tO = 0,
de sorte que 1'observation Sto(T) n'est autre que 1'observation

désignée plus haut par S .
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L'intérét de distinguer la catégorie particuliére des
répartitions ponctuelles cumulatives, réside en ce que pour tout
T >0, N(T) - ou, c'est écuivalent, W(T)/T - est un résumé de S ,

exhaustif pour la classe (C) de lois &ﬁ .

Cette exhaustivité est 3 premiére vue une agréable
simplification ; mais la valeur Y de N(T)/T est une information

trés limitée ; nous allons faire .la constation suivante

Sachant que ;étE(C) et que R n'est pas un processus
de Poisson homogéne, mais aé étant par ailleurs partiellement ou
totalement inconnue, toute inférence sur &g fondée sur 1'observa-
tion sur 0,T d'une seule réalisation de R , comporte une pro-

babilité d'erreur qui ne tend pas vers O lorsque T > + = .

Par exemple, supposons que K(y) = K(oly) dé&pende d'un

paramétre # ; posons nous d'abord le

Problé@g Pl : Soient Ol et 92 deux valeurs données distinctes
de % ; posons pour a = 1,2

vy T oy ARG Ty)

o 0 v
+o
2 2 2
"‘ el = (e =
o + S . y dy NG y) ,

et supposons Que c, # 0 pour o =1cet 2 .

Soit j@ 1'hypothése que 6 = 6, et je 1'hypothése

1 1 2
que £ = @2 , et soit 4 discriminer entre les hypothéses ml et

3@2 , supposées équiprobables a4 priori.

I1 résulte du Théoréme (4,1) que ce Probléme 1 est, asympto-

- 12 - . ~ o .
tiquement pour T » + =« | équivalent au probléme Pl suivant : une

variable aléatoire Y de Y €& 0,+=) a pour fonction de réparti-

tion, soit K(@lly) "hypothése J@; , soit K(@zgy) ’hypothése j@;;,

connaissant une - et une seule - réalisation y de Y , discriminer

entre les hypothéses 3@1 et %é .
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Naturellement, la meilleure solution de P? est

exprimée par la régle suivante :

. y_ 17" . . A . :
si dy K(e2Ey> > 1, ad?pter 1" hypothése ggl ;
d K{(» y)
A S ; . -
st dy K(az?y) 1 , adopter 1l'hypothése %2 .

I1 est donc clair que la meilleure solution de Pl
comportée une probabilité d'erreur qui ne tend pas vers O lorsque
T >+ » , et dont on peut d'ailleurs facilement &valuer la limite

lorsque T - + = , Posons nous maintenant le

Probleme P2 : Soit 4 estimer la valeur de 6 supposée inconnue.

I1 résulte du Théoréme (4,1) que P est, asymptoti-

2
quement lorsque T -+ + = , équivalent au probléme PZ suivant
une variable aldatoire Y Y& 0,+x) a pour fonction de réparti-

tion K(8'y) , ol © a une valeur fixde mais inconnue 90 , on

suppose, en posant

+or ’ e
iy ;oyd K,y s Fe o - J y2 d R y),
0 Y 0 y o

i

que : ¢~ » O . Connaissant une - et une seule - réalisation vy

de Y , estimer la valeur de GO .

I1 est clair d'aprds P; , qu'il ne peut exister pour
P2 , un estimateur convergent stochastiquement vers 60 lorsque
T~ + =« , Le seul type de test admettant une solution convergente

semble €tre le suivant

Prcbléme P, : Soient  wun nombre positif donné ; K(y) une fonc-

tion de répartition donnée sur 0,+x) , telle que
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Seit 3@0 1'hypothése que N(t) est un processus de
Poisson homogéne de densité moyenne 1« ; et 3@ 1'hypothése que
N(t) est une répartition ponctuelle cumulative, de loi déterminée

par (3,4) avec pour K(y) 1la fonction donnée.
Soit 4 discriminer entre les hypothése %% et §€ .

Asymptotiquement lorsque T - + « , P est équivalent

3
u

au prcbléme P3 sulvant : soit Y une variable aléatoire qui dans
A

1'hypothdse éﬂo est presque-sUrement égzale 4 u , et dans 1'hy-

pothése 3@ a pour fonction de répartition K(y) ; connaissant

une - et une seule -~ réalisation y de Y , discriminer entre les

hypothéses 3@(5 et 3@‘

En supposant que . est un point de continuité pour
K(y) il est clair que la discrimination objet de P; , peut étre
effectuée avec une probabilité d'erreur nulle ; par couséquent, la
discrimination objet de P3 peut étre effectuée (et il est facile
de préciser comment) de telle sorte que la probabilité d'erreur soit

infiniment petite si T » + =~

5°)7EXEMPLE DES PROCESSUS DI POLYA

Les processus de Polya sont un des rares exemples de
répartition ponctuelle aléatoire non-stationnaire explicitement
considérés dans la littérature ; ils ont en outre recu quelques
applications , on les a par exemple proposés pour modéles dans

des problémes de surveillance.
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Les processus de Polya sont habituellement définic de

la fagon suivante (cf. A.T. BHARUCHA-REID {1; )

Soit u et o deux constantes positives quelconques ;
z
nous poserons : a = 92 ; on appelle processus de Polya P(.,a),
U
la répartition ponctuelle aléatoire lMarkovienne dont 1'opérateur

infinitésimal est défini par :

pute d oo Il ooy
l+a .t
u to o pt
qk L 2 - - 1+a"t S1 < = J b (D)
v otoout
0 dans tout autre cas. ‘)

L'intégration, par exemple de (2,5) avec (2,2) , avec

les qg(t) définis par (5,1) , donne sans difficulté
i p

1 l+j
+
ey o at) aiCon M (raln®
Py (t,0) = —=fo—- Exbbtho o LirEuB)
“(z*3) (k=j)! ~+k
(1+a. )
(0 <t ko= 3) (5,2)
D'aprés (2,6), les fonctions H~+l(x> (o=9,1,2,...)
sont données, d un coefficient de proportionnalité prés, par
1
-~
) = ' . (5,3
Ha+1(}‘> (I +a . % (5,35

Avec (1,14), on en déduit facilement la densité de

probabilité ¢ (t) (t » 0, » = 1,2,...) de 7
o X

a S P
Qu(t) = j—i ———————— . 1 . {(5,4)
(1+a.t)?
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On remarque que si a = 1 :

B(C) = ,

|
4+

et par sulte :

YA

Par contre,

i
+

pour tout

si  a 1,
valeur :

d'une facon analogue,

(Z Y

, 1
que si a 3 s oet alors
I+a(.~17
/ N oS rlEANTRS
\7C T )
i - N e -
{(1-a)"71-2a)
Remarque (5,1) @ En faisant - =90 ,

(3,1, , on retrouve les [ormules qui

est finie et a pour

(5,5)

n'admet une varilance Z}(?C ) finie
63

c'est 34 dire a = 0 , dans

définissent 1'opérateur infi-

nitésimal d'un processus de Poisson homogéne de densité moyenne

; relui-ci peut donc €tre considéré comme un processus de Polya

dégénéré, soit le processus P(.,+0)
Lstimation des paramétres et a

Soit 4 estimer, & partir
paramétres . SUpposés tous

Il

et a ,

1'nypothdse a 0y de P(.,a; .

tement les faits suivants :
1°)  N(I) est un résumé

2°) Compte-tenu de cette

par . la valeur observie de

vraisemhlance' fournit les dquations

722

pour un processus P(.,a) :

de 1l'observation S , les
deux inconnus (mais dans

est facile de constater direc-

~

exhaustif de S .

exhaustivité, et en désignant

S(1) , la méthode du ''maximum de

de vralsemblance suivantes




31/23
IR
= P°(0,m =0 , (5,7)
= p%0,T) =0 . ' (5,8)
%a n-
Aprés réduction, /5,7 s'écrit :
n= T | (5,9)
pav conséquent l'estimateur _ de . fourni par le maximum de
vraisemblance est :
~ N(T
0 - 8D (5,10)

1'espérance mathématique E(7) et la variance ’ZQ{T) de T ont

pour valeurs :

ECYy = ., TFO) = au+ ) (5,i1)

par conséquent,  est un ¢stimateur sans biais, mais qui ne con-

verge pas stochastiquement vers . lorsque T - + . .

Pourtant, . est un estimateur de . , optimal en ce

u'il est & variance winimum (parmi tous les estimatuers sans biais):
1 \p

cela est li¢ classiquement {(cf. C. FOURGEAUD et A. FUCHS 1 ) au
fait que 7 est l'estimateur du 'maximum de vraisemblance”, et se
vérifie directement sans difficulté par le procédd habituel {(fondé

sur 1'inégalité de SCHWARZ).

s

| ’ -« - . ~
L'équation (5,8} ¢quivaut a :

l+na n-1 a
LT) = ==<==% a T 3 - =) 3,12
log(1+a.T) T a. T + a Hl i s , (3,12)
(=
si dans (5,12) on remplace . par la valeur % fournie par (3,9),
il vient :

n-1 )
log(l+an) - I;%; =0 , (5,13)

'150 N

i 1'aide de la formule de Taylor, le premier membre de (3,13)

s'éerit
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1

2
I+(o+r Ja

oli les - (. =0,1,...,n-1)

et 1 , (5,14) est toujours négatif pour
0 seulement pour la valeur limite a = 0
Foisson P(.,+0) ; aussi, quelle que
sce G de a , quels que soient n et

de vraisemblance

évidemment pas admissible.

sont des nombres compris entre O

soit la vraie valeur

conduirait 4 estimer que

(5,14)

P

a >0 , et prend la valeur
/’

" cas d'un processus de
Suppo-

m mey v 1 mypm
Lo a maxinmum

s F ey A A
methode du

. t
a=90, ce qui n est

Ces résultats s'expliquent aisément : d'apres (5,3)

|

o)

o) = (1 + a X)
1

et, 4 un coeificient de proportionnalité

prés, om a pour tout - :

st une reépartition pouctuelle cumulative,

d{x
H Xy = (17 —=- H_ (x)
L+1( ’ : o 1
dx
donc un processus 200 a0
pour taguelle K(v} a la valeur :
1
b/ - -l
P - I AN
NN = T L T e
\ (i\-. a4
\d/
Onoveriflie gque, pour K(v) donnce
+ - B
: N 2 2
= y ali{vy) s .. + -

Les resultats précédents

de (eax obtenus § 4.

atl
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da( &y . (5,15)

par (5,15), on a :

J y (“\(}’) .

sont donc des cas particuliers




