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A. BLANC-LAPIERRE, B. KRIVINE, R. SULTAN.

Cet article est une contribution a 1'étude de fonctions aléa-
toires de second ordre "voisines'" de la stationnarité, Diverses
mdcthodes de ''déstationnarisation' sont considérdées {condition-

~ment de la fonction de départ, transformations linéaires non
-hvariantes dans le temps et, notamment, changement d'horloge..,

On donne un certain nombre de résultats sur les propriétés
des moyennes temporelles (aléatoires)

t -
1 *
= X(0,€)X (0 -2, €) do

T
t-T
qul interviennent lorsqu'un observateur, percevant la réalisation
& de X(t, €), veut déterminer, par l'expérience, les corréla-

tions relatives a X,

‘This paper is a contribution to the study of almost stationary
second order random functions, Several mecthods for construc-
ting non stationary functions by transformation of stationary oncs
are studied (conditioning, linear non time invariant transforms
and in particular clock changes...).

Several results on the properties of the random time average

t .
1 *
- X(0,€) X (6-% €)d0 are given, which occur in the

t-T

correlation measurements.,
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DEUXIEME COLLOQUE 30/3
SUR LE TRAITEMENT DU SIGNAL
ET SES APPLICATIONS

NICE - 5 AU 10 MAI 1969

FONCTIONS ALEATOIRES

"VOISINES'" DE FONCTIONS STATIONNAIRES

(SECOND ORDRE),

par

A, BLANC-LAPIERRE, B. KRIVINE, R, SULTAN,

I. - STATIONNARITE LOCALE ET STATIONNARITE GENERALE,

En observant 1l'enregistrement de certains hruits, on est ten-
té, dans un langage qualitatif,de les décrire comme suit : ils don-
nent 1'impression de stationnarité pour des intervalles de temps
dont nous désignerons l'ordre de grandeur par T,.(temps local de
stationnarité). Sur des intervalles tres supérieurs 2 T, , iln'y a
plus stationnarité : les caractéristiques de second ofdre évoluent
progressivement, Pour des intervalles de temps supérieurs a
Tg» Tt s [Tg : temps de stationnarité globai_g], on retrouve une

certaine stationnarité globale,

En terme de moyennes temporelles, ce qui précede signifie

qu'au sein d'intervalles de longueur T, , on obtient une stabilisa-
: t

tion, par rapport 2 T, des expressions %jt - X(8) X(0-2) do

suffisante pour définir, avec une bonne précision, une fonction de

corrélation locale pratiquement indépendante de t au sein de T,

Mais, celle-ci varie lentement si l'on translate l'intervalle Te
considéré, Cependant, dans un intervalle Tg( > Tﬁ ), il y a un bras-
sage tel des différentes situations possibles, que, de nouveau, la

moyenne temporelle se stabilise définissant ainsi une fonction de

corrélation globale,
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Si l'on veut définir les corrélations par des moyennes d'ensem-

ble, on est conduit a traduire le "brassage des différentes situa-
tions successives possibles'' en introduisant un "ensemble d'épreu-

ves' convenable qui, d'une certaine facon, réalise ces situations,

A titre d'exemple, on peut réaliser la situation décrite au pre-~

mier alinéa en prenant pour bruit
X(t, &x&) = A(t, &). Y(t,e) [Eja}=©E{r}=0] (1-1)

ot A et Y sont des fonctions aléatoires respectivement définies
sur les catégories d'épreuves indépendantes €et €', possédant
un ergodisme suffisant et telles que le temps de corrélation ?.A
de A soit considérablement plus gfand que le temps de corrélation
Z-Y de Y. Pour une réalisation pa?ticuli‘ere de A, c’est;é—dire

conditionnellement a une épreuve particuliere &' ; on se trouve
p

dans la situation du premier alinéa avec

> T >» -
Tg > }A 0 v (1-2)

Par contre, sur l'ens.mble global &' x& , X(t, € x &') sera sta-

tionnaire.

II. - CADRE GENERAL,

I, - Fonctions aléatoires de second ordre harmonisables,

Les fonctions aléatoires X(t) considérées ici seront supposées

centrécs et harmonisables :

+oo . : -0 [~ oo
X(t) = 82““ t dx(v) (2-1) avec IE{ dx(v)dx*(v’)}l<M< + o0

- oo - 00 - o0

(2-2)

A cc stade, X(t) n'est pas nécessairement stationnaire ; cependant,

certains écarts trop marqués par rapport & la stationnarité, lui
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sont interdits. Qn a, en effet,
' 2
| ¥ (6 t-2)] = | B {X(0) Xt -2)} | < E{]x(t_)| }< M (2-3)

2. - Fonctions aléatoires stationnaires de second ordre, Elles

sont caractérisées par le fait que, sauf pour ¥ = V!, dx(v ) et

dx(v') sont orthogonaux : toutes les masses complexes

E {dx(v) dx*(v")} sont concentrées sur v = v' ou, d'ailleurs,

elles sont > 0. [Cf, fig (2-1)]

— La stationnarité de second ordre [ 'D'X(t, t') ne dépend que de

t -t = ?'] comme, d'ailleurs, la propriété corrélative d'apres la-

quelle x(N¥) est & accroisgsements orthogonaux, sont des caractéres

ui résultent d'une compensation sur l'ensemble des épreuves,
. P

Exemples, - a) X(t)=A cos 2wvt [prob 1221 ou A sin 2wet{prob 1/2}
(2-4)
[avec Aetv Certains] est stationnaire de sccond ordre par effet
de compensation entre ses 2 réalisations,
b) Soit y(v, &) un '"basculeur poissonnien'' de
densité uniforme Po [ &= épreuve ] et y(v, €) le processus
constitué par la suite de fonctions de Dirac a signes alternés obtenue

en ""dérivant" y(v , &) [Cf. fig (2—2)]. Soit, par ailleurs, un ti-

rage au sort entre deux résultats équiprobables &’1 et 5’2 indépen-

dant de y(v). Définissons x(v) comme suit :

v
2 Po L y(v, &) dv
(2-5)

-pour ( &', &), on pose x(v)

1

L

—pour(&’z,é‘.), on pose x(v)= y(v,&)

On montre [l] que x(v, € x &) est & accroissements ortho-
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gonaux [ou que x(v, € x&) est & corrélation microscopique]

alors que ceci est faux pour x(v, 6’1 x €)ou x(v, 5‘2 x &),

— Ce qui précede montre que le caractere stationnaire - ou ce-
lui de fonction aléatoire & accrolssements orthogonaux - peut &tre
détruit si on se limite 2 un sous ensemble AL de l'ensemble to-

tal des épreuves & possibles, ce qui revient & conditionner la

fonction aléatoire considérée.

Exemple. - Soit X(t) dérivant d'un processus de Poisson de

densité p(t). Ona :

E {X(t) X’*(t')} = p (8) R(t-6) Rit'-0) do  (2-6)
- o
aléatoire et
Si P(Q) est, elle-mé&me,  stationnaire, alors X(t) est stationnaire

pour l'ensemble des réalisations de p(0). Il ne l'est évidemment

pas pour une rcalisation particuliere [2] .

A titre d'exemple, supposons que P(t) n'est susceptible que
de 2 déterminations : (él) : P(t) =a, th cos 2T AL ¢t [Prob: 1/2]

ou ( 62) : P<t) = a, -?h cos 2.t [Prob: 1/2]. [al,az,b >0 ;

a1 >2b aZ >2b], Pour l'ensemble des deux déterminations 51

et 82 de p, X(t) est stationnaire de second ordre ; il ne l'est pas
si on.se limite soit a él soit a 52. La figure (2-3) montre, dans
le plan VvV x V', comment les masses E {dx(\7 ) dx"(v')} si-

tuées hors de Vv =V' sont éliminées par compensation,

1 = az = a, sous des conditions

.. 1 [t
peu restrictives sur R, la moyenne temporelle E X(6)X(6-2de
t-T

On remarquera que, pour a

dont il est question e¢n I tendra, aussi bien pour 51 que pour 62 ,
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vers a'/ R(t-6) R(t- > -0) d0. Un tel ergodisme correspond
bien a ce (il‘fe 1'on souhaite pour des phénomenes physiques lorsque
l'on. cherche a utiliser des processus conditionnés comme modeles
de situations conformes 2 ce qui a été décrit en I, Méis, si a, # 2,

la moyenne temporelle considérée tendra vers
+ o0 +oo : )

aJ R(t-8) R(t->-8) d6 ou azj R(t-8) R(t- = -0) d6 selon que
-0 ) - o0

1'on a affaire a 51 ou 52. De méme, pour le processus station-

. . - . -
naire a corrélation microscopique x (v, &€'x &) de l'exemple b,

la limite, pour f£L->oo de

v+
_(—1)-. A x (v, €'x€) 5((0'—).&, £'x €)d v
. =2 jy.} | -2 p) |
vaut 4P°2e P sur 6'1 et 4P°g(r,k) —4:P°2€ idd
sur E'Z. '

1II. - PERTURBATION DE LA STATIONNARITE,

1. - FORMULES GENERALES. Nous partons d'une fonction

aléatoire stationnaire de second ordre X(t) et nous examinons une
famille de transformations permettant de '"déstationnariser" X(t)
c'est-a-dire de construire des modeles de fonctions aléatoires Z(t)
dérivées de X(t) et pouvant s'écarter plus ou moins de la station-
narité. Les transformations considérées sont linéaires mais, na -
turellement, pas invariantes par translation suivant l'axe des t,

Nous posons :

+co
z(t) = J M (t, 6) X(o) do (3-1)
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et .
too (too -
2mei vt~ 0'0 2
M(t.0) = e 1L ] dovn G(v, v')
/00 ]~ o0 ' V
(3-2)
+oo [4 o
5 (oo
- C_ZKI Lot~ 0] g(v,v') dv dv' si g existe
oo ) — o0
On obtient alors les formules générales suivantes :
2
+0 dq\,,G(v,\?’) +o0
dz(v) = dx(\‘)‘)—>=% - g(v, 9" dx(v’)}dv (3-3)
- d v! N - o0

Naturellement, les dz(v) ne sont pas orthogonaux et on a :

E%Idx(v')lz}

(3-4)

2 2
te d\u.v' G(\’v v') d\v,_‘v' G*Z‘?z’ ')

E %dz(vﬂ)dz*(\)z)sr
) d v’ d '

+ o9
- J g(9, v') g5, ¥) E{ Idx(\?’)]z} v, dv,

2. - CAS PARTICULIERS,

1°) Pour mémoire, si M(t,08) = M(t-0), la transformation

(3-1) est un filtre lindaire et la stationnarité n'est pas perturbée,

2°) Supposons que M(t,8) = H(9) € (t - 8). (3-5)

Alors, l'opération (3-1) se réduit a la multiplication par H(t). La

transformation définic par (3-3) peut &tre décrite en disant'que la
Voqs e ooy, dz \ : N . . 1.

dérivée qv ° obtient, a partir des dx(v), par un filtrage liné-
aire de réponse percussionnelle h(v) ot h est la transformée de
Fourier de H(t). De méme, si les masses complexces

Eidz(\’,) dz*(o,_)} admettent une densitd
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E [dz(9) dz¥(v)]

2

d\71 d\’l

celle~ci se déduit de la distribution des E [dx(\?’\) dx”® (vz)] par
application d'un filtrage linéaire de réponse percussionnelle

h{v,) h*(\’,_):. [ Voir figure (3~1)] .

3°) M(t,0) = 8 [t+¢(t) - 0] soit z(t) = X(t+e[t] ) (3-6)

Il s'agit d'un changement d'horloge. L'application des formules gé-

nérales conduit a poser :

eZT‘i‘F(t) v 2wt d 2w, v) = GoTiw ?—fd [w,v'] dw
(w) (w) ) .
(3-7)
D'ou
R oo

et, finalement, comme conséquence de (3-3),
+ oo

dz (v) = [v-v', v'] dx(v')| dv (3-9)

dw
qui définit la loi de "mélange' des dx(¥) pour construire dz(v).
A titre d'exemple simple de changement d'horloge, on peut consi-
dérer la modulation sinusotdale du temps définie par

@) = Asin2mQt la | <1 (3-10)

On trouve alors, pour loi de mélange :

dz (v) = Jo[vaA] dx(\’)+Z Jn [2x {*D—nﬂ.}ﬁ] dx{(v-nn)
n=1
+Z (-,1)n Jn[m {v+ nn.}A]dX(OJrn.Q) (3-11)

n=1

La figure (3-2) schématise le sens de la relation (3—1Q) et visualisc
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la distribution des masses complexes E %dz(\?) dz*(v’)} dans le
plan v xv',

Si.gnalons ici une étude d'ensemble,en coufs,de M. RAUCH
sur la ''déstationnarisation' d'une fonction aléatoire par change-
ment d'horloge certain et aussi 1'étude de certaines propriétés
des changements d'horloges aléatoires [‘(’ (t) aléatoire] faite a
propos d'un travail sur 1'échantillonnage périodique perturbé [3] .

Signalons encore, en liaison avec ce qui précede, les travaux

de R. A, SILVERMAN sur les ""processus aléatoires localement

stationnaires" [4]qu’i1 définit par la condition que leurs cova-

riances r—(t,t') peut étre écrite sous la forme suivante :

(t - t") (3-12)

2 2

T T, (ST

ou I-_l est une fonction non-négative et I_Z une covariance sta-

tionnaire,

IV. - MOYENNES TEMPORELLES (APPROCHE PLUS CONCRETE

DANS DES CAS PARTICULIERS).

Nous avons déja noté que la notion de stationnarité faisait in-
tervenir 1'ensemble des épreuves. Or, l'expérimentateur ne per
¢oit qu'une réalisation particuliere € ; ses appareils lui révelent

T
relatives a cette réalisation. Si certaines conditions ergodiques

t
des moyennes temporelles, par exemple du type 1 [ ] dt
t-T

sont satisfaites, il sera possible, a travers la valeur de la limitc

de ces moyennes pour T —» oo, d'atteindre les valeurs de cer-

taines cspérances mathématiques, Mais ceci ne présente de 1'in-
"térdt pour l'expérimentateur que si les temps T nécessaires a une
honne évaluation de la limite pour T = o0 ne sont pas trop grands

‘mpte tenu du temps dont il dispose pour expérimenter et prendrec
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une décision. En définitive, l'expérimentateur s'intéresse a des
4
movyennes temporelles prises sur un temps fini sur la réalisation

qu'il percoit, c'est-a-dire, s'il s'agit de moyénnes du second or-

dre, a
t

Y, T,e) = X(6,€) X*(0-2, €) do  (4-1)
: t-T

Nous allons étudier ces moyennes en ayant présent a l'esprit le
souci d'expliciter le plus possible leurs propriétés dans le cas de
fonctions aléatoires s'écartant peu de la stationnarité, par exemple
pour lesquelles les masses spectrales Eidx(v) dx*(o‘)} sont tou-
tes contenues a l'intérieur de la bandc-B définie par [vi-vl<
(Voir fig. 4-1).

Nous examinerons successiverent les points suivants :

a) propriétés asymptotiques de VY (t, T, &) pour T—>o0o . Clest le

probleme de la détermination de ce que, en I, nous avons appelé

1la fonction de corrélation globale;,

b) propriétés des filtrées de X(t, £) dans un ensemble de canaux de

filtrage disjoints. C'est, en particulier, le probleme de la déter-

mination expérimentale des spectres.

c) sensibilité de Y par rapport 2 t. C'est le probleme de la sta-

tionnarité locale,

Dans chacun de ces cas, nous donnerons divers résultats.
Un certain nombre d'entre eux pourront &tre complétés selon le

développement d'études actuellement en cours,

1. - PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DE__ W (t, T, *) pour T-» oo

Nous étendons le probleme de facon a préparer déja le b), Soient

Yl(t) et Yz(t) les transformées de X(t) dans les filtres linéaires

9'_1 et 9"—2 de gains respectifs Gli\?) et GZ(V) uniformément

wroés par G. Nous introduisonrs
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t
. L * -
Wit T, 2/ F,F) = o Y (6,€) Y, (6-2,€) do (4-2)
t-T

Nous faisons les hypotheses géndérales suivantes :
too [too

a) ‘E {dx(\?) dx*(oz)} l < M £ +eo (4-3)

1

~ oD - oo

b) j/} i B {ax(v) dx*<\>2) dx*(\,:l) s (\,'2)} ’< N < + oo
(4-4)

On peut donc introduire

Z(Vr):

X

E {dx(vl) dx \72) dX*(v‘l) dx(v'z)} l pour }k> 0

e o i< (4-5)

= (0 pour TL<O

Les résultats essentiels sur les propviétés asymptotiques de R4

pour T—s oo sont donndés dans [5] (Cf. p. 394 ct suivantes),

Théoreme., -~ Sous résecrve des hypothtses précisées ci-dessus

[_Cf‘ (4-3) et (4~4)] et de l'existence de la borne uniforme G, on

peut énoncer les résultats suivants

17) Pour t et T fixés quelconques, qj<t,T, z yljzl_ctonverge

en moyenne quadratique, lorsque T=+ 0o | vers

+ o0
L () = G,(9) G (9) ST
m.q. -oee (4-6)

dont l'existence cst assurde d'apres (4-4).

. . . . . o
2°) La condition nécessaire ot suffisante pour que, 9'—1 et T

2
¢tant deux filtres quelconques, la limite OC (¥) soit presque
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sirement égale 2 E {ag'b)} est queﬁ%“gb_étant?@n domaine quel -

conque du plan Vv )_(_\?'1, on ait :

1

% 3 TR PSR VR A
9 PN 2 3 &

E%[IdX(vl”Z o E“dx(\)l)l 2} [Idx(vxl)lz _E %ldx(oi)lz}]}: o
o (4-7)

3

3°) Le:fait deipouvoir trouver un nombre posi tif n tel que, pour
positives
les . faibles valeurs de \» ,. on ait :
3

BApd - Z0) | = g (4-8)

constitue une condition suffisante pour que la convergence de b4

0 {

veTs ag(‘t-) dont il est question en 1°) soit presque sdre.

e
> .
BRI w—&

On remarque que la limite oC('b) ne dépend que des éléments

dx(vl) dx*(vz) situés sur la bissectrice P_b?l:_VZ] . Naturcllement,
le fait que L (¥) soit certain ou aléatoire ne dépend, lui aussi,

que des éléments de ({Z;) ctest-a-dire, en fait, des sculs

dx(vl) dx*\vz) gui influent sur la composante de fréquence nulle
de la fonction du temps Yl(_t) Y;(‘;—t). Cecl est tres naturel par

comparaison avec un résuliat classique dans 1'étude de la loi des
grands nombres pour les fonctions aléatoires stationnaires d'or-
dre deux [Cf. (6) p. 104 Théoreme II] .

Tout aussi naturellement, la condition (4-8) qui permet d'af-
firmer la convergence p, s, de Y vers £ (¥) ne dépend que des

dx('vl) dx*(vz) voisins de (B) mais non situdés sur ().
L) 1

Il reste a préciser l'ordre de grandeur de T suffisant pour

quz Yit, T, »/ 5‘_1 ’—52

) soit iissez voisin de sa limite of('t'_l

On a :
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T ‘-/9| ‘7)_>T . . :
‘ shw (v, - V)T 2ri{v -Vt 2rived L x ; x
o [t N S, 2 A N N 3 . (; WAV “
J / "o oy ¢ ¢ ’,,1\\?) Z(vl) dx(0) dx(vy)
N

{4-9)
L'intégraic double contenue wu sccond membee de (4.9) peut Sere

soinddCoe on deux prrtics. b promitro S} correspondant au domaline
y)

04\\11 -\)ZILC ot Ja seconde S A Iv. - v f2€. On ¢iebiit immed-

dizctemoent o
E{ls}‘lzj < [Z(z) -Z(&»o)] 3_4 ot E § |S(_[Z}§ %z Y+ oo) Q4

On & pry aiiteurs

E {3512} < B {]sblzjﬁ E {IS@'Z} + ZVL; {lsblz}. o) “SLAIZ}
(4.11

Pour poussor plus loin, 1l faut fiire Intervenis low propridics duo

)

) pres

i

, - - Vo \ *
sccond ordre de lo répactition deg Cloments dx Nl') dx"iv

2

de VYo=Y 0 Supposons. par oxempie. quoe i condiilon {4.8) dooco:

1 2
vergence presque slive soit remplic,. A ors. on posant A 1[2, ZH‘}

N
et &€= T (0« X¢1) on Gtabiit
5 2n.
I {ISI } < [ AT 24 } (4.12)
4 72 .
aves A= [I + Z(Loo)] (4-13)

Lo relstion (4-12) permet d'afirmer gue Hon aurn, stdremeoent,

I 5\821} <! pour T > To{ SveC
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2. - PROPRIETES DES FILTREES DE X(t, £) DANS UN ENSEM -

BLE DE CANAUX DE FILTRAGE DISIOINTS, Si l'on s¢ timite a

*K Lo
la moyenne temporcetlle deo X(t, &)X (tv-t,é), 1l suffit de faire

Gl = GZ z 1 dans les formules donndes ci-dessus, Exploitons main-
tenant les possibilités offertes par 'introduction des [iltres CJ"I et
5

Examinons rapidement ia situation perceptible pour io rdailsa-

tion €, par un obscrvateur disposant du montage schémuatisé sur
&
la figure (4-2) dans laquelle
~les filtres . sont des filtres disjoints de bandes A, dont 'ens
i 1

semble recouvre Lo hande des (véquences v -0, v +0) . Les fone-
O O

tiong X, (1) sont considdrdos clles. de mime que X{1). e
filtre gl passant les deux bandes A, et A'i symdétriques par rapport
A V=0,

- les Ri sont des lgnes a retard,

M ost un dispositif qui élabore le produit

Y., (.o x) = X, (t-%.) Xj (t-.) {4-15)

1] 1] 1 1

. o . . 1

- F oestun filtre intégrateur qui peut Stre du type = [ ] dt
T /o1

mais que, pour simplifier, nous traiterons icli comme un filtre
passe bas, transmettant, wvec un gain 1, les frdéquences v telles
que W€ w ot coupant puremoent ¢t simplement los autres

. . 1 . . .
gain CrF. Nous poscrons W = *1 pour introdulre une durdée d'in-
tégration,

On peut concevolr un tablenu qui, a chaque instant. affiche-
rait les valceurs qJ (t.T..¥.). Les ‘P (t,0,0) sont les indi-
1j 177 ii

¥

citions utiles pour tu détermination du "spectre instantand', Les

qj Lt T, T,) correspondent a li détermination de la fonction de
1 ]

ii
corrélation des composantes filtrées, Enfin, log \}/.,(t,.t., T.)
1) L

[is J] correspondent sux intercorrdiations entre composantes

disjointes X, ot X,
1 J
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20 V-9, 1t 2R1v, . - 2Rive,
e [‘d e ™G ¢ l"d(

x(v) dx® (vl)

A (4-16)

Sculs apportent une contribution, les di:(v,) dx'(v) sitiids au scin

d'unc bande BF [cr. fig. k4~-1)] telic que A =w = T {Vc)lr

fig. (4-3)). Il en découle que, sila bande B_. est donnde, une
g jue, . c

"déstationnarisation' ne sera décelable que si clle crée des corrdéla-

tions dans B

r e ~ - . }
Nous nous Intéresserons a

2T i[".*\’-,_]t 27 ivzs- ~2 Miv

F(Vl -v,) e e e Eidx(V,) d:::‘(él)}
(4-17)
2
IR (O t_)}l 3
it g
2TA(V, - W)t S2TAIN vyt 2RI (v -0
7 LK 1 1
(YE‘P;' \JZ.) (;:P‘ fv‘ . \)7.) ¢ ¢ ¢
2riz (v, v))
! E id (v,) A" v,) (lx*{v") dx (:V'L)}
B {dx(v,) dx*(vl_)} D idx‘*(v;) dx (vl')l (4-18)

A - Promier ordrs,

81 Xty cst stitionnadire,
2N S D PO
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E iq"i’j (t,?:i,“cj)} =0 pour i # j (4-19)

- Pour i-=j, en désignant par t la différence des deux retards,

on a : i
2Tive

E gl \Pii(t,z:)|2 } - e f(v)' av (4-20)

oli £(V) est la densité spectrale de X(t).

b) Si_X(t) n'est pas stationnaire.

C2mifyvlt 2Rivd -2mivy
/ *
E%qji’j(t,ti,"cj)}: Gph-v) e e e E{dx(v‘)dx(\;‘)}
A 78y v

(4-21)

La figure (4-4) visualise la situation en cc qui concerne les contri-
butions possibles des divers domaines dans chacun de ccs deux cas
(on a supposé les retards ruls ; Jles carrés complétement noirs re-

présentent des contributions positives),

B. - Fluctuations.

B. KRIVINE étudie ce probleme pour divers modeles non sta-
tionnaires. Nous nous bornons,ici, a donner quelques indications

sur les apparences de corrélation que, dans un cas stationnailrc,

les fluctuations font apparaitre au cours du temps pour i # j ;

nous donnerons aussi, dans le méme cas, l'expression du carré

moyen de 1'écart Y (¢, %) - E%‘Vi.(t,t)J.

ii

17 - On notera, d'abord, que, pour unc constante
d'intégration assez petite (de fagon précise, pour w % v + (L), on
O

a, tout simplement, quels que soient i ¢t j :
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Y J.(t, . “cj) = Xi(t-ri) Xj(t-tj) = Yij(t, tl rj) (4-22)

Si ¢ . et o . sontles écarts types relatifs aux deux fonctions
j :
gaussiennes stationnaires et indépendantes X, et X, 'CP .. sce
b J 1)
présente, a chaque instant, comme lec produit de deux variables

gaussiennes indépendantes, On sait que sa densité de probabilité

cst égale a

flx) = —— K (—-X ) (4-23)
RO .0, [e] g .0,
i i

o K estla fonction de Bessel d'ordre zéro de second cspece,
0

2° - Cas général, On trouve :

ZI‘P (t.x, 1-: Ei‘}’ (RIS }' /{| 2 £(v)i(vy) dv, dv,

(4-24)

Lo tluctuation est indépendante de t, de ?, et de T, (stationnarité et
Ea ' ; j

indépendance de deux bandes disjointes dans le cas gaussien). Elle

¢st nulic 51 les domiines A4 x A et Jv. - v 14w sont disjoints.
il Sl i—j

Elle tend vers zéro avee W (c'est-a~dire si T — =0 ).

b) A, A On trouve alors :

E |kP t“c~E{‘P tt}lz}

j /‘u (VW) l f(v) £(v,) dv, dv,
5 2TV, +v,) T '
+ | G (Vl - "L) I € f(\h) f(‘)l.) d\’l dvl.
Ay /by (4-25)
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Si { est borné, E% ’tyii—E {qji,i} ,2} tend vers zéro lorsque
w — 0,

Remarque, - Pour w =00 , on a:

E%I‘Pii--E wl_i}]z}: Ez[Xi(t) X, (t2) - EfX. (1) Xi(t—t)}]z}

- E {xi-z(t) Xiz(bt)} : [E{Xi(t) Xi(t—-?:)}] c . YX%(E)+[E {Xizj]z

1

AYZ(}) = KXZ (z) + [E {Xiz}]

2
1 1 .

C'est bien ce que donne (4-25) pour w=~» 0,

3. - SENSIBILITE DE ¥ PAR RAPPORT A t. Nous nous limi-

tons, ici, a faire une remarque portant sur les moyennes du pre-
mier ordre, cette remarque pouvant 8tre complétée par des ré-
sultats sur le sccond ordre,

Sﬁpposons que X(t) possede toutes ses masses spectrales
F idx(v,) dx*(v,_)} a Vintérieur de la bande B de la figure (4-1),

1
Posons :

AV (t, At, T.z) = VY t+at. T.2) - Y. 7.v) (4-26)
et intéressons nous a

e AV A T,“c)} -

too (4o

= f—
™o
A
e
—
%
<
™~
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- KRR S
D'ou
+00 (1o
IE{AKP}I ¢t — 2 |sinm (v,-v,)T 'sinn(v'-v JAt dz‘((v v,)
\T Td\,l'\)l‘ [ 2 1 2 12 V2
-os/-oo
(4-27)
Des majorations simples permettent d'écrire
2. (A t) A M (4-28a)
lE iA\P} lé plus petite des valeurs
2(6t)yM /T (4-28b)

[Cﬂ figure (4- 5)] . La figure (4-5a) rceprésente, en fonction de T,
la majoration de ‘EQAW}] conforme a (4-28) ; la figure (4-59)
représente, toujours en fonction de T, le glissement At que 1l'on
peut admettre pour &tre sdr que lE {A\PH reste LB, La région I
correspond a une stabilitd locale de I iqj(t T. t)} lorsqu'on fait
varier t au cein d'un intervalle 8t qui peut 8tre d'autant plus
grand que la lorgeur 24 de B est plus petite, Si, pour des va-

ieurs de T comprises dons At on a un cffet de filtrage par inté-

grition suffisant pour que Y (t, T, T ) differc peu de E‘L‘{)(t, T, ?:)}:

alors on se trouve dans lo situintion dvoquée en I dang laguelle une
fouction de corrdl tion iocaic peut tre définie,  Cette fonctior
n'est autre que E i Pou.T. v )} Eile varie de fagon appréciable
si t sc déplace de {agon a sortir de Vintervalle de stabilité At.
L région I1 correspond a ln tendance de kP (t. T, 'z:). pour

T = oo . vers une limite on moyenre quadratique, qui, d'ailleurs,
n'est autre que 0@ () [Voir (4 6)] a condition de faire.ici,

Gl‘ = GZ = 1 dans son expression, Naturcllement, cette tendance

entraine que  E { (P(L, T T )} —» I {a@(t)}
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Fig. (2-1)
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Y
masses E{dz (V)d z*(v ')}-\

E(lax(v)l?)

=
h) h* ) &
< g

réponse percussionnelle h(V) h¥(v")
Eddx (v) de® (V) == E{dz(v) dz*(v")} /dv dV’

Fig. (3 - 1)

Y

L\Lj

=t dz (V) [ l1oi de mélange]

(g Y

dx dx (V)

- e et e = =~

v-‘2n v y Y+ V-||-2.n.
{ |

|

|

|

P

5, [2rr{:v -20}4) Jo(21ya) 5,(217{V + 2a}4)

5 (2mm{y -a}a) } [2rr{|v + n}al

v

Fig. (3-2)

distribution lindique des masses E{dz()dz%(v")}
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-( V0+Q) —(VO_Q) : | / ’

7 -
i\ /74 Vo3 Yo+ Q2 \’1
17 T
7
/17
'/ b o -
-
Fig (4-3)

S
| = TRIR |
S TR
X Stationnaire X Non stationnaire
Fig (4-4)
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Borne de | E {.AKPV} |

A .
L 2(AUM/T
\\\\
2T At)AM N
;RégionI : ___Regionmw -
T
L T=1/4A _
3
Fig(4-5a)
At 4
At=[TE/2M]

Ré i
- egion I

R B

At=[6/2TAM] A —
L7 -
s Région 11 .
i
| :
. T
Fig(4-5b)
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FONCTIONS ALEATOIRES "VOISINES" DE FONCTIONS
STATIONNAIRES (SECOND ORDRE) '
par A. Blanc-Lapierre, B. Krivine, R. ‘Sultan.

APPENDICE I. +'°;
CONDITION POUR QUE LA TRANSFORMATION Z(t)=| M(t,0)X(8)d6

CONSERVE LA STATIONNARITE DE SECOND ORﬁﬁoE(X)

Les filtres linéaires (transformations dans lesquelles M ne
dépend que de t-0) ne sont pas les seules transformations de ce
type qui conservent la stationnarité du second ordre. En se repor-
tant aux relations de la page ? , on peut établir le résultat sui-
vant (xx) :

Pour que la transformation (3-1) conserve la stationnarité de

. B . Py 2
second ordre, il faut et il suffit que les éléments d ",y G(9, v!)

intervenant dans (3-2) soient, dans le plan v xv', localisés sur

une courbe & (qui peut d'ailleurs se diviser en un certain nom-

bre d'arcs (51,___%'2, ... ) définie comme suit : %€ se projette

sur l'axe v' suivant un domaine e(v') qui peut &tre un intervalle

ou un ensemble d'intervalles disjoints ; sur e(v!), € est donnée

par une équation v = ¢ (v") de telle sorte qu'a toute valeur

v! &€ e(v') corresponde une et une seule valeur de v [Cf. fig,

(Ap.1-1)],

Alors, siles dx(Vv) sont orthogonaux entre eux (c'est-a-dire si

X(t) est stationnaire de second ordre), il en est de méme des dz(v)

(x) Voir : A. Blanc-Lapierre, B, Krivine et R, Sultan - Trans-
formations linéaires conservant la stationnarité de second ordre
(2 paraitre),

(xx) sous certaines conditions de régularité et de convergence.
précisées dans la note (x).
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L e RN

[ce qui-entraine la stationnarité de second ordre de Z(t)] .

. Py 2
Si, sur €, les éléments complexes d~ G(v», v') admettent

!
s V

une densité linéique o~ (v'), alors on a :

M (t,8) = 27l [yt -ve] o (v)d v (Ap.1-1)
e(v") ! )

Donnons quelques exemples de fonction M(t, 8) correspondant

3 diverses situations [e(vY), o (v"), ¢ (3],

a) fonction 4 parabolique et e(v') = [~oe< v' < +oo]

(v = v0+kv‘+c ot? (Ap.1-2)
Posons :
oo 27wi v Qg
1 .
R (9) = o (v") e dv! (Ap.1-3)
- o0
On trouve :
2i vt 1 ] imgz
@]
M(t, 8) = e R [kt-0] @ o —— exp [ /2ct ]
ct 1-1

(Ap.1-4)

ol ® désigne une convolution,

Si 1'effet de courbure:est nul [(::O], Mf(t, 8) se réduit au pro-

21iv.t

duit du terme e indépendant de 8 par le terme R [kt ~9]

qui se "propage' avec la vitesse k.

On retrouve le cas particulier du filtre linc¢aire en faisant

vV =¢c=0 et k=1,
O
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2
b) masses d G(v,v') comprises dans une étroite bande de

v, v!
fréquences v' soit e(¥v') = (¢! -AV!, \7’0-1— Av') avec Av'<e |y |
o : o

[Cf. fig. (Ap;I—ZEL)] . La relation (Ap. I-3) devient alors :

votAv C!
o 2aiv'o 2XWi \70 0
R(8) = o (V') e dv'! = e RE(O)
o
v Av
(Ap.I-3bis)
avec
i
+
v AV 2ri(ot-v' )9
RF(Q) = o (v e dv’
V’O-Av

R(8) est ainsi mis sous la forme du produit de l'exponentielle

2nivd o N P ;
e correspondant a la fréquence centrale par la fonction

RE(O) a variations beaucoup plus lentesqui joue le réle d'une en~

veloppe,

Dans e(v'), nous pouvons poser :

Pv) 2 @y k(v - v ke (v -y )P (Ap.1-5)
On a alors :
2wi [Cp(v‘.)t-v'@] :
M(t,8)w ¢ © © RE[kt—E)] ® —— exp[—imgz/ZC‘c] x
Vet 1-i

X e (Ap.I1-6)

L'évolution, au cours du temps t, de la fonction M(t, 8) de 8,
correspond a une situation analogue a celle qui est considérée

pour introduire la vitesse de phase et la vitesse de groupe :
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E S S A

2w i [(P(vzﬂt"V' 6]
o

a) Le terme e correspond a 1'onde por-

teuse, Elle se propage a la vitesse de phase <¢p(v! ) v,

— o o

b) Le terme R.E [kt - 9] correspond a l'enveloppe. Elle se

(o gl

propage a la vitesse de groupe

(ol
O

¢) Le troisidme terme introduit des distorsions tendant & dé-
former la situation décrite en se basant uniquement sur a) et b),
On peut montrer que l'influence de ce dernier terme est ndgli-

, 2
geable pour t <« [lfc AV ] .

La figure (Ap.I1-2b) visualise ces résultats en représentant

la situation pour la partie réelle de Mlt, 6).
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| A
V= ¢ (V) /\/
|
o
5 |
| |
e (V)

Fig API—'I
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Fig. (Apl-2a)

V= (V)

AM(HB)

Fig.(ApI- 2b)



