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On a cherché & définir des stratégies d'immer-
sion au sens de la théorie des jeux pour le sonar qui
désire augmenter sa portée et le sous-marin qui désire
la réduire.

L'analyse numérique effectude sur un échantillon
agsez important de bathys atlantiques montre que dans
la grande majorité des cas il existe un "point selle",
ctest-d-dire une stratégie optimale pour les deux par-
ties ge réduisant 3 une tactique pure {couple d'immer-
sions) .

Une démarche & la fois mathématique et heuristi-
que permet de confimer ces résultats remarquables.

An attempt has been made to define immersion
strategies, conforming to game theory, for the sonar
wvho wants to increase its range and for the submarine
who wants teo decrease it.

The numerical analysis of a relatively important
sample of Atlantic bathies shows that in a large majo-
rity of cases a Saddle-Point, i.e. an optimal "pure
tactics” for both parties does exist {a couple of
optimal immersions).

These remarquable results have been justified
by a heuristic and formal mathematical reasonning.
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1.~ POSITION DU PROBLEME

Liexposé a pout but de jeter les bases diun
langage commun permettant de définir la portée dési-
rable d'un sonar encore au stade de la conception.

Les Autorités navales qui devront metire en
oeuvre l'appareil une fois construit, soubaitent
naturellement appréhender les performances du sonar
au moyen d'un nombre de paramétres conditionnant son
emploi tactique, aussi petit gue possible. L'idéal
serait de pouvoir caraciériser un sonar donné par un
nombre unique qué l'on pourrait considérer par
exemple comme sa portée efficace. L'avantage d'une
telle notion synthétique est évident : cohérence avec
les définitions similaires pour les armes du S.M.
et les armes ASM, géoméirisation des problimes de
dispositifs tactiques, simplification de 1'étude
cinématique des proecessus de pénétration et d'éva-
sion du S.M. adverse, etc.

Les constructeurs de sonar savent combien
ce phénoméne hautement capricieux gu'est la détec—
tion et la classification d'un objet immergé dans
les profondeurs océaniques varie conditionnellement
non seulement avec la conceptien du sonar, mais
encore avec le milieu et le comportement mBme de
1'objet recherché,

La définition de la portée d'un sonar est
déjh délicate avec les sonars de coques classigues.
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Les possibilités d'immersion profonde des
sonars pouvant atteindre la profendeur critique,
introduisent un degré de liberté supplémentaire
relativement aux sonars de coques ou méme relative-
ment aux scnars remorqués 3 faible immersion.

Pour compliguer encore le probléme, les
immersions maximales des S.M. actuels peuvent Bire
multiplides dans un avenir assez proche par un
facteur de 2 ou 3 ou méme davantage. Heurecusement,
la situation est peut-8itre moins sombre gu'elle ne
parait au premier- examen.

L'immersion profonde d'un sonar puissant
avec un braitement du signal suffisamment élaboré,
aura pour effet de preocurer, non seulement des
portées de détection importantes, mais encore une
bien plus grande stabilité des résultats du proces-
sus de détection.

Nous allons montrer que la théorie des jeux
nous offre un outil permettant de préciser cette
notion de gbabilité.

Bien entendu, il existe rarement un outil
conceptuel miraculieux permettant & lui seul 4'é-~
clairer de fagon définitive un phénoméne complexe.

La méthode que nous proposons itrouve son
principal domaine d'application dans les perspec-
tives qui nous sont offertes, & la fois par les
développements technologiques prévisibles des
sonars et par l'accroissement des performances des
S.M,

. asugnentation de l'immersion maximale
des S.M. 3

. possibilité pour le sonar d'atteindre
1'immersion critique ou itout au moins
de grandes profondeurs ;

. augmentation du facteur de mérite du
sonar ;
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.« connaissapce guantitative de plus en plus
compleéete des conditions de propagation ;

. connaissance plus préeise (au moins
théorique) des indices de réflexion des
objectifs possibles.

2.~ DEFINITION CONDITIONNELLE DE LA PORTEE D'UN SONAR

La définition que nous proposons repose sur
la notion de seuil d'atténuation exprimé en
décibels.

Pour un champ sonore donné, représenté gra-
phiguement au moyen de courbes d'iso-atténuation,
la portée ~, du sonar immergé & une profondeur j,
contre un S.M. situé & la profondeur 3, , est
donnée par l'abscisse du point ~ (portée horizon-
tale repérée sur l'axe or, de la figure 1). Ce
point ~ est l'intersection de la droite horizontale

d'éguation 3. = comstante, avec la courbe représen-
tative du seuil d'atiénuation 4 situde dans le plan
vertical o, 3, . Suivant cette définition, lors-

gue le seuil a été fixé, et pour chaque bathycélé-
rigramme, la portée A, est fonciion des deux varia-
bles indépendantes 5, et 5

# =4 (3..9: /As8 3 bathy donnée).

Cette définition n'est pas exhaustive et
n'inelut pas explicitement nombre de faecteurs qui
peuvent iyfluencer la portée pratique de détection.
Elle a l'avantage de la simplicité et permet d'ex-
primer un ordre de grandeur pour les portées prati-
ques. Blle correspond en fait i 1'éguation é1lémen-
taire du sonar. Par exemple, avec un sonar ayant
un facteur de mérite de 185 dB contre un objectif
d'index de réflexion moyen 7 de 15 dB, le seuil
dtaffaiblissement serait de A = #+7 = 185 + 15 =
100 4B. 2 2

Cette premiere approximation prend tout son
intérét pratique au niveau de la conception d'un
sonar leorsque l'on cherche & comparer les perfor-
mances de différents sysiecmes ou variantes de
systénes.
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Toutefois, cette définition simple peut
présenter des ambiguités lorsque la droite horizon-
tale d'équation 3, = ate , ra@rcontre la courbe
d'iso-atténuation en plusieurs points, ce qui est
le cas lorsqu'il existe des zones de convergence et
également lorsqu'il apparalt une zone d'ombre centrée
autour de l'axe vertical oy, .

Donec, dans le cas général, pour 3, et 7,
Pixés, on aura une séquence de portées croigsantes
gu'il conviendra de préciser en indiguant les
valeurs de &, et &, , (la zome comprise entre Ao,
et %, , étant éclairée par le sonar). Dans la suite
de lt'exposé, on congidére seulement la poritée &,
correspondant & la premidre zone de détection 2
partir de l'axe vertical passant par le sonar et en
négligeant la zone d'ombre aubour de celui-ci, lors-
gu'elle existe. '

- Bien entendu, des calculs, un peu plus
complexes, pourraient &itre repris en introduisant
zones de convergence et zones d'ombre.

En résumé, si l'on se limite & la premieére
zone bornée par un seuil d'attépuation de Ays s
la portée #, est une fonction sans ambiguité des
deux immersions 3. et g

Il est clair gue le sonar recherchera la por
tée maximum en effectuant un choix opbtimum pour son

immersion tandis gue le sous-marin tentera de mini-

miser cette portdée par un choix opportun de sa
propre immersion, compte tenu de contraintes résul-—
tant par exemple de sa mission.

COMPORTEMENT DE "C" ET DE "S" POUR LE CHOIX INITIAL
DE LEURS IMMERSIONS

(Désignons par "C" et "S" le sonar et le sous-marin
respectivement).
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' Les considérations précédentes conduisent
naturellement & un concept de "jeu" (1).

Pour chaque choix effectué séparément payr
"CH ot "SY, il existe un résultat <, = £(7..3s)
qui est le . "paiement™ ou le "retour™ de ces choix
suivant la terminologie des jeux.

C'est un jeu continu 3 deunx joueurs gui
peut dtre considéré comme 3 somme nulle en prenant
précisément la portée de détection comme valeur de
l'enjeu. Ce que l'un perd est exactement gagné par
1'autre. Toutefois, pour des raisons de calcul pra-
tique, nous proposons de traiter ce jeu continu au
noyen d'une approximation discrete, c'est-a~dire de
le vonsidérer comme un jeu matriciel, Au lieu de
tenir compte de bous les valeurs possibles de 3.
et 3, , O se conventera de prendre.une suite de
valeurs distinctes suffisamment serrées pour obtenir
une bonne approximation (2).

En suivant cebbe méthode, chague lot de
figures d'un album de champ sonore correspondant
3 une région ocdanique et & une saison données est
transformé en un ensemble de matrices, dans lequel
toute matrice caractérise une bathy donnée. Chaque
valeur de 1'immersion de "C" fournit une ligne de
la matrice (Cf. fig. 2)}.

(1) Expression regrettable lorsqu'il ne s'agit pas
de jeux de hasard ou de jeux de société mais
de situations de conflit, militaires oun
économigues. Elle fait malheureusement partie
du vocabulaire scientifique et il semble diffi-
cile d'introduire maintenant une nouvelle termi--
nologie.

(2) Ceci est presgue une obligation lorsque les
albums de champs sonores fournis par un calcula-
teur numérique sont donnés pour une gamme dis~
erdte d'immersions 5 .
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Pour chaque milieu bathythermique donné, si
"CY choisit une immersion Feg et si "S" choigit
une immersion s , la portée de détection sera
R, ~ pour le seuil d'atténuation retenu.
~4
4.« RESOLUTION DES "JEUX"

4,1 Choix d'un critere

La résolution pratigue des jeux ainsgi défi-
nis exige tout d'abord le choix d'un critere. Les
criteres les plus usités sont ceux de WALD - Von
NEUMANN, de SAVAGE, de HURWICZ, de LAPLACE, du
MINI-MAX, ete.

On ne connalt pas & 1'heure actuelle de
critere universel, préférable & tout autre en tou-
tes circonstances (Cf. MILNOR. Réf. 1).

Nous adopterons le critére de WALD - Von
NEUMANN gqui est un des plus usités en raison de sa
consistance logique et pour sa valeur pratigue. Il
consiste & rechercher le maximum 4u pinimum de
1'espérance mathématique de gain {(ou gain moyen),
guelle gue soit la stratégie employée par ltadver-
saire.

Un des inconvénients du eritére de WALD
est que le gain moyen garanti peut, dans certains
cas, 8&tre approché seulement au bout d'un grand
nombre de parties jouées dans des conditions simi- .
laires. Il est donc souvent délicat de faire appel
au critere de WALD pour un jeu tactique ou straté-
gigue qui ne doit se jouer gu'une fois dans des
circonstances données.

Par contre, pour le probléme qui nous pré-
occupe, au niveau de la concepbion d'un systoéme
d'armes, alors que l'on s'efforce d'imaginer les

familles de situations dans lesquelles le systéme

projeté devra &itre en mesure de vemplir les missions
que l'on attend de lui, la prévision statistique de
ses performances espérées a une valeur pratigue
incontestable.
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4,2 Résultats obtenus

i ————

La vésolution numérique d'un jeu matriciel
suivant le critére de WALD -~ Von NEUMANN est trop
classique pour que nous la rappelions ici.{Cf. par
exemple McKINSEY, LUCE et RAIFFA, DRESHER, etec.
Cf. références 2, 3, 4). De chaque matrice‘/k;‘d7
on tirera donc : "

1°) une valeur &, , ou valeur du jeu ;

2°) une stratégie optimale ¥(~2) pour le
sonar “C", exprimée comme une densité
de probabilité sur 3. (profondeur
d'immersion) avec o ¢ 3. ¢ 3. 3
M

=

39) upe stratégie optimale »(g,) pour le
sous-marin "S" exprimée comme une
densité de probabilité 3, {profondeur
d'immersion) avec o s 3, < Fs, .

11 convient de souligner gue ces résultats
ne sont valables gque pour un seuil d'atténuation
donné et pour une bathy donnde.

Pour de telles conditions, le comportement
optimal du sonar consiste & jouer de fagon aléateire
son immersion suivant la loi obtenue en résolvant
le jeu, c'est-b~dire chaque immersion 3., avec
la probabilité . , élément du vecteur :

”

Yir) = (Pc, s Py s s By )...,,g_m),avec £, 30 et f" R, =7
De méme, le comportement optimel du sous-
marin consiste & jouer de¢ facgon aléatoire son
immersion suivant un vecteur :

” .
v(9$)=(7$, ’ ?S‘zi Tty 95,' s q.f,,,)’avec q.f" 20 e/ ;E_, qs,’ =7

Le nombre #, est la valeur vers laguelle
converge inexorablement le résultat moyen du jeu
lorsque les deux adversaires agissent de fagon opti-
male au cours d'une séquence d'engagements se
déroulant dans des conditions similaires.
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Nous adopterons cetle valeur de 62:
{exprimée en km ou en nautiques) comme portée du
sonar pour un seuil a’atténuation et une bathy
fixés.
5.~ EXPLOITATION DES RESULTATS

Le seuil d'atténuation dépend lui-méme du
facteur de mérite Fu» du sonar et de llindice de
réflexion de l%jectif recherché. Nous indiguons
plus loin gqu'il est possible de traiter les varia-
tions de 1'indice en fonction du comportement du
S.M. lorsqu'on raffine l'analyse du probleme. Sup~
posons pour l'insitant que 1l'on puisse donner un
sens & l'expression indice moyen de réflexion du
but. La matrice de chague jeu /®o.;] est alors par-
faitement définie lorsquton connafit le facteur de
mérite du sonar, son immersion extréme, le bathy-
célérigramme de la zone océanique dans lagquelle il
doit opérer, la profondeur maximale d'immersion du
sous-marin. :

Supposons maintenant que les autorités
ayant pour mission de concevoir les b8timents
porteurs du sonar projeté et d'étudier les thé8ires
d'opérations ol ceux-ci seront engagés,puissent
définir un échantillon significatif de conditions
bathythermiques.

Plus précisément, si les Autorités navales
sont en mesure d'affecter une certaine pondération
{ou valeur relative) b chacun des bathycélérigram-
mes retenus, on peut alors dégager des résultats
trés synthétiques.

Posons DY, s U3 g eee Up 3 ees 3 Vi
avec %39 et r % = 7 les valeurs attribudes a
chacune des £ bathy. choisies, suivanb des ecrite-
res bactigues ou stratégiques par exemple.

Pour l'ensemble des théftres d'opérations
considérés et pour un facteur de mérite #» donné,
on obtient une distribution des rayons de détection:

( RD 3 '?D 9 « * » ED‘ 9 ﬁ;k ) » dOn't l a
valeur moyenne {pondérée par les niveaux a'intérdt):
— A
e - = u R
F2] Ae7 ﬁ Dg
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fournit une utile indication sur 1l'efficacité globale
d'un sonar de facteur de mérite +<» , destiné 3

2tre employé dans un ensemble donné de zones océaw
niques et de saisons.

Bien entendu, cette moyenne ne saurait &tre
utilisée pour résoudre un probléme tactigue parti-
culier et 1l'on ne doit pas perdre de wvue les autbres
grandeurs typiques de la distribution, telles que-
les valeurs extrémes de A"’," _

La pondération au moyen des valeurs wy
permet de définir une combinaison linéaire convexe
des stratégies optimales % (2) du sonar, s'expri-
mant comme la distribution d'un mélange d'aléas :

& YA 2 x i x® 2
$(R)=(Z w2 F %k Fouk s 2 %R, )
avec 3
£ £ A
%R yo0 e Z X pp, =
’ R=7 <=1

Dans cette formule, chaque probabilité
. R e.,) est associée 3 1'immersion 3., du sonar
comme le montre la figure 3.

On obtient de m@me la distribution des
immersions optimales pour le sous-marin dans les
zones océanigues considérées et contre le sonar de
facteur de mérite ~, . Soit : ,

F A S T, - .
v(q,) = (M q,' 5 R E, R ey 32” % 9,
avec 3
Ak o
v‘q‘_’;o et f?{‘q"=7
5; R ’.=1 ;1
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Ltensemble formé par les valeurs typiques
de &7 : (Min 2, yo &, (Max 5, ) ainsi
gue les deux distributions d'immersions optimales,

@ (~.) pour le sonar et 7 (9%) pour le sous-marin
fournit un panorama quantitatif préeieux pour 1l'éva-
luation des performances du sonar, sachant que ce
dernier est utilisé au mieux des condit ions bathy-
thermiques et en observant que ces performances ne
pourralent qu'®tre meilleures si le sous-marin ad-
verse exfcute une manoceuvre en immersion différente
de sa tactique optimale.

En se placant au point de wue du cosstruc-
teur du sonar, on peut ébtendre la recherche dans
une perspective de collt—-efficacité .

Les valeurs typiques de #, ef les disbri-
butions & et 3 obtenues sont lides & un couple:

{Facteur de mérite du sonar, immersion maximale du
sonar).

On peut donec étudier 1'évolution de &, , de
¢ et de 3 en fonection du produit cartésien
{ /7 X 3, )}, sachant que le cofit de construction du
sonar est une fonction monotone non décroissante
de Fu et de 3. . Si l'on se fixe un niveau de
performance minimum tel que :

R, 5 R, = valeur fixee
Mir @; >y R, = valeur fixée,

il est possible de déterminer le couple { A, Jeu, )
qui rend minimum le cofit du systéme tout en satis-
faisant les indgalités choisies comme contraintes.
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On obtient de plus la distribution des immersions
optimales du sonar ainsi défini et d'intéressantes
indications sur la gamme d'immersion dans laquelle
évoluera le sous-marin adverse,s'il choisit de
manoeuvrer essentiellement en vue de minimiser ses
chances d'8tre détectd.

Considérant le probléeme dual du construc—
teur de sous-marin, les chiffres obtenus sur les
immersions opbimales et par conséquent sur les
immersions extrémes d'un sous-marin destiné 3
affronter une classe donnée de sonars, peuvent 8&tre
également précieux dans une perspective de coflit—- .
efficacité, Il serait par exemple possible de fixer
un pourcentage seuil associé A une immersion extré-
me telle que le sgous-marin puisse jouer l'immersion
optimale dans une proportion de situations attei-

t
gnant le seuil fixé. Lg déterminatien de 1'immersi

maximale du sous-marin serait alors obtenue en
résolvant en 4, :

= 2 gf = {seuil fixé) ¢ 1
j’: 7 -

M

A=

~N

puis en adoptant pour jz, =~ 1'immersion jz_

SCHEMA DE DEROULEMENT DES CALCULS

Avec un échantillon de bathys suffisamment
important pour lui attribuer une valeur significa-
tive, 1'ampleur des calculs nécessite le recours a
1'ordinateur, au moins pour certaines phases.

Nous résumons maintenant les principales
étapes de la recherche :

19} choix d'un échantillon de bathys et

pondération de celles—ci en raison de leur valeur
opérationnelle ;
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29) choix d'une classe de sonars possibles
facteurs de mérite et immersions maximales (1) ;

39) pour chaque bathy, calculer les fonec-
tions d'iso-atténuation (Cf. fig. 1) pour une gamme
de seuils et pour un réseau d'immersions du sonar
compris entre la surface et la profondeur maximale
{calculs & effectuer sur ordinateur) ;

4°) choix d'une classe d'immersion pour les
sous~maring adverses tels qu'on peut les prévoir
dans le cadre de l'horizon temporel ol le sonar 3
itétude sera lui-méme opérationnel ;

5¢) transformation de chaque triplet :
bathy - sonar -~ sous-marin en matrice de jeu en
utilisant les réseaux d'iso-~atténuation (calculs
exécutables sur ordinateur);

6°) choix d'un criteére et résolution des
jeux. Obtention de la distribution de = (et de
ses valeurs typiques), ainsi que des stratégies
optimales d'immersion & la fols pour le sonar et
pour le spus-marin.

La résolution d'un jeu matriciel {si 1l'om
adopte le critére de WALD - Von NEUMANN) est en
général trés vite impraticable & la main dés que
la matrice a plus d'une dizaine de lignes et de
colonnes. Pour procéder & une analyse fine sur un
échantillon étendu, l'ordinateur s'impose encore
pour cette phase de calcul. D'autant plus gu'il
existe soit des méthodes rigourecuses (réduction de
la résolution d'un jeu & un programme lindaire),
soit des méthodes itératives approchées, tres rapi-
dement convergentes vers la valeur du jeu &Y et
assez rapidement convergentes vers les stratégies
optimales.

(1) Celles~ci peuvent &tre, soit 1'immersion criti-
que fixée par le milieu, soit une immersicn
moindre retenue par exemple pour tenir compte
de contraintes technologiques.
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Une des plus simples d'entre elles {dite du
jeu fictif) due & G.W. BROWN et J. ROBINSON (1951,
Réf. V et VI) se préte particulidérement bien & la
programmation.

7°) exploitation des résultats dans une
perspective de collt—efficacité, soit en se placant
au point de vue ASM (sonar), soit en se plagant au
point de vue d'un programme de sous-marin.

7.- STABILITE DE CERTAINS RESULTATS OBTENUS

Un certain nombre de calculs, identiques &
ceux dont on vient de donner le déroulement schéma-
tique ont été effectués pour un lot de bathys atlan-
tiques (1).

Dans une tres forte proportion des cas, les
jeux traités présentent un point d'équilibre, c'est-
a-dire que suivant le critere de WALD - Von
NEUMANN, les stratégies optimales pour le sonar et
pour le sous-marin se réduisent 3 une tactique
pure. En d'autres termes, il existe pour chacune
des situations présentant un équilibre, un couple
d'immersions 37 eb 37 pour le sonar et le sous-
marin respectivement, tel que

Maxi Min #,.. = Mini Max &, ..
. . —{’ < . _‘;
< Fi 7

Dans le cas ol il n'y a pas équilibre
"strict", on constate le plus souveunt que les deux
valeurs du Maxi Min et du Mini Max sont tres
voisines.

{1) Etude effectuée pour la Direction des Construc-
tions et Armes Navales {(Laboratoire D.S.M.
du BRUSC).
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L'existence de tels équilibres renforce
1'intérét pratique de la notion de jeu que nous
proposons d'introduire & la fois pour définir un
niveau souhaité de performance et pour minimiser
le collt & consentir pour atteindre ce niveau. En
effet, on peut s'interroger sur la stabilité des
résultats obtenus, compte tenu du caractére parfois
subjectif des hypothtses gue 1l'on a dft formuler.

Or, on sait que dans le cas d'un jeu présen-
tant un point d'équilibre, on peut bouleverser
profondément les quantités figurant dans les lignes
et les colonnes de la matrice {(ou utilités) sans
changer les tactigues optimales, & condition que ce
bouleversement n'altere pas l'ordre relatif des
utilités {Valeurs Numériques Vﬁ3ﬁ~ des matrices).

En d'autres termes, les fluctuations sur
les valeurs de Rog; peuvent altérer la valeur ~J
de jeu, maig ne changent pas les deux immersions
optimales 37 et 377 (jeu avec équilibre)} chague
fois gue ces variations respectent la relation
d'ordre gque 1'on peut établir entre les valeurs
de %o, .

On rappelle également gue pour um jeu ne
présentant pas de point d'équilibre, toute trans-—
formation monotone positive de l'ensemble des &,
laisse invariantes les stratégies mixtes optimales.

Cette propriété est évidemment plus restric-
tive que celle du simple respect de la relation
d'ordre applicable aux jeux avec équilibre strict.

Les propriétés de stabilité montrent que
les conclusions tirées de la résclution d'un jeu,
peuvent &tre plus robustes qu'il ne semble de
prime abord en songeant aux hypotheses, aux incerti-
tudes sur la nature physique du probléme, aux
erreurs d'approximation, etc.

La stabilité des solutions des jeux décou-
verte sur un lot de bathy atlantique,nous a conduit
& examiner de facon plus approfondie la structure
des courbes d'iso—-atténuation en fonction de 1'im-
mersion du sonar.
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A bitre illustratif, nous donnons gquelques
échantillons de courbes correspondant & un seuil
dtatténuation fixé & 100 dB (Cf. fig. 4, 5, 6, 7).

Les trois premiéres figures présentent un
point d'équilibre tandis que la guatridme n'en
présente pas.

ETUDE _DES FONCTIONS Rp - £(2. 2. /4)

Nous rappelons que les matrices /A,
des jeux ne sont qu'une approximation discréte des
fonetions R, - f(3. .73, -/4) »

Il est donc normal de considérer les fonc-
tions /l3..3s) si 1'on souhaite discerner les
raisons pour lesquelles on observe aussi fréquem-
ment des points d'éguilibre ou "cols™ {1).

Encngons deux théorbmes sur lesquels
s'appuie notre investigation :

THEOREME A : (M. SION, C.R. Acad.Sciences, t. 244,
p. 2120, 15.4.1957). (Cf.aussi

Seit # et ~ deux espaces convexes et
compacts non vides, et f/«,v) une fonction numé~
rique définie sur ~~»v telle que pour chague
vew, f(«,») est semi-continue supérimremeni et
quasi concave, c¢'est-a-dire 1'ensemble fe: fluyv)s 2}
est convexe pour tout 2 réel ; pour chaque

&M, f (s, V) est semi-continue inférieurement
et quasi convexe, ¢'est-h~-dire 1l'ensemble
{viflwa.v)s 2} est convexe pour tout a1 réel.

On a alors

Max Min g/« v) = Min Max g/, »)
LwEM VN VEN uem

{t1) Souvent aussi appelé "point Selle".
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Rappelens qu'une fonction 4/ est semi-
continue supérieurement (inférieurement) en x si,
et seulement si 3 '

e:: £(x) s/’/x,,),-("‘*" /(x)>,f(x;))

x.’xo x—’x,

Une fonction 4 est semi-continue sur »
si elle est semi-continue en chaque point de » .

Appliquons le théoréme de M. SION an dusl
sonar - sous-marin. A cet effet, posons :

Je = A et Je = v
{pour une bathy donnée et un seuil d'affaiblisse-
ment maximum admissible de 4, ).

Le jeu admetira un point d'éguilibre si,
pour toute immersion 3, - _« du sonar {avec « <z ., )
la fonection £ (7, . 3.:.)de 3, est semi-continue
inférieurement {a fortiori si elle est continue)
et quasi convexe et si pour toute immersion 3 -»
du sous-marin ( v¢ 3z,, ) la founetion S35 3, -v)
de 3. est semi-continue supérieurement {(a foriiori
si elle est continue) et quasi concave. Par exemple,
sur l'intervalle fermé /o, 3,,] toute fonetion
numérique R, -p (3, ; 5. - «) décroissante de O 3 une
valeur 3. < 3,, et croissante de 3, jusqu'ad 7,
est quasi convexe sur l'intervalle /[, 3.7 -

Or, le graphe représentatif de f/z ; 2 .
n'est autre gue la courbe d'iso-atténuation corres-
pondant & une bathy donnée pour un seuil d'affai-
blissement de 4 et une immersion .. du sonar.
L'examen des propriétés de semi-convexité peut
done s'effectuer de fagon trés simple sur les dia-
grammes dYiso-atténuation.
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L'analyse des diagrammes de 1'échantillon
de bathys atlantiques considérées, montre que les
conditions d'application du théorime de M. SION
(pour tant trés général), ne se trouvent pas remplies
au sens strict.

Toutefois, on peut observer une tendance
vers ces donditions.

' En particulier, pour les immersions profon-
des de "C" (3. — 7.,) les fonctions £(3,; jo =)
sont tres seuvent gquasi convexes, et lorsgu'elles

ne le sont pas sur tout l'intervalle /o 3., 7 ,
elles le sont pour un intervalle/o 777 (avec

42 < Gem ) contenant un point gr correspon-
dant au minimum de la fonction £/7: . Fc = «) .

Cette tendance & la quasi convexité est évidemment
un facteur favorable & l'apparition de points
d'éguilibres alors qu'un mélange de fonctions
convexes et concaves serait au contraire un facteur
tres défavorable.

Le théordme que nous énongons mainbtenant
permet d'approfondir les conditions d'apparition
d'un équilibre :

THEOREME B

19) Définition
Soit f/x,y) une fonction numérique défi-
nie sur x.v . Un point {=x,, 4, } avee x, € X

et 4, e ¥ est un poinit selle de ¢ si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

f0x. %) ¢ P(x. %) , Vxr € X

f(xo;go) 62//3:::, g) ) Vg e Yy

(On rappelle que cette définition ne coincide pas
avec le ceoncept utilisant le mdme vocable en géo-
métrie différentielle).
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20) Théoréme
Seit ffo, ¢) une fonction numérique sur

X<¥, (x€X, gey) « Supposons de plus que :

Max Min g (x, 4)
XEX yEy

et

Min Max f(x, 4)
g€y x € X

existent tous deux. Alors, la condition nécessaire
et suffisante pour que :

Max Min pfrx,y) = Min Max /4 (=x.,¥4)
x€x g€y gy x€y

est que g o, ) possede un point selle.

D'aprés le théortme B, l'existence d'un
équilibre au sens de (Mexi Min ¢ = Min Max ¢ )
est égquivalent & 1'existence d'un couple d'immer—
sions 3. {sonar) et 7~ (sous-marin) tel gue :

/{50 ’ '7;) € /(3:’ g:) $ f(gc""”") .

Cette condition est illustrée par les
figures 4, 5, 6. En opposition, on voit clairement
sur la figure 7 pourquoi le jeu eorrespondant ne
posséde pas de point selle {ou équilibre).

En d'autres termes, il y a éguilibre chaque
fois qu'une courbe d'iso-atténuation correspondant
& une certaine immersion 3° du sonar est telle gue
son minimum minimorum #/3.= 37,3 ) correspendant i
une immersion j5° du sous-marin est supérieure au
peint{ g’ fr3z, 37)} toute les valeurs prises par
£05./5=3") (ce. Fig. 4, 5, 6).
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Dans ces conditions, il est évident que la

valeur de £/32,3 )= #n £(35, 35) supérieure &
toute valeur de g3 37) est a fortiori supérieure
& toute valeur de #» £ (3., 3,) » puisque V3.,

Hin £03..3:) € F (3:.37) . pa valeur

£OI0 . 3%) est donc bien un {(Max Min) de la fonc-
tion 43, 3,). Je %

11 est aisé de repérer sur la figure 7
{jeu sans équilibre) la position du Maxi Min qui
se trouve dominée, ou"recouverte" si l'on utilise
upe locution intuitive, par différentes valeurs de

£ 3+ % < 3 )

Lt'ensemble des observations précédentes ne
permet pas de formuler une conclusion mathématique
rigoureuse. Toutefois, on peut dégager des tendances
ayant une valeur explicabive :

Lorsqu'on immerge de plus en plus profondé-
ment un sonar, les courbes d'iso-atténuation, sans
gue l'on puisse parler d'une dominance, au sens
rigoureux de la théorie des jeux, tendent & se
relever et & dominer au moins localement la plupart
des courbes correspondant & de moindres immersions
du sonar. De plus, nous avons également observé la
tend ance de ces courbes vers une siruecture convexe
ou quasi couvexe, de sorfte qu'a partir d'une certai-
ne immersion, leumvaleurs minimales augmentent de
facon monotone.

Dans ces conditions, il est clair gque, au
fur et & mesure que se relévent les courbes d'iso-~
atténuation aveec l'immersion du sonar, il est de
plus en plus fréquent que la position du maximum de
ces minima soit "dégagée", c'est-a-dire ne soit pas
"recouverte” ou dominée par des valeurs de la
fonction # correspondant & des immersions moin-
dres, ce qui counstitue une condition nécessaire et
suffisante pour 1'existence d'un point d'équilibre.
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A la limite, une telle configuration se
trouverait toujours réalisée, si la courbe d'iso-
atténuation correspondant par exemple & 1'immersion
critigue se trouvait domimer toute autre courbe
d'iso-atténuation, au sens rigoureux de la théorie
des jeux.

Or, dans 1'échantillon que nous avons étudié
nous n'avons jamais observé une dominance aussi
nette.

Le phénoméne complexe échappe donc % une
théorie élémentaire rigoureuse.

Il n'en demeure pas moins que les tendances
mises & jour sont suffisamment explicatives pour
justifier le point de vue que la remarquable sta-
bilité des résultats observés {fréquence troes
grande des situations d'équilibre pour un échantil~
lon étendu de matrices), repose sur les phénomdnes
physigues associés & 1l'immersion profonde du sonar.

La démarche & la fois mathématique et heuris-
tigque que nous venons d'esquisser, renforce ltes-
poir dlobtenir au moyen de l'immersion profonde
des performances fiables ; ce terme étant entendu
au sens large dans une acception & la fois techni-
que et opérationnelle,

Bien entendu, la "fiabilité" telle gue vous
1'entendons n'implique pas gue les portées de détec-
tion pour un sonar donné soient sensiblement
constantes en dépit de circonstances trés changean-—
tes. Cela signifie seulement que, lorsque les condi-
tions physiques d'environnement sont connues, le
sonar & immersion profonde peut, de fagon silirve,
s'adapter au maximum aux conditions du moment y
compris le comportement et la tactigue du sous—
marin adverse. On peut alors définir un comporte-
ment optimal & la fois pour 1l'immersion du sonar et
pour l'immersion du sous-marin, calculer les portées
de détection correspondantes et donner leurs valeur$
extrémes dans l'hypothése de non comportement opti-
mal de 1'un ou de l'autre des adversaires.
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9.- CONCLUSIONS

Bien des généralisations, compléments,
raffinements, pourraient &tre apportés aux éiéments
méthodologiques qui viennent d'8&tre décrits.

Le cadre limité d'un exposé ne permet gudre
de les aborder. Bornoas-nous donc i enénumérer
quelgues-uns. '

Sur le plan des hypotheses, il y aurait lieu
par exemple de tenir compie, non seulement de
1'immersion du but, mais de ses tactiques possibles
dans un espace : immersion - inclinaison -~ assiettie.
En se plagant au point de vue du sonar, il pourrait
étre avantageux pour un sonar ayant la possibilité
de descendre & grande immersion, de procéder dune
séguence d'émissions & différentes profondeurs
avant de gagner 1l'immersion optimale, de fagon &
couvrir le contour supérieur des courbes d'iso-
atténuation (Cf. fig. 4, 5, 6 et 7).

Cette procédure suggére, sur le plan mathé-
matique, de considérer, non plus des jeux classiques
ayant en guelque sorie un caracteéere statique, mais
par exemple, des jeux récurrents (incluant d'ailleurs
comme cas particulier les jeux stochastiques). Cela
permettrait d'introduire & la fois des séquences de
"parties" d'un jeu complet et les variations aléa-
toires qui peuvent s'introduire d'une partie a
1'autre. La résolution de tels jeux n'est générale-
ment pas aisée. Il serait intéressani d'aborder ce
type de problémes en copnexion avec les programmes
linéaires stochastiques (Cf. Réf. VIII) correspon-
dants & dont on connait d'ailleurs la grande comple-~
xité. Les méthodes de simulation sur ordinateur
permettraient sans doute dtaboutir & des résolutions
effectives au moins approchées et d'apporter quel-
ques lumidres théoriques en vue de dégager des ré-
sultats asymptotiques.
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Toutefois, les recherches que nous avons
effectuées dans plusieurs directions, semblent
montrer qu'il y a guere de demi-mesure. Ou bien on
est satisfait avec la méthode élémentaire faisant
1'objet du présent exposé, ou bien on est conduit hdes
raffinements complexes gui exigent d'ailleurs de
procéder préalablement 2 une analyse opérationmelle
serrée des possibilités et du comportement des
adversaires.

Il semble donc raiscnnable, du moins dans
une premicere approche, de tirer le meilleur parti
possible du concept du jeu au sens classique, en
s'efforgant de dégager sur un large échantillon
(judicieusement pondéré) des conditions bathyther-
migques, des conclusions simples, utiles 3 1la fois
pour les services techniques, pour les Etats-
Majors et pour les consiructeurs de sous-marins
et de sonars.
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