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RESUME

Les distributions de Schwartz aléatoires sont ftudides
par la convolution généralisée au moyen de leur régularisée. La
valeur moyenne ¢! la covariance sont définies comme des dis riva-
tions et leurslois de transformation sont établies, l.a théorie est
appliquée zux processus ponctuels considérés comme sommes de
fonctions . La covariance et llinter-covariance sont ici des
mesures identifiées, & des constantes pris, 2 la mesure condition=-
nelle donnant la probahbilité d'arrivée des instants du processus,
sachant que liorigine choisie cofncide avec 1'un de ces instants,
‘/ne méthode de mesure expérimentale des covariances et inter-
covariancesg, dont le principe découle directement des cilculs, est
décrite, Des applications & 1'¢tude des processus & temp= mort
engendré¢s par des discriminateurs, et des phénom:nes de temps
de vol,sont présentds,

ABSTRACY

Random processes, which are Schw rtz distri-utions,
are studied by smooti:ing, using the generalised counvolution, e
mean value and the covariance are defined as distributions aad their
transformation laws are derived, . he theory is applied to point
processes, considered as sums of‘S functions, flere te covari.nce
and cross~covariance are measures, identical, to within constants,
to the measure which gives the conditionnal occurence probability
given that an event occured at {“e¢ origine., o experimental me.su-
rement technique of the covuriznees is deduced from t'e thcory,
Applications arc sown to dead-time processes geuverited by dis~
criminators and to time of {lig™t type processes,
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THEORIE CONVOLUTIVE DE LA COVARJANCE CENERALISEE,
APPLICATIONS EXPERIMENTALES,
G. Amsel, R. Bosshard, %, icausch, M, Sauce et C, Zajde
A AR IR

INTRODUCTION

L'expression E [X(tl) X (tz)] n'a de sens que si X (t) est

une fonction aléatoire srdinaire, La formulation de la théorie de la
covariance basée sur cette expression ne peut donc conduire a ex-
primer rigoureusement des notions telles que la ''corrélation
microscopique', Cependant une fonction aldatoire (f.a,) a corrélation
microscopique, ou ""bruit blanc' se définit fort bien dans le domaine
du spectre de fréquence comme ayant un spectre uniforme, Nous
savons que d'apres la théorie des distributions de LI, Schwartz,
I'image dans le domaine temps d'un spectre uniforme est l'impulsion
de Dirac . Il est donc essentiel, pour garder a la notion de co-
variance toute sa généralité, d'exprimer sa d¢éfinition dans un lan-
gage qui donne un sens a une covariance $ ou plus généralement a
une covariance distribution, Dans ce cas, chaque réalisation du
processus aléatoire X (t) est elle-m&me une distribution (d, a),

Le but de ce travail était d'élaborer un tel langage, en n'ayant
recours qu’ad des notions mathématiques aussi simples que possible,
de facon 2 rendre la théorie accessible a une large gamme de spé-
cialistes (physiciens mais aussi électroniciens, etc,.). C'est pour
cette raison en particulier que nous limiterons cet exposé essentiel-
lement au domaine temporel, D'une part, en effet, l'analyse harmo-
nique de tels processus a atteint un grand degré de perfection, et
nous n'avons pas & l'aborder ici, D'autre part, il est souvent possible
de rester entierement dans le domaine temporel. aussi bien sur le
plan théorique que sur celui des mesures. La géndralisation des
techniques 2 impulsions aconféré depuis deux décennies une impor-
tance particuliere aux études temporelles et a montré que l'analyse
harmonique ne permet pas toujours une caractérisation simple de
phénomenes tels que les {tats transitoires, Ainsi. dans certains
domaines, comme la détection des particules par exemple, les
études en fréquence ont eu tendance, ces dernic¢res années, A passer
au second plan, Par ailleurs, des instruments nouveaux ét, en parti-
culier, l'oscilloscope & échantillonnage et les codeurs rapides de
temps, permettent d'effectuer des mesures temporelles dans le
domaine subnanoséconde, ¢quivalent au gigacycle, qui auraient 't
impensables il y a quelques années encore, .'est pourquoi il nous a
semblé utile de mettre & la portée des spécialistes de tels domaines
une théorie dans le langage temporel, :lette théorie est basde sur
l'utilisation systématique de la convolution, ce qui confiore 3 la
formulation un aspect particulitrement intuitif, Liexpos¢ sera
limité pour cette raison la plupart du temps, au cas stationnaire,
dont le traitement par la convolution est relativement simple.
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Dans la deuxieme partie de ce travail nous appliquerons cette
théorie aux processus ponctuels et nous montrerons comment, dans
ce cas, ces notions peuvent se préter 2 des mesures directes, les

. . 3 ~ . 0
principes de ces mesures découlant logiquement de la formulation
choisie, Quelques applications vont illustrer ces iddes,

Les distributions aléatoires ont été considerées des 1953 par
Mourier et Fortet [lj et par Cuelfand [2] Un traitement détaillé et
tres approfondi en a eté donné récemracnt par '%Sonnetl:Bj. Cet auteur:
a adopté le formalisme de Dirac pour exposer sa théorie ; il accede
ainsi a un langage trts puissant, permettant de traiter le probleme,
dans les cas stationnaires ou non, De plus, la symétrie entre la
représentation temps et la représentation fréquence se trouve ainsi
parfaitement conservée, par recours a la théorie généralisée de la
transformation de Fourier. Les propriétés spectrales peuvent
recevoir de cette facon un traitement particulierement complet.
Cependant le formalisme de Dirac comporte l'inconvénient d'8&tre
d'un accvs difficile 3 ceux qui ne sont pas familiers avec la mécani-
que quantique, En optant ici pour l'utilisation systématique de la
convolution généralisée, nous ¢établirons les résultats dans un langage
plus simple, mais aussi dans un cadre plus restreint,

I - THEORIE GENERALE

Nous utiliserons la notation de Schwartz A (,D> pour une
distribution agissant sur une fonction de base © = Ce (t)  de
l'espace o , indéfiniment dérivable et & support compact. Nous
donnons en appendice quelques propric¢tés particulieres, la théorie
des distributions ¢tant exposée par Schwartz dans les références[4
et [5] que nous citerons ci-apres par (S 1), (S 2) et (S M), Observons
que {3 M) contient la plupart des notions requises ici, et est d'une
lecture plus facile que (S 1) et (S 2). Dans la mesure du possible
nous donnerons les conditions dl'existence etc,., des expressions
qui seront manipuldes ici ; dans certains cas. cependant, les calculs
nécdéssiteraient sans doute des justifications plus rigoureuses,

A - DEFINIUIONS B0 PRINCIPES

X (t) est une distribution aléatoire (d.a.) si chaque réalisation
du processus X (t) est une distribution, Nous ne considtrerons, pour
simplifier, que le cas réel,

Notre formulation est entitrement construite sur la régulari-
sation de X (t) par une fonction de base, par la convolution généra-
lisée

§<t):x(t)*f<z) (1)
178




9/5

~~

X (t) est donc une fonction aléatoire (f,a.) ordinaire pour tout e

dont chaque réalisation est indéfiniment dérivable., Les procédés

de régularisation sont-examinés dans (S 2) p. 22 et (S M) p, 128,

On trouvera dans l'appendice‘l le lien avec d'autres fagons d'aborder
le probleme, Notons que ce procédé a un sens physique précis,
puisqu'il congiste & filtrer X (t) par un filtre bien choisi.

. On dira que X (t) est stationnaire (ou stationnaire d'ordre 2)
si X (t)'est pour tout “6 . On astreindra dans ce cas les réalisations
de X (t) a 8tre des distributions bornées (voir appendice II),

L'extension des notions de valeur moyenne et de covariance
a2 X (t) sera obtenue par le procédé classiquerpent utilisé par Schwartz
qui consiste 3 calculer ces parametres pour X (t)lorsque X (t) est
une fonction et & prendre ces formules comme définition, lorsque
X (t) est une distribution.

Exemples : Soit §ti(“ un processus ponctuel,

X (t) =Z§t_ (2)

est une mesure aléatoire et on peut montrer que cette mesure existe
si et seulement si i t, } n'a pas de point d'accumulation,en d'autres
i ,
termes, sitout segment fini ne contient qu'un nombre fini de t.
. i
(tout au moins avec probabilité’)l

Alors l Z.(Ft—-t) (3)

puisque . *if (t - a)

a) Valeur moyenne

Pour X (t) stationnaire ou non, si X (t) est une f,a,

E[ ;((t)]l - E [_&F (t) % (t)]

1l
~
X
=
AR |
>
“J

On deflnlra donc i) [X tﬂ zomme une distribution déter-
minée par

E [X (t) }x-‘-F =B X (t)» t]: E[X (t—-)] (4)

pour tout ‘}0 . Cette opération a une solution J_[X (t)_] et une seule,
qui est une distribution bornée (voir appendicesl et II),
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L3

Sxemple : On sait i ft t de Poisson, avec densité A (t), X (t)
Exemple n sait que 51§i§) est de Poisso vec de éAN(t), X(

défini par (3) a pour valeur moyenne [6:] :

el X®)] = 2o * @)

E[x () =4® (5)

La densité apparaft donc comme la valeur moyenne de la mesure
aléatoire X (t). Il est remarquable et fort satisfaisant que cette
valeur movenne soit une fonction ordinaire. Observons que cette
formulation clarifie déja la notion de fonction d'illumination d'un
scintillateur bombardé par des particules ; en effet, cette fonction
peut a la fois &tre considérée comme la densité dd processus de
Poisson qui régit 1'émission des photons et comme la valeur moyenne
du signal obtenu avec un photodétecteur idéal,

donc, par (4)

i

Notons que pour uh processus stationnaire

1 [x(t)J - CG =X et, comme 1 % P(t) =jf§z{ (t) dt
T =5 [ X (6)%P(t)] /j*?:o P ()dt (4 bis)

pour toute fonction de base a intégrale non nulle,

b) Covariance

Considérons d'abord X (t) comme une f.a. La formule de
transformation par filtrage s'écrit, dans le cas stationnaire Eé]

% (& ~06") jj%& w) e’-w’)c w-u' dacﬁuf (6)

Il est aisé de montrer que, avec & - 6 T

c}z(z):cx(f)*qi* -c) (7)

Ce qui est la formule de transformation générale d'une
covariance par filtrage,équivalente par ailleurs & la formule clas-
sique. pour les spectres :

Y20 = Y ()]G |? (8)

X

On prendra comme définition de CX (T), lorsque X (t) est

une d.a., llexpression (7). La régu’iarisation par une fonction de
base étant une application bilinéaire séparément continue (82 p., 23,
théortme XII) et \f (t) 2 ‘70 (~t) étant une fonction de base, (7)
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définit bien une distribution unique si elle existe, Bien entendu-
on calcule le ler membre de (7) par

C:)E(T,) = E [}Z(t) EZ(t +‘C)J. -ﬁz[i(t)]} 2

Exemple :: Pour X (t) défini par (3) et t tii de Poisson stationnaire
de densité X , on sait que [6] . :

=X Q(T)% @ (T

Donc par (7), 5 étant 1'élément unité pour la convolution :
Y (9)

Ainsi se trouve exprimée de facon rigoureuse la notion de
corrélation microscopique caractéristique des processus de Poisson,

c) Inter ~ .covariance

On peut étendre a l'inter ~ covariance la mé&me procédure,
en substituant 3 X (t) et Y (t) leurs régularisées

X (t) *c_P etY Y(t)*'—t—’(t):

Cs @) =Cy (T cp(-Z)erLe(th) (10)

ol on note C}E;(f)“—‘E[ (t)Y(t +T] >—-E[X(t)jE[f tﬂ

d) Propriétés des covariances et extension & des fonctlons
de base plus générales

Les propriétés de C (T) peuvent &tre déduites de 1'exposé
trés-puissant de Schwartz~ (S 2 p, 130) sur les distributions de
type positif, Rappelons que la covariance ordinaire C (T,) est de
type positif, c'est-a-~dire que

N ~(t.~-t )Z.  Z. t : i
= C < (j k) j Zk >/ O  pour tout Zi complexe, Ceci

entrafhe G- (o) } O et l C

< o (f)l L C % (o) , propriétés

X

fondamentales, Par une extension de cette définition Schwartz
appelle distribution T de type positif et note T >> O toute distribu-~
tion T telle que pour tout \70

T-x-(70(’(,)9<-<70_(~7:)l..(::o ST (TxPrPT, O
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On voit donc que CX (T) >> 0.

Ces formules contiennent toutes les propriétés de CX (T),

dont nous citerons les plus importantes sans démonstration, renvoyant

a Schwartz,

C.,(T)=cCc_(T) ouD désigne la distribution symétrique

de D par rapport & l'origine (vois appendice III),

- CX (T) est une distribution bornée

- Tout C_ (T) est limite de fonctions de base Cf>>0
X . A

~ La convolution de deux covariances C et CY existe et

X

est bornée si CX et CY € o' LZ , soit si CX et CY sont

sommes finies de dérivés de fonctions de carré sommable ou
encore si leur régularisées sont de carré sommable (voir appen-
dice II).

- La convolution d'une covariance CX, seulement bornée,
/

avec CY existe si C. € 08 Ll soit si C\/’ est somme finie de
dérivéesde fonctions sommanbles ou encore si CY%LP (t) est une
fonction sommable,

Ajoutons le théortme généralisé de Bochner (S 2 p, 132
Théoreme XVIII) selon lequel pour que T ») O, il faut et il suffit
qu'elle soit transformée de Fourier dl'une mesure )/O a4 crois-

sance lente, Ce théoreme est la base mé&me de l'analyse spectrale
de covariances généralisées,

Dans les formules(l))(‘})et(‘?[)les fonctions de base SD (t)
étaient & support compact, Cette hypotheése restreint le domaine
d'application de la formule et exclut en particulier le cas de filtres
physiquement réalisables 4 réponse indéfiniment dérivable, tels
que les filtres composés de cibles non idéaux. On peut lever cette
restriction en introduisant des fonctions de base oL (t) indéfiniment
dérivables a décroissance suffisemment _rapide a 1'infini pour
préserver le caractere stationnaire de X (t) . Comme X (t) a été
restreinte a des réalisations bornées, on demandera que la régula~
risée le soit également, Il faut pour cela que o (t) et toutes ses
dérivées soient intégrables, soit o& (t)€ cBLl (voir appendice II),

Alors oL (t) % oL (-t) est aussi dans of Ll' Ainsi (4) et (7) ont
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un sens lorsqu'on remplace <P par ol puisque E [X (t)] aussi
bien que i@'.TX (T ) sont des distributions bornées, comme onl'a vu,

B3 - OPERATIONS SUR LES d.a.

a) Combinaisons linéaires

On voit aisément que la prise de la moyenne reste une optra-

tion linéaire. Pour la covariance on a

c@X:.. (EZCX (12)

. . = -I- - - N
Cyty cX+cY Cyy ¥ EJ_YX (12 bis)
On a aussi U'l"X = CX\; (13)

b) Filtrage généralisé

Un filtre généralisé a pour réponse percussionnelle une
distribution certaine D, Si le filtre obéit aux relations causales,
D aura un support limité a3 gauche. Pour que le filtrage d'une d.a,
stationnaire par D)

Y () =X (1) ® D (14)

reste stationnaire, D doit satisfaire a certaines conditions. En
particulier pour toute distribution S bornée il faut que S # D
existe et soit bornée, Pour cela il suffit que D E o@"Ll (voir
appendice II), alors

v ) = (XM xD)x P

Or on sait que si X (t) est bornée et D E@'Ll “cela entraine l'as-

sociativité de la convolution (S 2 p. 68).
Donc v (t) = X (t) » (D tp(t)) (1)

or I % P (t) est dans 08L1 (voir appendice II), On peut donc,

comme on l'a vu, appliquer (4) et on a pour la moyenne :

E[Y (t_,‘],,.if(t) E fx ()% (Da* ap(t))]
e[ x (tﬂ x D 2P(t)
d'ou E[ (t):‘ B [ X (tﬂ x b (16)
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Ainsi "on peut sortir ) du signe I [ ]",donc prendre la
moyenne avant ou apres filtrage.,

Dans le cas stationnaire on a, posant Y 2R [Y t\]

TeX1x0 =% <n, 1) (17)

< 3, 1> est Uintlgrale de D, Cette intégrale existe précisement
parceque € oD 1 (S 2p. 53).

La covariance se calcule en appliquant (/). On a ici (en

omettant T et notant oC( - T ) =l ) par (15 ))posantd/ IJ*K/D

e - ol ol =(C (D > *
: X%ol X “x % P D f)

puisque oLéoBLl. Donc si le produit est associatif :

DT O ® Do D 2 P P or
DI Coove P P
diou CLom Oy ¥ DxD (18)

vette formule est fondamentale, puisqu'elle généralise (7) a
un filtre-~distribution quelconque, L’existence du produit triple est
dtalilie si D% U E oﬁ" I comme on l'a vu, On montre dans

4

I'appendice 111 que cela implique . )Eqﬁ' , ce qui est précisément
l'hypothese ddéja postulée olus haut, pour préserver la stationnaritd,
L'expression CO =D % D (19)

est la covariance canonique associ¢e au filtre 1i, <fest. en effet,
la covariance d'une d,a, a corrdélation microscopique filtrée par
1. Puisque par hypothise J€ oD

, . existe ;bien entendu

L1
>> O, Schwartz (S 2 p. 134 thdoréme XX) montre quiune distri-

bution est de la forme % i, (DEo@’I‘Z ) si et seulement si sa

i
transformdce de Fourier ¢st une fonction ; celle-ci est alors posi-
tive, Ceci explique bien pourquoi la manipulation des spectres est
dans le langage usuel plus facile que celle des covariances, puisque -
ces spectres existent comme fonction méme pour des & distribu-

tives, 2‘"11 exemple trivial est le "filtre résistance" D% n
o = ; ¢
Liintercovariance sc calcule & partir de (19) de la méme
facon, Un a avec . i = XI > Ul et > = f\z * UZ
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N
G . =G 26 DT b,
Y X - a 20
Lo X, X, 1 2 (20)
En particulier ''l'auto ~intercorrélation' de X (t) avec
Y (1) = X (t) % D s'éerit :

CXY = CX > D (20 bis)

formule diimportance centrale pour la mesure expérimentale de
, comme on le verra. On peut aussi considérer : ) (t) = X (t)—)(-l,)l

)

et v (t) = X (t) 2 .UZ ; alors

2
C ¢ T {':X X 'E’JT% 5,2 (20 ter)
1 2
c) I'xemples de {iltres distributifs /
1) Ligne court circuitée idéale A
T H,l ' l
Sa -

(;O:(g'— gA)—x—(g—*g_A):ng a &A (21)

o : < Cova
Giest la formule des interférences qui s'écrit encore en

langage usuel

CH(TY=2(T) -~ (T~4)-o(T+A4) (21 bis)
el a été appliquée systématiquement a 1'éiude des amplificateurs a
impulsionscomportant des lignes de mise en forme en court-

circuit [ 8] ra figure 1 montre un exemple typique de mesure
interprétable par la formule 24 bis, rc¢alis¢e dans le domaine

temps, dans la région de la nanosocond(*.[*]

2) Ligne désadaptée g - %>%Z impdédance
' caractéristique.

entrée haute impddance

o0 g
- E: n e
o= a
g o) . naAa }.L

Le calcul montre que

¢ o=t [‘J" 'i“éj

o 1-~a
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3) Dérivation

/
L= Cg on a (appendice 1II) 1 = - 5 !

Cette formule s'exprime classiquement par

d2 (e
o Sz o
S (T) = - ‘““*‘"'"2‘ pour la dérivation
n ne traitera pas ici. dans leur géndralitd, les filtres
aléatoires ; ceux-cl ont fait I'ohjet diune ¢tude ddtaillée par

onnet [9]

d) ‘alcul des covariances par passage a la limite

Lorsque l'existence de -,‘\, (T ) est établic on peut utiliser

la formule (/) pour calculer la covariance par passage 2 la
limite, ¥n effet, en vertu de la continuité du produit dé composition
les régularisées d'une distribution 5. S ¥ HD tendent vers S
J
lorsque les L}D tendent vers g (S 2 p, 22) dans l'e¢space des distri-
]

butions, Jn a donc, au sens des distributions

Iim ¢ 0 = O,
. X X
17?00 1
avec X, = X
Ve i * P, (22)

et Iim Q_/D = g\

i—=200

Ce procdéddé de caleul peut étre tres puissant mals il est
utile de '¢tendre 2 des fonctions régularisantes plus géndrales

que les &P (1),

Siol. (L)E D I 1 . la régularisée X x ol . (1) reste bornde
i . j

et d'apris Schwartz (S 2, p. £0) la convergence esl encore assurde
dans (22), Le calcul est ici plus facile, puisque of, () peut 8tre
par exemple une simple gaussienne,
tauvtre part. on peut utiliscer la formule du {iltrage (1) pour
caleater 70 L lorsquion connaf o = X X% i et .81 da
] J B J
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au sens des distributions. Il suffit pour cela que les Dj aient un

support contenu dans un compact f1xe (S 2, p. 13). La formule la
plus générale est la suivante :

Soit xJ.——-—-) X et Dj——ag
s01t Y. =  X. -X-,D,A. Alors
j J j

¥1m GY, = CX (23)
J oo J '

car la convolution est une opération bilinéaire continue si un des
facteurs garde son support dans un compact fixe (S 2, p. 13,
théore¢me V), Observons qu‘un choix tres utile de D, est celui du

rectangle ‘Rj de hauteur j et de largeur J 1. On sait que RJ - S

La formule (23) peut s'étendre & la formule (20 ter) en considérant
2 2 1 2

¥l = o et v = X %D Alors, 81 D, et D tendent
jTE R YT R T B Mlows, siDiet Dy
vers g lim lim C_1 _2 =C (23 bis)
. Y, X
k, j—2o i 'k .

Cette formule est & la base m&me des méthodes d'étude des
processus ponctuels sur les plans théorique et expérimental,

e) Intégration des d.a. et ergodicité

Nous n'evoquerons que tres brievement ces probleémes ici.
Si X (t) est une f,a,

1 T ‘ |
Ir =7 fo X (t) dt =My, <X(t)>

est une fonctionnelle linéaire, On peut écrire

IT = IT (t) [ t=o avec
1 ~ t + T
t) = — =

I (t) TJ} X (t)dt = X (t) % R, (t)
ol RT.~(t =%[‘, poﬁr o \<t { T et nul ailleurs (rectangle & droite
normé), Cette formule a un sens pour X (t) quelconque Si X (t)
n'est pas une f.,a., I_ n'a de sens que si X (t) est une mesure, Alors
IT (t) est une fonction et E [IT (t)] [ ]

en vertu de la stationnarité,
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De m&me G ; (t) = éI = CI (t) (o)
T T T
or CIT (t) = CX > R x R-

ce qui se calcule aisément, On sait que R % R est un triangle et
on retrouve la formule usuelle, appliquée ici a2 la mesure CX.
Ces formules sont le pointde départde 1"étudedes propriétés ergodiques
de X (t). Nous n'irons pas plus loin, mais notons que le chapitre de
S 2 consacré aux distributions presque périodiques contient les
bases d'une telle théorie, étendue aux d.a,

II - PROCESSUS PONCTUELS

A - GENERALITES

A toute suite de points aléatoire %t, R nous faisons corres-

pondre la "mesure canonique associée!'

X (t) :Sg (24

Cette correspondance présente des propriétés fort utiles

(t)

telles que si itll ;——-——~—> X, (t) et {tlz {’—-—-) X,

, (®)

1 2
alors it_ ZU{t_ % —3 X_ (t) + X
i i 1
ce qui ram®ne 1'étude d'une superposition de suites 3 celle d'une
somme de d.a, Par ailleurs, comme les sommes du type

iZ Lf (t - ti) s'écrivent X (t) 3 (.F(t), 1'étude des processus
engendrés par une suite i ti § se ramened celle de X (t), compt¢

tenu de la théorie du chapitre précédent, On voit ici que la formu
lation convolutive confere 2 X (t) un sens dynamique tres intuitif
en particulier X (t) est limite de ses régulariséespar des k70 (t)

1

lorsque Cfi — g

Pour assurer l'existence de X (t) nous admettrons que {t‘%
ne possede pas de point d'accumulation & distance finie (avec
probabilité 1), c'est & dire que tout segment fini ne peut porter,
pour chaque réalisation, qu'un nombre fini de points, Si X (t) est
stationnaire] elle est bornée et posseéde une moyenne et une cova
riance ; cette derniere est une mesure,

On peut introduire ici une catégorie de filtres aléatoires pa:r
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O

1'expression :

N (t)‘zz"g\t. * Dy

ou les D, sont des distributions aléatoires a décroissance suffisam-
1, \ .
ment rapide., Nous ne considérerons que 2 cas :

a) Di= qlg ou
| X, (0 - Zcii gti (25)

les C‘i étant des v.a. équidistribuées, indépendantes des 1:i et

entre elles,

. (26)
x =28

les a; ayant les m&mes propriétés d'indépendance que les 9; -

Ce filtre sera appelé 'filtre d'écho aléatoire', ou 'filtre de temps
", t bi t b le filtre D, = q

de vol On peut com 1ner'a) e ) par le filtre ; CI1 a . les
i

9, et a, étant indépendants.

Par définition les divers parametres associés 2 un processus
ponctuel seront ceux de la mesure canonique X (t). Nous omettrons
de faire la distinction de langage. '

La représentation des suites de points par une somme de
fonctions Sp a été utilisée par de nombreux auteurs, sans défini-
tion rigoureuse de la signification de ces symboles, En particulier
Stratonovich [10) utilise ces notions et celle de fonctionnelle
caractéristique pour calculer de maniere formelle la moyenne et
la covariance des processus ponctuels, Nous nous attacherons

ici a établir ces formules de facon rigoureuse, tout en dégageant
les principes d'une mesure expérimentale directe, Notons que
Fortet [1 1] a étudié récemment les procéssus ponctuels 3 un
niveau mathématique tres élevé, par les fonctionnelles caractéris-
tiques,
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B - CARACTERISATION AU 2eme ORDRE DES PROCESSUS

PONCTUELS.

)

Stratonovich [10] introduit les fonciions f1 (t) et fZ (tl, ‘
qui donnent la probabilité fl (t) dt pour qu'il y ai‘g un instant t, au
moins dans le voisinage de t et la probabilité fZ (tl, tz) dtl dt2
pour que les voisinag‘esl de t1 et tz contiennent chacun au moinsg

un instant de la suite §tiiﬁ . Dans le dernier cas il faut strictement
t1 '-7&1:2, sinon il y a dégénérescence, puisque si t1 = tz 'existence

d'un instant dans le voisinage de 1:1 entrafhe automatiquement celle

' . - 3 . -
d'un point dans le voisinage de tz. Donc pour ’c1 tZ" fz (tI’tZ) dul clt2
rd - -~ = - t f
se réduit a fl (tl) dtl, En posant g, (tl, tZ') fz (tl’ tz) fl ( l) ) (tZ)
Stratonovich montre formellement que
C = )§+g2(c) (20)
dans le cas stationnaire, (tz -t = T ).

Notons que ces définitions sont proches de celles de Bartlett
[12] qui considere les '"densités de rovariance' pour t17$t2 :

EEi.N(tl)dN(t ):[ =f_(t

; dt ", ot
) 5 i t.) ! dtz ou N (t) est le

1 2
nombre d'instants t. dans un intervalle d'origine fixe et se termi-

1
nant en t. Pour t =t E[dN(tl)dN(tZ)] = E [dN(tl)] et

il y a encore dégénérescence, Ces notions sont également consi-
dérées par Cox et Miller [13] qui dégagent aussi la formule (27), .
Cependant ni Bartlett, ni Cox et Miller n'utilisent (27) pour calculer
convolutivement la covariance des filtrés de X (t) ; ils ne mettent
d'ailleurs par itigsous la forme (24).

La définition de f1 (t) ne pose pas de probleme mais 1'utili-

(t. ;t ) se heurte a2 de grosses

2172
difficultés car pour de nombreux processus)f2 ne peut pas &tre uie

sation générale de la fonction f

fonction, Un exemple trivial est fourni par un processus de Foisson
superposé a sa propre translatée de A : comme pour (21) on montre

ici que ‘ CX: > ljg\+‘;‘ga +_;_ {—A
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d'ol d'apres (27) on aurait :
g, (T)= ._%_[SA + g-a]

En reahte cela signifie que tout instant t est suivi ou precede
-1
(avec probab111te Py ) d'un autre instant t,, avec un délai A -,

avec certitude., Donc E [d N ( ) d N ( ] par exemple, n'est pas

seulement dégénéré pour t_ =t. mais aussi pour t_ =t_ + .
eule ég ré p 5 1 P ) 3 A

La caractérisation au 2eme ordre doit donc &tre repensée,
Elle peut &tre faite par un procédé analogue a celui utilisé pour
définir les probabilités conditionnelles dans le cas général, Ce
- procédé est décrit en termes simples par Fellér dans un ouvrage
que nous désignerons par F 2 [14] (p. 154 - 160). Notant
i1 existe! par I et ''voisinage de t" par V't, on écrira par
définition (en négligeant la proba‘bilité de plusieurs points dans

dtl ou 4t )

.P’L[Ht e?ft et t, e_'fft = P;L[Btie'zftl]x p&[itje"tftzﬂ

=f (tl)dtl LL“(tl,'-U"tZ) ' | (28)

1
i n'étant pas nécessairemeént distinct de j, Ainsi U. vjt ) est
une mesure pOsitive fonctior} du parametre tl. Pour tl _:.;_tz W= 1,

(t, colncide avec lui-mé&me) et la dégénérescence est donc levée,
i o :
Dans le cas stationnaire ol nous nous plagons W dépend de

t2 -~ t1 = seul, La condition ’ci = 'c1 s'exprime alors commodé-~

ment par - 1:i = 0, en prenant cet instant arbitrairement pour origine.

Observons que si N (A) est le nombre de t. dans 1'intervalle
fermé A, sous condition que l'origine colncide dvecunt,, ona :
i

E [N (A)] = WAa)
Ceci découle de 1'identité conditionnelle
U, Vt,) = E [d N (t,) | t, = ti]

qui exprime qu'un voisinage suffisamment petit de t_ contient
0 ou 1 point t,, ceci étant une conséquence de nos hypotheses, a

. savoir que%ti{S ne préseﬁte pas de point d'accumulation, On peut
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E—
écrire alors pour C >/ 0
A .
w(T)=u (Lo,7J) (29)
ot W (T) est une fonction croissante de T, analogue 3 une fonction
de répartition ; UL(0) = 1, On peut définir, au sens des distributions,
la mesure, ayant son support sur l'axe T > 0:
-
d
H(T) =
- A

T
Comme (L (0) = 1, Ma une composante gé 'origine,

(30)

Il faut noter que le ler membre de (28) est symétrique par
rapport a t, et t, dans le cas stationnaire f1 (t) = cte = A

(densité des points ti>' On voit qu'alors (L (A) est une mesure

symétrique ; il devrait en 8tre de méme pour M (T), qu'on peut
donc étendre 3 tout l'axe T en symétrisant (30), En résumé, on

peut définir une densité conditionnelle d'arYivée des instants t_ ,
AM(T), qui est une mesure >z 0, symétrique, ayant l’origine
une composante . Le schéma suivant symbolise/l( z),

T

qui peut avoir une composante continue et contenir éventuellement
d'autres éléments § . Nous écrirons encore (écrivant T(]T|)
pour T + T pour une distribution de support ] 0, ooj

A (T) = g + m' ([T]) / (31)

pour isoler la composante § a l'origine ; alors m' (C ) est
souvent une fonction ordinaire définie pour T >> 0, dérivée de

m (T), On poseram (T)= (L(t)~1;c'est le nombre moyen de
points dans l'intervalle ] O,t] , le point t_ 2 l'origine n'étant
pas compté, ‘ /

_ Eanumérons quelques propriétés de cette mesure. Pour
L ——> o la condition t, = 0 doit perdre son influence, puis-

que le processus est stati‘?nnaire, Donc il faut :
lim Q( T+ h)-UT) '
T = A (21)
—7 00 L
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—— - A ]

Si m' (T ) est une fonction, m!' ( T) > A pour T —= 0,
Par ailleurs, la densité 4 (T ) est une mesure bornée, (au sens
de Schwartz) et ¥ (T ) ~ A converge vers zéro a l‘infini.a(‘C) -AT
représente la différence entre le nombre moyen de points sur
]_O, T_]. , induit par la condition que l'origine colncide avec t, , et
le nombre moyen sans condition, sur le m&me intervalle,

C - CAS DES PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT

. Ce cas éclaire parfaitement la nature de la mesure A(T)
(oude LL('C))//(Z_) est alors la densité de renouvellement et «(T)
a pour expression, selon Feller (F 2 p, 182):

~ L >~ n

U(c) = gy(c)' (32)

F (T) étant la fonction de répartition des intervalles et >dési-
gnant la convolution entre fonctions de répartition, Feller montre
que la série (32) converge toujours, pourtout T. (F 2, p. 183)

Ainsi : - "~
/(Z):}g\f‘ ;K(I'CI) (33)

- T
Oﬁh(L):dgc

toujours définie. On a ainsi m! ( IC/) :/q( Zf)>- g

peut &tre une mesure, et cette série est

Ainsi U (T) et/u( C) n'apparaissent que comme une extension
de la densité de renouvellement a des processus ponctuels plus
généraux., Pour souligner cette analogie nous avons d'ailleurs
adopté les notations de Feller. Celui-ci montre également (F 2,
p. 347) que (31) est satisfait (théoreme de Blackwell) lorsque
F (T) n'est pas arithmétique { ce qui est vrai pour les processus
stationnaires),

’

L'application des processus de renouvellement aux problemes
de comptage en physique nucléaire a été discutée en détail par
Bharucha - Reid |15 sur la base des théories de Feller et de
Takats, exposées en partie par ce dernier dans [16 , 'I‘aka/cs‘ a
aussi étudié [—1 7] “en détail les f.a. engendrées par un tel proces-
sus des 1956, La covariance de ces processus peut &tre déduite
de ses travaux, B

/ L ) .
Takacs définit la f.a. non stationnaire

n(t )= = Wit -th,z,) (34)
o Cen gt |
ol Lf.J(t, 5) est une fonction nulle pour t £ 0, oules t sont de
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aay -
renouvellement avec pour fonction de répartition des intervalles
L, F(£), et ou les %, sont des v,a, équiréparties indépendantes
des t et ‘entre elles,

Il montre que pour t —>@ fit) —> N (t) stationnaire
4 condition que ~ F (£) est non arithmétique
-~ la moyenne E ['L] = L est finie

-jog UK}J(t, 5)}] dt £ oo

en d'autres termes A = 1/ L est non nul et le filtre aléatoire
l.}) (t, 3 ) est sommable en moyenne, Takacs démontre directe-
n

ment avec une grande rigueur, en utilisant le théoréme de Black-
well, qu'on a (avec nos notations)

[q ~AJ [ky at (35 a)
” Gr)*(‘c)zﬁ j}zz [kp(t, %)Li_)_(t~t,é)] dt +

+ :»':.Z [\Y(‘C., 7;1 * ?Z’{Y(—-t,' 71 * m'({T}) ~{‘z; D{(t)lf/

car 1%(70(1',),*Lp [J‘L‘P dt 2

On a donc d'apres (4) et (7)

h[X ] X = A
CX(’C):)(/LJ('C)—A>=>(§+m’(}"Cl)->\)

(36)

~1
Ce résultat fondamental montre que [—CX (T) +A 2] 2

est identique avec la mesure conditionnelle /(% ). Une formule
similaire a été établie par calcul formel par Bonnet [1 8_] , avant
sa théorie générale [—3] , et utilisée pour étudier les propriétés
spectrales des processus de renouvellement, Un corrollaire de
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(36) est que pour qu'un processus de renouvellement soit de Poisson
il faut et il suffit qu'il soit 2 corrélation microscopique,

On peut tirer de (35) un résultat plus général :

§1 D1 est un filtre distributif aléatoire limité 3 gauche,
D 608 LP ,51) D. %IaﬁﬁLl et les conditions de validité de

(35) sont satlsfaltes. Alors

E[X = )f [o,#f]

D'apres (4) on peut con31derer D comme un d.a, et définir
sa moyenne par

E [Dil*"f
donc . fx -!

It I
~- =1
I
X
U.
26

)\/\(O dt <E LD , 1>
Donc d'apres (4 bis)

= )QE [D.] , 1> (37)

en analogie avec Sl?) I'intégrale du filtre moyen E {D l existe

puisque D € Ll

Pour la covariance, on a par un calcul analogue
T) =/\ E [D%D'l + E 55 164:,E[D--}*m’ (ch) -3{"2 | (38)
i i Li i A

Appliquons ce résultat au filtre (25)

.SiXA.(t)zznq'gt' E[Di] = g}z[ql] =g°ar
bl D=5 x5, :g(ﬁz E[Di*'Dﬂ :SE[OIf] :g?
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Ce résultat généralise celui obtenu déja en 1953 par Rice [19]
dans un cas particulier,

Appliquons ce résultat au filtre (26), Ici D &ga ; soit

"t(a) la densité de probabilité des a_, une mesure.
i

E £Di *&f =B [‘6 (t - ai] = \(O(t) x® r(,(t) comme on peut le

montrer aisément, Donc

E [(Di)] = 7L(t) et comme <’Z_(t), 1> Z(t) normée)
X =X

A

Ceci était nécessaire puisque D ne change pas le nombre
de points,

De plus, E [D.*DT]= E [(g *(g ] = Lg
1 1 ai -ai .

11 Viént

I'4 - . 3 -
CXA (1) =>\t«5 +7Z(T) % L(T) % m' (l'[:l)j -xi (40)

D'autres résultats peuvent &tre aisément tirés de (38)

11 faut ici faire 2 remarques :

a) m' (T) se calcule aisément par transformation de Laplace
mais l'inversion est en général difficile {14, 15, 16, 17, 187.
Son calcul est aisé cependant sur calculatrice électronique par la
formule (33), comme somme des autoconvoléesde h (»(’, ), la densi-
té des intervalles, Nous avons élaboré un tel programme, qui
est disponible, La signification intuitive de m' (T ) comme donnant
la probabilité de trouver au voisinage de Tun point t., qui soit

‘le ler, le 2@ etc,.. apparaftra tres clairement dansl les mesures
expérimentales,

b) Les formules (36), (39) et (40) sont d'une importance
fondamentale pour l'étude des circuits de détection de particules,
en particulier celle des phénomenes de temps mort, On illustrera
expérimentalement ces notions,

D~ CAS GENERAL.: MOYENNE ET COVARIANCE

Nous allons montrer que les formules (36), (39) et (40)
sont valables pour tout processus ponctuel, compte tenu des
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L - .1 R
définitions (30) et (31) de /t,('C) et m!' (T ),’ La rigueur de ces
démonstrations n'égalera pas celle de Takacs et appelle probable-
ment des justifications plus précises. :

lere démonstration

Fcrivons

J\"t_ )d N (8)

sous forme d'une intégrale de Stieltjes, On admettra qu'on peut
permuter E[ ]avec dans les intégrales.stochastiques qui
suivent, On donne ce calcul succintement, la 2¢me démonstration
- étant plus instructive pour la suite,

E[X th- ‘E rdN(S)] :Xff(t-e)de

et d'apres (4), on a comme dans (36) :
1 A\

E LX t] = A =X
D) X (1) X (t +T) = J\e(t-e)‘(’(t +T-0-4)an (8) an (8+€)
En utilisant (28) et (29) o
-~ A . ) el
E[X(t)X(t +t)} ﬂ\ﬂt-e)‘(’(t +T-0-L)raealUA
| = MCe-0ra8 (¥29, o
- )f(—‘t)%f(t)%/l

on a :

Donc
M A
sl % rm)] - mlR o) NP xpet
C = - !
et L (T) >\(}« ) = S+m ach - A )
ce qui est bien identique & (36), Une formule similaire a été
dtablie récemment par Bonnet tZO] qui utilise la théorie

exposée dans [3-] et 1‘1ntegra1e de Stieltjes.

2eme démonstration

Nous utiliserons ici le passage a la limite pour calculer
CX selon (22) et (23). Introduisons le processus X (t) correspon-
o

N . / . N )
dant a la suite {ti % extraite de{t,% par effacement a temps mort
1A
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L E
fixe e (on efface tout point prédédé d'un autre de moins de e),

'Gommesti iest sans point d'accumulation,

lim X (t) =X (1)
€ —~®»o

X (t) a pour densité M- e et pour mesure conditionnelle
e
dlarrivée U , de densité )J. . (41) entrafne que Ue——-bu et
e e
— A ' —
}“-e /“ lorsque e o.
Considérons Y. = X (t)» R..(t)
T e ) T
2.
Yo, =X (t)% R_,(t)
L

T! e

ou comme plus haut, RT (t) est le rectangle & droite normé de
base T. On impose T et T' L e, Il ne peut donc y avoir empié-l
tement des signaux et YT ne peut prendre que les valeurs 0 et T

clest'une fonction binaire. Il en est de mé&me pour'YT, .

a) E [YT (t)l =

{
B
9
"
—
e
H
=
i
=1
v |

I

P Lﬂun the(£)t~T))
(>\-e)T = >\-e

Lorsque e —® 0 E LYT (t)] > A et puisque RT ”—'?g )

d'apres (41) et (17), de facon similaire a (22) on a bien X =A,

b) Pour calculer la covariance considérons l'auto-inter=
corrélation de X (t), selon (20 ter) :
e
. 2 ‘ 2 2
Syl v? -k [er (t) ¥ (t+t)} B0 WP D WA

YT YT‘ T'

Le produit entre crochets ne peut valoir ici que 0 ou /771!

et [1 2t Pr{a t, eft, t ~7] et t eft +T, t+t~‘l"1}

T T}

Ll R-a U T t-ﬁ‘*})}

d'apres (28), L'égalité est stricte, car, vu le temps mort, il
ne peut tomber qu'un seul point sur T et T', mé&me non infinité-

simaux.
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On peut faire tendre T vers zéro (R _, —> 2; ) et on a

M-t [0 Ue T-01)

Or la mesure de l'intervalle [t, T - Z"] peut s'exprimer
par la convolution (par définition), T étant pris comme variable,

U ol ®-o] s weoxr, o) 2

OTI’Z:T‘, (T ) est le rectangle & droite de base 7', de hauteur unité,
T 1
Or RT‘: (Tt) = =3 Jl, (T) ; donc

= - eI H, (B) % 2 (T)

4

Si donc ' —*> 0, K., —> fS et

Ny
o

i :()w@)& (T).
e
Si alors on [aii tendre ¢ — §, d‘aprl,sf\z b his)

. 2
Cy Ape s A - )(/wc) A
prouvant la validité de (36), La méme démonstration peut
prouver la validité générale de (27), comme on peut le voir
aisément,

Cette démonstration. contient, comme on.le verra, tous les
¢léments pour la définition de la mesure expérimentale des

covariances dans le domaine temporel,

L - CAS CENFAL ¢ INTEP ~ JOVARTANCE

La caractérisation de l'interdépendance de 2 suites gt, §
. 1

et{t.‘ ‘ ou des mesures canonigques X (t) et 3 (1) peut se faire
i A

par un procédé analogue a celui utilisé pour définir U. v (’tf‘ .

On utilisera ici la mesure UX (t. A) donnant la valeur moyenne

du nombre de points de : (1) tombant dans l'intervalle A, lorsque
t colncide avec un point de X (), i¢finitions, propriétds et
calculs sont analogues & ceux relatifs a la covariance si ce n'est
que :
“ My n‘a plus de composamecg a l'origine
¢ :
(sauf si % (t) contient des points de X (t) )

-f"X“ n'est plus symdirique
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Par un raisonnement analogue au précdédent, on montre que
I'on a

(':X‘l - AX </A Xy A v) (+2)

F - QU LooyS CALCULS EXPLICIVES

1) Filtre de temps de vol @ covariance

IL.e cas de renouvellement a été vu (formule -0), Calculons

/u % dans le cas général, L filtre ne change pas la densité ;
A

donc if,‘X = }\( 5— E m’ﬁ (i) - % ) et il suffit de calculer

m’ (|T]). Ceci a &té fait dans le cas continu par Cox et Miller
[13] (p. 3¢+), n point t! Je X\ provient en fait d'un dépla-
i /

cement a, d'un point t de X : de mé&me pour t.. le déplacement
1 i ]

étant a., Leur distance originale est changle de d = a, - a,
J 1
“irdce a Vindépendance

m' (T)=m'" (T)»x g (T) o g {(d) est la densitd

L3

de d, ©ir g (T) = JZ,('C)%’(J‘L)/){_(a) {tant la densitd des a.
Finalement .
Gy (TI=AS w lTh % UTIRA(T)) -

x A

L’\

identique & (10). qui a donc une validité géndrale,

2) Filtre de temps de vol tintercovariance

. n ralsonnement identigque montre qu'ici
si %, =5 § x -8
1 1.4 a. .
1 i i
__ avec
: 1 Z (St, -+ b. : —Z‘Slt.
J J J

alors

/Jxll:}-‘\*r(_:(t)* )Z)('C> {i:)

A et ’Z étant les densités des a. ot b,
a i i
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En particulier, si X = Xl = (dOHC’Ca - S )

/}J><&*l :>)4>< %L, (T

Cette formule est fondamentidle pour les mesures de spectres
de temps de vol, puisque, si X (t) est de Poisson

)‘Xlezzb(F) (45)

et une mesure d'intercorrdlation donne directement le spectre
des retards (voir plus has), e résultat a ét¢ établi par 3lanc-
Lapierre et Dumontet [2"1] dans le cas poissonnien, Observons
que tout se passe pour comme si les suites X et Y avaient &t¢
filtrées par un filtre dont la réponse est la densité des retards,

3) Processus de Poisson siratifiés

o~ 1 P

(e sont des processus dont la densité };o(‘t) est une fa']/ 0
stationnaire, ainsi dénommédés par Feller, Nous ¢tablissons ici
2 titre d'illustration deux formules fondamentales bien connues
qui jouent un grand rdéle dans la théorie du comptage de photons
isolés ’

Supposons )\,(L) € '\j}, . Alors
| [X (t) \’Q} = ’E donc
i [x (L)]. = 1 [%o (t)] = >io

Par all].SUI S. robabilité conditionnelle, pour
) m4 et fa, , pour qu'il existe ti é ?1 el
6 ', est ’81 22 d‘t1 dt.Z, puisque chaque rcalisation est

de Poisson et il y a indépendance pour les intervalles disjoints
t e t fapri ) et (21)
(1.1 % Zl-. Moyennant,on a,d’apris (22) et (31) .

>\om' (t)) =& [)\o(tl) >\o(z. )

2

finalement, >\o(t) étant stationnaire :
co= A S ¢ ' s6

Si on intercorrile deux suites X et : indépendantes de _
méme densité }\o(t), le raisonnement reste vrai, mais la compo-
sante a l'origine disparafl,
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alors
S, () =0y () ()
X XNe
Cette formule montre que la covariance reste invariante pour ce
processus, si on fait la mesure par intercorrélation.

T - APPLITATTONS EXPTITIMEN "ALTIS

A - MES RES EXPEETMEN " ALFS

Nous ne pouvons ici exposer en détail 'aspect technique des m:*-
thodes de mesure faute de place ; nous en indiquerons les principes
et la justification. La technique consiste essentiellement 2 utiliser
de facon adéquate un dispositif rapide de movennage digital, utilisé
hahituellement pour améliorer le rapport signal sur bruit. “usage
routinier dans le domaine lent. un tel dispositif n'a ¢té développ” que
récemment dans le domaine rapide ; on en trouvera une description
dans [22 et 2*»3 . La figure (2) donne le schéma de principe de 1'ap-~
pareil. i'n oscilloscope & échantillonnage examine la valeur du signal
avec un délai U par rapport au déclenchement, L'adresse du sélecteur
est automatiquement positionnée sur un canal dont le rang est en
relation lindaire avec T . Sile signal a 'instant d'échantillonnage
dépasse un cerfain seuil W, le dispositif ajoute + 1 dans le canal
correspondant i © . Le dispositif balaie séquentiellement tous les
ddlais ¢t recommence le ¢ycele quand le nombre maximal de canaux
est atteint, 11 faut nofer que l'déchantillonnage ne dure, pour un appa-
reil moderne, que i picosecondes et qu'ainsi des pr:nomines ¢voluant
en moins de 1 nanoseconde peuvent 8tre ¢tudiss en détail. La bande
passante Cquivalente est de 12 'z,

La mesure d'une covariance de processus ponctucl est effectuce
de la fagon suivante, Les instants t'i déclenchent un discriminateur
(d'une facon ou d'une avire, il v en a hien un dans le syst' me a exa-
miner) qui émel un signal standard de forme fixe. doa! la largeur au
niveau o est 7, Lie discriminateur présente un lemps mort e, qui
définit la limite inférieure des intervalles séparani deux t, que l'on
pourra distinguer, [.e signal est appliqud¢ a l'oscilloscope ,1 sur les
deux enircées. l.e déclenchement est pratiquement syncorone avec le

front avant des signaux, donc donne la condiiion que l'origine des
délais soit t, . ['appareil compiera +4 a c.aque fois que l'instant

T a é7é précédé, 3 moins de , par un insiant L. 'n rel:ive
J

1 . . .
done un ristogramme gul tend sirictement vers
M AT * T (T

selon (12). n rdéalitd on effectue ainsi ""1'auto intercorrelation”

des t. avec la f.a, engendrde par les t, e! le rectangle )Z ()
1 i =
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RN

(amplitude unité, donc + 1 en cas de présence de signal). On voit
que la mesure suit exactement la 2éme démonstration exposée plus
haut. Le temps mort du discriminateur introduit une limite inférieure
de précision, qu'on peut surmonter dans certains cas par des mises
en formes par circuit passif ; des intervalles de récurrence de
l'ordre de la nanoseconde peuvent 8tre facilement examinéd, Quand
a la largeur T du signal, donc de 7Z_, (T ), elle peut &tre rendue
aisément inférieure a la nanoseconde, :

Notons que l'inter-covariance C se mesure de la mé&me
facon: on applique X (t) au diclenchement et Y (t) & 1'entrée signal

et on obtient
Sy % e (T

11 est clair que la mesure UXY (t, A) décrit entivrement la

coincidence differée' classique. Celle~ci apparait donc comme une

B-chHMHDENCLS

)..

simple intercorrélation et le dispositif ci-dessus ne fait qu'exécuter

de facon automatique la variation des délais. Le '"temps de résolution"

est la largeur T de ', (T ). Cependant la colncidence est usuelle~
ment une opération symétrique, Ainsi dans une auto-colncidence la
courbe de délai est symétrique : c'est la symdétrisde par rapport a
I'origine de la branche positive de¢ N % . .

g p M le) > (T)

C -~ ILLUSTRATIONS EXPERIMENTALES

a) Temps mort

Nous avons étudié le processus de renouvellement obtenu
loquu’une suite de Poisson attaque un dispositif 2 temps mort. On
sa1t que la loi des intervalles est de la forme :

h(E) L
A @ o
T

—{

La figure{%’&montre m' (T ) calculé pour diverses valeurs de
L, /e. On voit que lorsque ce rapport cljiminiw m' (t devient
violemment oscillant, m' (T)—>L = (L, + ¢) a lfinfini,
mais cette limite n'est atteinte qu'assez lentement, sauf pour L, e

tres grand. Ainsi dans les mesures de 'fortuites' par colncidence
différée, on doit bien prendre garde a introduire un délai suffisant,
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La figure(4)montre (T) pour un discriminateur attaqué par
un processus de Poisson de densité 14 000 coups par seconde ;
i valait 15 ns, La composantes de M (T) se manifeste sous la
forme de 2 canaux contenant un chiffre tres élevé ; on a noté son
emplacement par une fldche. La composante continue m'! (T) est
ici un échelon ; le temps mort est, d'apres_la figure, de 325 ns, On
a donc iciun m' (T) presque idéal pour Lolee # 200. La figure
(5Ymontre un résultat analogue pour un discriminateur plus lent, pour
32 000 coups-seconde. Le temps mort est ici de 16 s et les ascil-
lations de m! (¢ ) apparaissent, puisque Lo, e # 2. La figure (6 a)
montre le résultat lorsque le mé&me discriminateur est attaqué a
raison de 452000 coups par seconde, Icilo’e # 1 3 et les oscilla-
tions de m' (T ) apparaissent de facon frappante ; la figure(6 b)montre
la courbe en échelle logarithmique,

Il faut observer que de telles mesures constituent un puissant
outil d'étude des propriétés statistiques des discriminateurs rapides.,

b) Echos

La figure(?) montre un phénomene typique d'écho provenant du
filtrage par une ligne ouverte de 225 ns de temps de réflexion, d'un
processus ponctuel rapide provenant d'un discriminateur non-idéal.
Elle illustre la formule :

CH(T)=2C(T)+C(T +B) +C (T -A)
exprimant 1'effet de 1'écho. Les composantes Sapparaissen‘c bien,
mais leur amplitude n'est pas significative (saturation de la visuali-

sation),

c) Temps de vol

Les phénomenes de temps de vol ont été simulés au moyen
d'un convertisseur analogique digital : le début d'analyse fournit les
instants t. de X (£ ), la fin, les instants t' de Y (t). Y (t) est le
filtré de X (t) par un "filtre de temps de vol" aléatoire, On sait que
le temps d'analyse est en relation linéaire avec l'amplitude. Le temps
d'analyse minimal est de 10 Ms ; ce retard minimal de t', par rapport
a ’Li simule bien la détection des rayons ¥ , qui arrivent 1groupés,
avant les particules lourdes. La figure{8 a) montre un spectre d'am-
plitude provenant du codeur, stocké de la facon usuelle (scintillateur
Nal (T4) et source de Co ©0) et 1a figure(8 b)l'intercorrélation de
X (t) et Y (t). On voit que celle-ci est une reconstitution fidele du
spectre original,
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Le résultat de la figure(t:-‘: b)a été obtenu a un taux de comptage
relativement bas, les seuls instants intervenant dans le canal signal
(v (t) ) étant les t', . isans les expériences réelles de nombhreéuses
1mpulsmns non correclées avec les t‘l peuvent &tre fournies par les
détecteur qui repere la fin des vols, provenant du bruit ae fond, La

voie signal (fig. 2) véhicule alors un processus :' (t) = : (t) + & (t)
o. : (t) n'est pas correlé avec ¢ (t) (ni donc avec X (t) ). Llinter~

corrélation C_ , est identique 2 C_ . . 2 cause de cette indépendance
et la mesure n'est pas perturbée * par B (t) (sauf en ce qui con-

cerne la rapidité d'acquisition des résultats avec une précision sta-
tistique donnée), La figure{ 9a)montre un spectre analogue a(s a)et

la figure (s b)un spectre analogue & (3 b)) et correspondant 2 (3 a), mais
obtenu ici en présence d'un taux de comptage de bruit de fond - (t)

de 00 000 coups par seconde, On voit que le spectre est bien extrait,
superposé au fond continu, contribution de B (t) & })X .

La procédure usuelle est non pas de faire l'intercorrélation
CX mais I'histogramme des intervalles t‘i ~t, , i:ans ce cas
= i

le bruit - (t) peut distordre compl I¢tement le specire original, La
figure(10}illustre ce phénomene, Un convertisseur temps - ampli-
tude a été utilisé pour une mesure analogue a celle de la f1gure<*/ b)
(une source de Cs 137 ayant été utilisée ici), En l'absence de bruit
on a un spectre correct (pic le plus haut) ; en présence de 2:0 000
coups par seconde de bruit le pic est atténué d'un facteur 3, On
peut conclure que l'intercorrélation serait préférable pour ce genre
de mesure, comme l'ont montré par le calcul slanc-Lapierre et
iumontet [21] . Les convertisseurs ftemps - amplitude s'imposent
cependant, car ils ont une haute efficacité, alors qu'un corrélateur
tel que celui décrit ici n'examine qu'un seul délai a la fois, Ce
corrélateur est donc d'une grande utilité pour des études de proces-
sus stochastiques. Il ne peut pas servir directement dans son état
actuel dans des expériences de physique nucléaire,
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APPENDICES

On rappellera tries bricvement quelques théoremes sur
les distributions exposés dans S 2 et § M,

a) *f <le, (t -8 » et est indéfiniment dérivable
donc<1,\f> t =0 :n‘, (1 *\f
Ainsi la connaissance de ’1‘-9(-"(’- donne par définition celle de 1", par
la trace ; de méme ¢ *\o donne 7' donc aussi T (voir plus bas)..

b) Si \f —— *‘f"‘“‘* I pour la convergence de
"espace desdistributions,
c) 8i T dlcroft assez vite & 1'infini, on a aussi pour une

fonctiono(»(t) 2 support non borné et indéfiniment déribable :
P o= K1y o<<t~e )

Par exemple, si g nD 1 et<)< } borné, la formule tient
(voir plus bas). Donc :

Tl =1, 1
clest l‘intégrale de 7' sommable, Si&ei%ll eto( -**—?S , ’i‘a(0<-—>“£,,

IT- COMPORTEMEN: A L'INFINI DES DISTRIBUTIONS

a) Une distribution est bornée si 7 *(‘F est bornée pour
tout&f ; ceci montre bien que T-)[X (t)] dans (4) est bornée,

b) T e CDLI si ;‘*Y’ est sommable pour tout F , ou si

" est somme finle de dérivés de fonctions sommables, 7 Opf re alors
sur les fonctions indéfiniment dérivables bornées, 'DOur %D 2 mé&me

définition avec ""carré sommable',
c) Si U est bornde et K g oDLl , 3 ¥ K existe et est bornde

Ci) . . .
t)e 1 sic'est une fonction indéfiniment dérivable
et si elle méme et ses dérivées sont sommables

e) Si I est bornée et ’o((z)e $L1 alors T % O((t) est

eQJ))Ll et K (1) e @Ll > o<<t>e§.‘DL1 ;a

fortiori 1 9 eﬂ%l.

1 -
Dornee
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L S IR RSN

I1T -

Par définition :

{p7, V) Lo, 1))

Ona: — (T *‘K)g? T % K

pCH AECH (RN SUE R O
donc (S: = - ér
- Lie support de D est symétrique de celui de D,

Le produit D% D~ n'existe pas toujours.

?
If’our qu'il existe il suffit que Defﬂ} 1 . Alors

Dx D_e Q‘) 1 . Il existe aussi pour D egﬁLZ ; alors DD nlest

L

que bornée,

1) -

-
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