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SOMMAIRE :

Le but de cet exposé est de montrer quelqués méthodes théoriques
et quelgues techniques numérique; qui peuvent étre utilisées pour
1'étude de la propagation des ondes acoustiaues dans les milieux

stratifiés.

Some boundary value problems and inverse problems are considered for

the reduced wawe equations in media havirg planar stratification.
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PLAN :

1. Les équations de propagation. Considérations théoriques.

2. Détermination théorique dé la fonction de Green.

3. Approximation numérique de la fonction.de Green.‘

4, Détermination théorique de la solution élémentaire.

5. Approximation numérique des solutions de l'équatioQ d'évolution.

8. Quelgues problémes inverses.

On ne s'intéresse ici gu'a des phénoménes de propagation
lindaires et déterministes. Le milieu est supposé isotrope et inva-
riant par toute translation hqrizontala. mais les constantes physi-~
ques déterminant la propagetion au voisinage d'un point peuvent
dépendre de la cote de ce point. On s'intéresse surtout & la réponse
d’un tel syst2me & un signal périodique localisé en up point (cette
réponse périodique est appelée fonction de Green} et 3 la réponse
impulsionnelle(appelée snlution élémentaire) a une détonation ayant
lieu en un point donné du milieu, & 1'époque t=0., On indique
aussi nuelques probldmes inverses 1iés 3 une telle situation : '
détermination du signal émis par la source connaissént le signal
correspondant en un point du flulde, détermination des constantes
de propagation du milieu connaissant la réponse impulsionnelle en
plusieurs points de la surface. Certains de ces prnblémes commencent
a faire l'objet d'étudas'au laboratoire d'étude mathématigue deé

signayx {crée le 1.2.1869) de la Faculté des Sciences de Nice.
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On s'intéresse chaque fois

a)l a 1a détermination théorique des inconnues (formules, développe-
ments asymptotiques...) dans les cas simplifiés‘oﬁ un calcul est
possible.

b) a la recherche d'algoritbmes numériques psrmettant d‘approchgr
les inconnues. Dans ces conditions, la précision des algorithmes
peut 8tre d'abord contrilée (en appliguant ces algorithmes dans les
cas simplifiés). Puis ces méthodes peuvent &tre appliquées & des
situations plus complexes (surfaﬁes séparatrices non planes, indice

aléatoire...).

1. LES EQUATIONS DE PROPAGATION. CONSIDERATIONS THEORIQUES ( (431,

0 X, OV Xy L'espace est rapporté a un repére
—>
orthonormé O, %%y , La direc-
mikiev 4 tion de Ox; est verticale descen-
~N miligu 1
1# dante. On pose
miliev 1 :

2 2
=2 v = X[ v X

/////// Le milieu de propagation est situé
’ iiev 2 ‘

dans le demi espace o 2 » O

x =z
ﬁgwg o : ocoustique marine (vide pour 2<0) et il est inva-
riant par toute translation hori-
zontale. Ce milieu est formé par
N T des fluides parfaits ou des corps

/4f e .&lastigues isotropes.
(1) exemples
/// ////// a) cas de 1'acoustique marine
/‘ / /

{(figure a3} eau = milieu 1, corps

fl'h\ ey
P N élastique = milieu 2.
igure B .
X2 géophysique b) cas de la géophysique
Y (figure b) Un seul milieu élastique

{les terrains).
Tout est au repos pour t«<Q. Pour t3 0, on a une source fv)
placée au point %° = (O ,0, x3)
Soit  u(x,t) =(u(x,t), v (xt) , vy (x,t))
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le déplacement du point -x=(x., ".{,X,)é 1'époque & . On demande
de déterminer les fonctions tq(x,t).NotOhs aque le probleme est
invariant par rotation et qu'il est commode d'utiliser les coordon-
nées cylindrioues.

Zguations de la dynamique des corps élastiques.

-~

Soit @ = @(x,t)le tenseur des contraintes au point x et & 1’'éponue t.

Notons ©.. les composantes de ce tenssur - (¢ et j =1, 2, 3).

K]

Pour simplifier l'écriture, on utilisera les notatiohs

9, ='33‘\= , at\=‘§E= ’ a "‘3;
Le tenseur des déformations e = e(x,t) a pour composantes :
e;j : %(a;uj-»c)j U,)
Notons A et M les constantes de Lamé d’'un corps élastique fdans
notre cas, A et p dépendent de =%,=Z , mais pas de X, et X,)
Les contraintes s'expriment de 1a maniére suivante en fonction des

déformations :

(2) Ty = Zp e; « A ;é -1

Si @ (fonction de z ) désigne la masse spécifigue dd corps, la

relation fondamentale de la dynamique donne (en négligeant les

forces de volume)

3
(3 a e Z— c:jk
h:\
Reportant dans ces relations les expressions des données par

{2}. on ohtient
(41 eauuj-_-, (Aq-r\) aj(%é_u,) * M Auj

Ces éauatinns aux dérivées partielles, vérifiées par les fonctions
constituent un svsteme hyperboligue.

Ondes longitudinales et ondes transversales.

On sait (cours d'anslyse vectoriel) gue tout champ vectorisl sur

1'espace euclidien Iiz s’éerit

..’
(5) U= grad ¢ + rot \P
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L
o ;
Ot @ (resp W) est un champ scalaire (resp vectoriel). Si un tel

vérifie le systeme (4], alors ceci entraine que

30 5 POV =04V

(8) x* N ¢ =
avec O = 9, + an * asa
“2 - A & z&
e
AJE
P e

On reconnait 1’'équation des ondes. Y (resp $1 correspond & une
déformation qui se propage localement 3 la vitesse of fresp ﬁ)

Le champ grad ¢ (resp rot 3] dont le rotationnel est nul (resp

la divergence) correspond & une onde longitudinale (resp transversa
lel. o

Propagation des ondes dans les fluides parfaits.

LS

Il existe une fonction P:p(x,t), appellée pression telle aue
(71 Uij =.-P6ij . (8‘1 = symhole de Krenecker]
I1 existe une fonction k(z) = k(xg)telle que

.
(8) P = -k 5;; aj Y
Les équations (3) se réduisent a :
(9) P oY= -OP = aj(k(;a;\);))'
En négligeant la variation de densité due & 1'onde. on obtient

d.p= X O
: e

Dans le cas général., on obtient
(1) Op - lc-‘a“p = grad log @ . grad P

Si le mouvement est irrotationnel, on a

V= grad @ soit U; = a;‘?
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(39

-p:G-. = k divu = kb&?
121 tandis aue 6“(0 = c* b

Conditions aux limites.

Les grandeurs caractéristigues de chaque milieu sont régies par
des équations hyperboligues.{Par sxemple (4) pouf un corps élas-
tique, (101, (11) ou (12) pour un fluide parfait).Pour déterminer
ces grandeurs il faut encore connalitre les conditions initiales
(pour <O et t =0 ) et les conditions aux limites.

Ainsi :

- a4 la surface de séparation'de deux milieux, 11 faut écrire gue
les composantes 0‘31» (S )

32
- & la surface de séparation de deux corps &lastigues, il v a

. et 0‘33 sont égales.,

égalité des déplanements,
- 3 la surface de séparation d'un fluide et d'un solide, la vitesse
normale est nulleet T = Ty =0

Lien entre l'analyse harmonigue et 1'analyse percussionnelles.

a) Notons w(x,w) la solution du probléme correspondant
3 l'excitation otwt 5("7"9) . w(x,w) est solution d'un probléme
aux limites elliptigque, «wr étant un paramétre. La réponse du sys-

téme 3 1’excitation f(t) x S(x-.xo) sera

- o A
(13} (2n) f f (w) vOoLw) dwr

N
a0 ¥ ast la transformée de Fourier de .

n! Rérniproquement. si 1'on connait la réponse w(x,t) du systéme 3
la percussion  §{t) x d(x-x,). 1a rénonse du systéme 3 1’excitation

£{t)x d (x-x,) sera, d'apriés le principe de Duhamel
c
{14) g(b\:.y v(x,8) §lt-8) dd
[+

c) 11 apparailt donc deux méthodes d'approche du orobléme.
L 'Aanalvse harmonique conduit 3 la résclution d'un probléme aux
limites elliptigque . L'analyse nercissionnelle (réponse & une

N

exnlinsion effectuée & 1'épogue t=01 conduit 3 la résolution d’un
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probléme aux limites pour un opérateur hyperbolique

2. DETERMINATION THEDRIQUE DE LA FONCTION DE GREEN.

Toutes les méthodes théorigues d'approche, font intervenir une trans-
formation de Hankel d'ordre zéro O par rapport & r . Cette trans-
formation raméne la résolution du probleéme A celle d'une équation
différentielle ordinaire. Les hypothéses essentielles sont 1'horizon
talité des frontiéres séparant les différents milieux et la strati-
fication horizontale. Pour exposer cette méthode, on considére un
seul milieu d’indice n'(2Z) et 1'on cherche une distribution

w(x ,w) , définie pour x, 30 , et telle gue :

¢ (xy) Du ¢+ wW* v = d (x -%o) pour x, >0
(15) uix.b®y = O pour xg=0
vix,w) =» O St Xy» 400

v est appelée fonction de Green du probleéme.
Vue la symétrie, on a U(x,w) = u (vr.z,w)

Et 1'on a (vue l'expression du plaplacien en coordonnées polaires}:
(16) C‘(X‘)( 6”U+6"uw~'3'g)*. wtu = 8&1_1.) xS('\)
Les conditions aux limites se transposent naturellement.

On effectue une transformation de Hankel H.d'ordre QO par rapport

4 la variable ¥ : u(r,z,wr) devient :
[~ ]

(17) U(p,z,w) = 20 j r Jo(r?) virz,w) dr
)

et 1'on a réciproquement

(18) v n, 2, w) = (2“)“f‘?§.('€) U (?.2,‘”) dwr

Habituellement, on suppose (pour que ces formules soient valables)
que v et U sont des fonctions telles que Ay et QU soient intégra-
bles sur ] 0,+oo] . mais en fait, la transformation de

Hankel s'étend aux distributions ~ ( [‘\0) ) et 1'on a nour exemple :
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§ Mo 4

o
arr var? arU — -.ea U

En épalant les transformées de Hankel des deux membres de (18), on

obtient »
(19) c'(z) ( VY e" U) +wt U = 8(x-xo)
.Y Ad
U(.,0,w)=0 et U(:,2,uw)=0 3 200

On voit ainsi que @ et wr étant fixés, U(P,',wkst une fonction
de Green d'une certaine énuation différentielle. Par exemple, si
c{z} est constant, 1'éguation différentielle est & -coefficients

constants, et 1'on retrouve les calculs de [43]

{20) développement asymptotique de la solution si est grand.
L'éguation différentielle (19) dépend du paramdtre réel «r . Lorsque

wr est grand les solutions de (18) admettent des développements
asymptntiques qui peuvent 8tre déterminés par des méthedes standart
(voir [7}] et [9) par exemple}. En reportent ces développements
dans {(18) et aprés quelqdes calculs, on peut obtenir le développe-
ment asymptotique nartout, méme dans les zones d'ombre. Le premier

- terme du dévelobpement dans les zones éclairées correspond & 1'
approximation de 1'optique géométrique. Cette remargue et les calculs

aui viennent d'étre évoqués sont dis & B.D. Seckler et J.B. Keller:!
[1e] et {4s]

{?1) Remarques.

al Uin calecul analogue peut &tre fait pour 1'égquation (11) de
Chernov. 1'éauation différentielle correspondant 3 (18] présente
alors un terme de premier ordre. |

b) Dans le cas ol il y & deux milieux de propagation, on simplifie
les ralculs en considérant uniguement un milieu et une condition

aux limites simples sur la frontiére commune avec le deuxiéms
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milieu : voir {19) -

c¢) Brekhovskikh { [fG]] a effectué un calcul analogue dans le

cas géonhysigue. mais en supposant que les conditions aux limites
agnt telles ou'une seule onde (transversale ou longitudinale est

non nullel. Il a effectué complétement les calculs dans le cas ol
KT ot P‘ sont des fonctions linéaires de 2 , d'ol une déter-

mination orécise de 1'onde Rayleigh.

3. APPROXIMATION NUMERIQUE DE LA FONCTION DE GREEN.

On s'intéresse ici a la recherche d’approximations numériques de
la solution du probléme (415),

{22) Dans le cas ol &r est grand on peut utiliser le développement
asymptotique donné au point précédent.

{23) Dans le cas général. on peut chercher g;(x,u:)en deux étapes
Détermination d'abord de U (p,z,wr) en résolvant une équa-
tion différentielle : par exemple si ¢c(z)= €4 pour 2> K
on est ramené 3 la résolution d'un probléme de Sturm Liouville

sur l‘intervalle]lJ,K[_. Ensuite, en ihversant numériguement la
transformation de Hankel, on détermine u(r,z,uu). On peut par

exemple utiliser une formule du genre :
0N

U(% ,7—.“7) = (2“N)-‘ g:o % J.o(l:-:-‘) U(% ,2,03)

t24) 11 faut signaler ici une lacune des études mathématicques et
numériques concernant la méthode variationnelle. Bans le cas ol
le domaine L = USRN, est borné, des
méthodes énergétiques permettent de
prouver 1'existence de la solution des
problémes de transmission relatifs a

{ces méthodes permettent aussi 1'approche

numériqgue) : voir [42] .

Ce formalisme utilise les espaces de
Sobolev, | "Rynnthése " LL borné"” est essentielle. Malheureusement.
dans nntre cas, f). est un demi espace et une extension de la

théorie variationnelle serait nécessaire.
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R e
(25) C'est pour cette raison gu’'en pratigue, on remplace le demi-
espace formant le milieu de propaga-
tion par la demi boule de cet esspacs
o R et 1'on se donne des conditions aux

limites approchéss relatives & la
demi-sphére o0 Hx § =R et x3 >0

J Par exemple : déplacements nuls, ou

! x
3 condition de rayonnement....

4, DETERMINATION THEORIQUE DE LA SOLUTION ELEMENTAIRE.

On cherche & présent la réponse du systéme 2 la percussion
#(x-x,)x 8(t) . La méthode de détermination des potentisls

prolonge celle du % 2 :

on fait une transformation de Hankel par rapport a V:E?:7ZF'

et une transformation de Mellin par rapport au temps On obtient
U, 1x,t)

)sous la forme
Uz (x,t)

alors le déplacement (
i

Ur o
(28) ( ) .—_.J kdk A j (G.(}.k.a) I'(k,.)) e_kts
VI M

. ————— ds
o 2N C11. (’ ;k,5) J,(kr) s
ot ™ est le contour de Mellin et ol i?' ) est solution d'un
2k 3

systéme différentiel. En remplagant cette solution par un développe-
ment asymptotigue, on obtient uns représentation de la solution,
valable partout {méme dans les zones d'ombre}. On peut faire une
comparaison avec la théorie des rayons. Les calculs st ceg raisonne-

ments sont .détaillés dans de nombreux articles théorigques russes :

«f [4].[5), ete...

5. APPROXIMATION NUMERIQUE DE SOLUTIONS DE L'EQUATION D’EVOLUTION.

Soit P(x,t) la solution de 1’équation hyperbolique

163



7/ 12

T O T T TR

aktp - x) Ap = J(e)uJ(x-xc)

(273 pP=0 peor te O

P

i

O Pour =2 =0

Une méthode de discrétisation pour approcher la solution de ce pro-
hl2me consiste & choisir b et k > O fpas de discrétisation) et 2

chercher des approximations de

P( h": h"-l h‘il k ‘0)

ol les \; sont das entiers relatifs. Ces approximations s'obtien-
nent en exprimant les dérivées intervenant dans (27] & 1l'aide de
quotients différentiels. Les algorithmes correspondants ont été défi-
nis par Friedrichs { {8 } ) et Kreiss. On peut simplifier les cal-
culs a effectuer en remolacant p(x,t)par p (r,z,t) ce qui réduit
de 1 le nombre des variables indépendantes.

Notons que si 1'excitation est S (x-x,)x Y(t) e'wt  pour tout
x fixé, la réponse v (x,w,t) tend (si t = ©0) vers la solu-
tion v (x,w) e‘“’e du probléme elliptique correspondant : prin-
cipe de 1'amplitude limite. On peut donc utiliser la solution numéri-

gue d'une équation d'évolution pour approcher la sclution d'une

équation elliptique.

6. PROBLEMES INVERSES ET IDENTIFICATION.

Jusau’ici, nous sunposions connus, le systéme et les conditions ini-
tiales et nous cherchions la réponse (déplacements ou pressions sen
fonction de x et € ).

Dans certains probleémes inversés., on suppose connues la réponse et
1'entrée: et l'on cherche a en déduire les grandeurs caractéristi-
gue du systeéme. Par exemple. dans le cas de 1'accustique marine, on
peut chercher & déterminer la fonction «<(z) , la profondeur K du
fonds, simplement a 1'aide de mesures effectuées en surface. Ces
problémes font l'objet de nombreux travaux théoriques (voir [2],
61 et \'_\\] 1. L{idée est de faire des intégrations par rapport a
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_ e

~

X et X, , de fagon & se ramener au probléme :
v(x,,t) étant définie pour x3> 0 et telle que
Qe ¥V = <(X3) 83 V
d v (o,t) = &
v (0, k)= £(c) pour t> O
povr t<O

(28)

V(X;,t)"—‘— 0

trouver ¢  si 1'on donne ¥ . ¢ est solution d’une équation de
Volterra. D'autres problémes inverses, on suppose connus le sys-
téme et la réponse 9 en un voint : et 1'on cherche a en déduire
1’excitation ¥ . L'Bouation (14) montre que ¥ est la solution

d'une éguation de convolution.

'f’-\b).» = 9
ol » (t) = O pour t < O

(29) Exemples

a) Dans le cas d'un seul milieu homogéne, on a (lee a; sont constanfs)

¥ po= ag d(t-te)+a, dlt-t,)

ol 'l L —>, et la solution est évidente.
o .

b) Dans le cas de. deux milieux homogenes, on e

r-

o
P= £, )
| =
1
ol t' ta c'l' t
c) Dans le cas ¢énéral. on a un )L aul est une somme_de pics. Il

serait intéressant de mettre au point

r.
des algorithmes de déconvolution pour
]
J(']\ A A A A de tels noyaux.
|
© t
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