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Apreés avoir déterminé la fonction de Green
de 1'équation scalaire de propagation en milieu inhomogeéne,
nous l'avons appliquée au probleme de la propagation d'une
onde sonore, La solution est donnée sous forme d'équation
intégrale, Celle-ci correspond & une généralisation du
principe de Huygens ,

A Green's function-for the equation of scalar
wave propagation in an inhomogeneous medium is found and
used to study the sound wave propagation. The solution
is given by an integral equation, which generalises the
Huygens' principle .
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pPropagation du son en milieu inhomogéne,

1) Equations générales : (Rappel)
Soient : P(x,y,%,t) la pression dfie & 1'onde sonore,

p(x,y,z,t) la densité du milieu ol se propage
l'onde sonore,

V(x,y,z,t) la vitesse d'une "particule" du
fluide qui se trouverait au point
(x,y,z) & 1'instant t.

u ¢ le coefficient de compressibilité du fluide
c ¢ la vitesse de propagation du son dans le
fluide.
Les variables précédentes sont reliées par trois équa-
tions :
- équation de mouvement :
-
L ]
(1) grad P = -p<§%

- équation de continuité :

i
(2) %% + div (pV) = o
- équation d'état

(3) u=%§§

Nous cherchons 1l'équation aux dérivées partielies que
vérifie »p.

Prenons la divergence de (1). Il vient :
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propagation du son.en milieu inhomogeéne.

-
(4) AP = - div (p &Y)
dt

rour obtenir le deuxilme membre de (4), on prend la
dérivée partielle par rapport au temps de 1l'équation (2)

L 2 ey Y4
(v) _Q_.EZZ . div (2R V) + div (pp—!) =0
ot dt ot

-—)
Reportons dans 1l'expression de div(%% V) tirée de ()

= 3% -
(6) 82 = 2p , 45y (%)
bt dt
On peut évrire (3) sous la forme :

(7)dp _1dp _ 1 rd . 7T .o
=%%+V. g-rgdP
De (7), on tire :
L

- g
(8) %-% = pp | %% + V. grad P] - V.grad p

Prenons la dérivée partielle par rapport au temps
de (8). I1 vient :

[ 2 (o) [ 3B, Vigraa 2] - 2, (V.ered p)
32 : Bt \PH ﬁ+V.gra P -3t V_.gra o]
(9) £ =

Bt? (22,27 amap]
L+p“ 22 e 8 F

129



6/4  DEUXIEME COLLOQUE
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Propagation du som en milieu inhomogeéne,

Reportons (9) dans (6). I1 vient :

2 .
32p p e = o} =
AP = pu [ Tb—t? + - (V.gradp)] 251;(V.gradp)

. 3 . Bdp P
+ %t(p“) [%l% + V. grad P] + div (-8% V)

(7-5“85 p) = (%t V).grad p + V.grad %%
Qo= . ] e wtl ——
grad P.grad p + V. grad %%
dtaprés (1), d'ou :
D ‘ :
(10) aP —pp,-b—%--lgrad p. grad P = R
- Bt

P

avec
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crovagcetion du son en milieu inhomogene,

l2 = P

o —_— ap
2L .| grad P |© + puV. gradat + 3% bt (pu)

R = 3%

On fait habituellement 1'hypothése que R est négligeable
par rapport au premler membre de (10). On voit que cela
revient & considérer en particulier que la densité du
milieu varie treés peu avec le temps,

I,'éguation de propagation est donc
\ 2. —_
(11) aP - 12 5 g + grad Log ¢
c” %"
ol 1'on a posé

(1r_) C = 'b"u

(le coefficient de compressibilité p est constant).

>
. grad P = o0

Multipiions les 2 membres de 11 par 02. on obtient s

)

wnandly — s
c® daiv (gred ) + ¢ grac grad Log c?, grad D - Qm% - 0
. B.tC..
Soit @
: i 2
(13) div ( c? g p) - 2L =0
at?

II.Solution de 1'équation de propagation

Nous allons chercher les solutions harmoniques- de (13)
ctest-a-dire des fonctions P telles que 3
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seportons L'expression précedente dans (1%), 1L vient
s gl T o +iwt
div (c® grad U) + w U] e = 0
Puisqgue les variations de p, et donc de 04? sont Limle
tées au cours du temps, nous sommes ramends a 1'étude de g

div ( ¢” grad V) + w U = 0
Solent 81 et U, des solutbtions ce 1] -~ 2

\/2

Tn appliquant la formule de Yreen, on peut écrire

[ . oo . D i )
[ div (¢” grad U,) dv = c“ n.grad 7, 4 8
J 1 SRt 1
-5
r. D meegme r D gEp R

div ( ¢° grad U,) dv = ? c“ n,grad U, d 8

Jy <

S a8
avec les notations habituelles.
Ltautre part, on peut écrire 3

0.odiv (¢© grad 7,) = div (U,c” grad ?1) - ¢ gradl, ,grady

r,:
4

. Do . ) i D e -
©,div (cfgrad 1,) = div(U,c”grad 62) ~ cgrad 17, .grac .
! [ . ! 1 ks

letranchons la deuxiéme expression de la premicre pour
former llexpression symétrique 3
1 div(eTgrad U,) - J1d1v(o“ grad U,) =

>

A ~ ) el . > el
= div(7,.c grad Jﬁ) - 4iv kU1C°grad U2>
- | .
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’ropagation du son en milieu inhomogene.

Appliqﬁoﬁs & 2 - 6 les relations 2 = 5. Il vient 3

J§'[U2div' (02 gra!'d'U1) - U’I div (ngr—a,d U?)] dv

= j[div (U?czgrad U1) - div (U102grad U2) ] dv
v : o |
rcg g . ‘—" ’ .
I L[gz n grad ,~U,n. grad U,] s

Wous obtenons ainsi une formule de Green généralisée
2 -1

[ Ugdiv(czé;gau1)— U,div(czé;gaUQ)] av =
uV ' !

c? [U;rtgradUT—U 1—rl,:gradU2] as

¥3

(n désigne la normale exiérieure & la 5urface S'%ui entoure
le volume V)

Nous sommes ramenés & la determlnatlon d'une fonction
de Yreen G(I M ) vérifiant
2 -8

2

ol
div(02 grad G) + wG = - &6(M -M,)

I'n effet, on pourra écrire pour une solution U de 2-7,
en utilisant 2-7 et 2=8

[ [U div (czgrad ¢) - ¢ div (c%grad u)] av =
aY A

133



6/ 8

Propagation du s~ ern »3iVienr inhonooene,

= [U[-wZG - 8) - ¢ div (c? grad )] dv

=4[ - v 6(};1-240)] dv - Jf G[m2U+div(-02gra|dU)] dv
v \Y

I

- jv[lj(p,q) 6(?»:1—'1'&0)] av

— R N . .*
- J C? [U n.gfdd MG' - G {gradw U ] as

[ L i -

q .

dG~ ) 7 (M) dv = u(u,) st 1, appartient & V
v

= 0 si M, n'appartient pas & v

d'ou,

2=Y

? i ~—dGEn
I cla n.grad, U - U n grad Glas = UM, ) si My E‘V
S
=0 81 MO¢ N

Sl la surface S est & nappes infinies, ou si 1'on consi-
dere un volume infini, on obtient encore la formule 9-8.
Aals dans.ce cas, on devra imposer une condltlon analogue
a4 celle de rayonnement de Sommerfeld, c'est-a-dire que
l'on doit avoir

2 =10

el — —
ou|“e[a(u O,M-) n,grad, U - U?,gradm(}o(m M) ] == 0

lorsque |01] ——
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Propagation du son en milieu inhomogéne,

PRSI S R P SR R

IIT DETERMINATION DE LA FQNCI!OH QE GREEN

I1 nous faut résoudre l'equatlon :

3 div, (7 0) grady 61, M) )46 (1 40) ==8 (M-, )

Pour cela nous allons chercher une fonctlon de Green
ayant une transformée de Fourier, Posons

i) = [ e o2 KM 1%k = w(g)
” .

Nous pouvons écrire (3) sous la forme 3

3 -2
div[czf gradM(e anK Hoh M) g(ﬁﬁ d3K

—  —

+w2J o2 KeMM o2y 95 ¢ = —s(u - M)
K

-

Nous allons introduire Vs la "vitesse moyenne" de
propagation (v_ pourra gtre determlnee par des mesures) et
w les fluctuatgons de c“ par rapport a VO(. On aura

2 2 _
N
>0, o ' b avoiT 2 .
(comme cP?0, on voit que 1l'on doit avoir w) - Voo o3
nous aurons wMp v, (c - Vq) si le milicu est faiblement
perturbé) :

Nous pouvons écrire 3 - 2 sous la forme

- } .
diV[(V02 + W) J .é;gﬁm( e TR MMy o (k) a3k 1+
Sk : ‘
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vropagation du son en miileu 1lnaowogene,

Joit s

J [m::,__ 4752|K]2V02‘] o 2T Lol )g(K) 477 =
K

N el :
-4+ div?ﬂ[w j—. gradm(e"zan‘MoM)g(mdBK]z —6(M-§‘.(
Lia K

or .

) e =2TIK, MM 3
d,ﬂ"M[W j%’gradm(e o )g(f)d K}-=

N
H
A
I

ﬁ?-—a—
X :

. . . - <' 1 > 4
- 4 7w J‘ !'1?]2 e 2%1?.1\10 3:5 g(m a’ v
? . N

TFrenons la transformée inverse de Fourier de »5- .,
il vient :

[ w2 w222 g (Dme 225 () I [T |26(0) )

5.6 * [F(eTad w) ] * [-omi Tg (T)]

e*QWiiz O'ﬁ;

Posons F-?:: 1 (w)

o= 7 (&80 w)=—emi T r(w)=—2mi ¥ 2,
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Propagation du son en milieu inhomogene,
I _
3 -6 s'éerit ¢
[W2’4."2 l?lz vo2 ]g®'—4ﬂ2 F,o* BES '2 g(X) ]
SR S Qni‘l.?z * (fg(‘f{") ) = = g 2™l T. O P’lo
Divisons les deux membres par
2 2 .2
w2-41t m Vo o
On aboutit & 1l'équation de convelution 1
2
5 g 2 ¢ ;

58 g (M= - o2 Lo Ty | g2y x([B sWhenipn@ra(@)

. ®2_‘4n2 72 V(2) W—4ne |72 ve

On peut résoudre formellement cette équation intégrale
par approximations successives et obtenir la solution sous
la forme d'une série

(o]
3~ 9 g=21 g,

3~10 ou 8, = e‘—zul ? _Omz
_ P a2 mzvo

et |
[47;21?1* ("]K. |2gﬂ_1(35 ) +2mi sz(ﬁ"gn,.,(@)

w2—am 1] 2V§

W
1
g
=
it
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Propagation du son en milieu inhomogene,

S

Sous réserve de convergence de la série, on obtient G

en inversant 3-9 par transformation de PFourier

avec

=13 G, (ugn)= J‘K g, (F) e=2™ T 43 ¢

i

+

On retrouve G =e ~ 'O \M:E] =4

6] —— bd -é-——-
4n M u| B

gui est la fonction de Green du milieu, supposé homogene
et infini, correspondant & la densité moyenne Po= L

. E;E
Dans la suite nous ne considérerons que

. i
GO = e 1k,O|MOM ‘ o .; A k0= .“.’.
4%]1\5:;—5/1 ' R Yo

gui correspond & une onde qui s'éloigne du point My, en

raison de la dépendance par rapport au temps par le
facteur e+lwt

Les Gn sont donnés par la formule de récurrence 3

= = 187 {w-an [T 50 )Y faiv (o Frad Guzp))

5, = { P P-an® T 2) T2 (aiv(e F0 ¢,) |

Ty =
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#

(F L (w?-an® [T %2 )"J}*{—Iﬂg (6 +8)+&T80 w. &Ted G_}

Yo

it

{ P (wPean?[H302) " N

o

2
+ {CF 1(w2-4n2l'1ﬂ vg) 3}:- =% 6.+ grad w.grad Go}
/ o}

Dans les problémes physiques w est une fonction

cornée, Nous avons s

0 ¢ [w)] <M;. |

Alors 3

RIINY

M 1 X A
APV NP G R S 3¢ (M, ) | as
ox, S S ol 3w 3k, | ©

D'oh | grad Gy (MO,M)I <3M [ (IS 1 I_Q 9% ;[dS)2 +

joit| " %o
O 4 2. 86 1as)?4(r 4. (3 4G 145)271/2
£ |Gt | Em oy, s Io'ﬁll“gﬁ [45)°]
Posons :
([ 1o e ®?t
S | B | dn JX

O 1 j 0 a0 K92 [ 1 [o o6 1402
. JS lﬁmllbn 57, fS(ﬁMl "5?1' é.onds)
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Oun trouve finalement que

n
| Gjl W

On peut vérifier aisément que a est finie sauf
peut étre lorsque M vient en M, « I1 faudrait faire -
une étude directe des discontinuités de 1'intégrale
donnant C—j en 1l'appliquant & une fonction test ,

3i M est assez petit, la série

sera convergente ,

On pourra écrire alors U sous la forme d'une série 3

~ |
3-14 Ulig)= 3 U= (6,0 )eU(m)-u(m)ae (M) 1dS
Holmz, Tam g Lo IR0 -0tnge o))

avece 3

- —
=G n.grad U ] ds

T T
Uj(mo)z I ce[ U n.grad y GJ

S

_ 2 I ey TR \ S ot
= Js vy [U(l\.’[)n.gradMGj(M,Mo) Gj(M,MO) n.erad U] dS

" js w [ () T g'i'zidm Gj(l\;}.Mo)— Gj(M,MO) M.ered US|
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Chaque Uj est donc 1a_somme‘de'deux termes ¢ 1'un
correspondant & la propagation dans un milieu homogeéne
de densité P, et l'autre décrivant les fluctuations de ce
terme .

On retrouve en particulier que

ko [T | 5y =ik Ml |
U (Mg)= —-_1 [0 () pe—tko |1 Mo'_,gg ! olq as
o ‘o 411; J.S 3y lM ﬁol an IM ﬁol

» 1k, |iTT| i, i |
[N [ aneTiko - UM) o_e 0o | dS

on =
0 MM on WM
R o)
rm 2 L ey , it 4 A A LS n ~
est le terme pripondirant lorsque M s'dloigne indéfiniment,

5i |w| n'est pas plus petit que 1, on peut "stratifier"

le milieu €% appliquer la méthode précédente dans chague
couche 1 , de telle sorte que |w | regte retit, C n veut

2
Vo’l

appliquer alors une méthode semblable & celle décrite dans
[1] pour étudier la propagation du son en milieu stratifié,

I1 faut remarquer que la méthode précédente applicude
2 aiv [o® 7% 6 (1,0 ) J+ of G, B )= - 8-k )

condult a une série qui donne G comme combinaison lindaire

infinie de distributionsde Dirac et de ses dérivées, si 1l'on
. N\ » 03 ,)

ne considere pas les fluctuations de ¢~ autour de vg .

L'étude de la convergence de la série est plus difficile,

D'autre part, on ne met pas en évidence les grahdeurs

opérationnelles (V )e
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Conclusion H

Aprés avoir déterminé la fonction de Green de
1'équation scalaire de propagation en milieu inhomogene,
nous l'avons appliquée au probleme de la propagation d'une
onde sonore , La solution est donnée implicitement par
1'équation intégrale 3 - 14 , Celle-ci correspond a une
généralisation du principe de Huygens . On peut étendre
ces résultats aux problémes vectoriels. L'équation 3-14
semble également adaptée & 1l'étude du rayonnement de
sources aléatoires . [3]
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