REFLEXION SOUS-MARINE SUR UN FOND ALEATOIRE

par
Daniel RAUCH *

I. PRELIMINAIRES [1].

Nous allons tout d’abord donner une solution
d’un probléme de probabilité qui nous sera utile
dans la suite.

Etant donné une courbe aléatoire £(z), quelle est
la probabilité pour que £(z) premnne une valeur
constante 6 dans U'intervalle (z,, z, + dz) (Fig. 1),
ol z; est une valeur fixée de = ?
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Fic. 1. — Courhe aléatoire &(x).

On définit une courbe aléatoire par :

y= F(a11a2) "':a";x)r

ou ay, @, ...a, sont des variables aléatoires
indépendantes ou non et ol z est un paramétre
de position.

Soit £(z) =F(a,, ayg,- - -, a, ;7) uneréalisationd’un
tel processus aléatoire (continu); la probabilité
pour que £(z) passe par la valeur 6 dans intervalle
(®y, 7, + dz), est égale a :

+ oo
dm/_; bl p(8, =, 2,) dv,

ou p(&, 7, z,) est la densité de probabilité au point z,
des variables aléatoires &, v
E = F(al» Qgy =+

_ DF (a’l’ Agy - -
7)—[ o

an 3 xl)r

an ; x)]

Zet,
On peut choisir en premiére approximation,

dz suffisamment petit pour que la courbe soit
assimilable 4 une droite. Son équation est :

Y = (z— 2y) N(zy) + &(z1) 5

U'intersection avec la droite y = 6 a licu pour :

_ 0 — &(=y)

o)
et par suite pour que z € (z;, z; + dz), on doit
avoir :
6 — E(zy)
N(zy)
7)(‘”1) 2 0;
0 > &(zy) > 0—dan(z,).

La probabilité d’avoir un point d’intersection
dans l'intervalle (z,, z; + dz), §(z,) étant inférieur
4 0, est égale & :

/ nf P&, 0, ;) d§,

en seconde approximation, en supposant que :

0 < < dz;

st E(z,)

< 0O on a alors:

pEs M, z1) ~ p(6, M, ),
Pintégrale est égale & :

dz _/0 Il (0, 1, 2,) dn.
De méme, si &(z,) est supérieur & 0, on a alors :

N(z,) <0, 0—dan(z) > &z,) >0,

et la probabilité d’avoir un point d’intersection dans
I'intervalle, £{z;) étant supérieure a 0, est égale 2 :
pE, M, 1) d€ ~

0 0—dzn
JACYA 0
d f il p(®, 1, =) dn
-0

La probabilité cherchée est la somme des deux
soit :

+00
de -[ o Mtp(B 7, 2,) dn.

1I. CALCUL DU NOMBRE
ESCOMPTE DE RAYONS
ATTEIGNANT LE RECEPTEUR [2],

a) Géomsétrie du systéme utilisé : cas de deunx
dimensions (Fig. 2).

Posons :

E : émetteur, coordonnées (0, b,) ;
R : récepteur, coordonnées (a,, b,) ;
M : point de réflexion sur le fond.

* Université de Clermont-Ferrand.
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Fig. 2. — Géométrie du systéme : cas de 2 dimensions,

Soit 0, 'angle de la tangente au processus en M,
avec Oz ; pour que le rayon réfléchi passe par R, 0,
doit vérifier la relation :

Oy = % [cp — arctg (E’—‘(%) — b’)] ;

To— ay

en effet :

PRM:TE——cp—ro=7r—cp——2(7‘;—<p+0M)=

¢ — 29M-

L’équation de la droite A’ passant par M, est
done :

y— by
v —a, = & (e — 20
Comme
&(zo) — br
tg (o — 203) = U=
on a O = % [(p — arctg kg%)o)—:a,éz)].

On travaille en eau profonde, dans les conditions
suivantes :

E(zg) K br, E(mg) K bey Vs

et on considére un fond & pente douce, ¢’est-a-dire :
d
[b_z] = "')(xo) = tg Ou ~ eM: Vmo:
3 P

la probabilité d’avoir un rayon dans Pintervalle
(g, o + dz), est égale ala probabilité, qu’'il existe,
que z €(zg, 29 + dx), tel que 0 = §,,.

E(zo) peut étre considéré comme nulle. On est
donc ramené au probléme précédent portant sur les
variables aléatoires » et p :

-l eI
= 3z Zmze =[R2 -y
et par suite, cette probabilité est égale a :
+00
dz /" lol plOx, 0, 20) do

le nombre escompté de rayons atteignant le récep-
teur par réflexion, dans l'intervalle (z;, ), est :

Ta + o0
/ dxf lel p(Bar, o, x) dp
2y -0
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b) Application a
naire ‘centré,

un processus gaussien station-

Si le fond est une réalisation d’'un processus
aléatoire gaussien, alors la densité de probabilité
p(n, g, xy) est une densité gaussienne.

On trouve :

172 X

1
) 4 (0)]
7* p®
P [w (0) — 29 (0>]'

olt { est la fonction de corrélation du processus
ergodique ; en effet :

p(’)’ 2 .’EO) = ZTC[—- ’\l)” (0

1 L
P(M, 0, %) = FoTagTiiE OXP [— 5 X M~ X],

ou
X = (3);X’— (n-¢),
P
et
M — (‘1‘!25 {1’23).
Hs2s [hs3

$n (v) = E i N(zo) N(wp + 7) % =

LN
= Jim 2]t (oo + ) EeolE -
T
S8 () Bl ).
S WAL LTI
— 4
ttaz = i (0) = — 4" (0).

De la méme maniére, on montre que :
Pae = (s = 0, 33 = ¢ (0)
M= (—" “p (0>y 0 ),

0, 41® (0
|M| = — ¢ (0). ¢+ (0)
et la probabilité cherchée est :
P(%; 5 Zo) — (01 FEIULER

_n? o ]
P [24/' 0~ 24O
Dans lintervalle (z;, z; + dz), on trouve:

dz [ 0% ]
Imi— & (0) ¢ (0)]72 P {37 (0] *
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Le nombre escompté de rayons atteignant le
récepteur dans U'intervalle (z,, z,) est :

N(zy, z,) = 7—1: [—— %] 112[:’ exp [égi—“M(O)] dz,

ou

1 be by

Ou = 3 [arctg . — aretg p— :::] ;

b (0

Niay, 29 = — 2 [ ] x
/o- ec? [ 0ar ] d
o COSec” @ oxp 57 o) 49

ou

Oy = ar be )
M = D) (p— arccot (br— br (,Otcp ]

¢) Généralisation au cas de trois dimensions
(Fig. 3).

Nous faisons encore hypothése de travail en eau
profonde et de fond assez plat; admettons aussi
I'indépendance des variables £(z) et £(y), le fond ne

. ()

P4

—
9m

I'16. 3. — Géométrie du systéme ; cas de 3 dimensions.

présentant pas alors de vallées trop prononcées,
(cette restriction n’est pas nécessaire au développe-
ment des calculs mais les simplifie numériquement).
Par suite :

P(M1s P15 M2» P2) = P(M1y £1) P(Mas P2)-

La probabilité d’avoir un rayon provenant de E
et passant par R dans la surface (dz, dy), est égale
au produit de la probabilité que v, a, de prendre la
valeur 9,;; dans l'intervalle (zy, zo+ dz) et de la
probabilité que 7, a, de prendre la valeur 0,,, dans
Pintervalle (yq, yo+dy).

Compte tenu des résultats précédents, cette pro-
babilité est égale a :

dzdy [ U (O]V2] ¢ (02 x
Pr (d2, dy) = =5 {_ 4 <0)] [" 43 (0)]
1760 02 ],
‘ s [3255 + g2 61
ou
‘I’l (t) = E[‘El (xo) Eu (@ + T)] et

by (v) = E[&s (yo) &2 (o + 7)1 5
78

le nombre escompté de rayons. atteignant le récep-
teur dans la surface [z, 7] X [y, Yg] €5t :

N(zy, xz.; Y1y Yo) = # [_ %%) ((TO))] us2 [__ %(2? ((3))] 1z y

_/:. v/:' exp [i_Lg;L(O) + ﬁ?&(o_)] dz dy,

ou

1 Ze Zp ]
Orn = 3 [arctg 5 —arctg _— et

1 Ze Zy
Ot = 5 [arct —— arct ],
Sl Rl Evr—y
ou bien, en fonction des angles :

[ ” , . z2 (4) 0 12 (4) O 12
N(Cps, P35 Pas (P.z) = 7?65[ qJI ( )] [_._ P2 _(_)] %

A bz (0)
M Py
f / cosec? @y cosec? @, X
P, P
far 03 ]
Xp 57775 & 579 d
P [24»1 ) 30 @) “es e
ou
1 Zr Ze
O =5 [(ps—— arccot (_— - cot <Pa) ,
] Zr T
= e o)
2M = 5 | @g— arccot { - — = cot @y} .

CONCLUSION

L’analyse numérique de ces formules a donné des
résultats convenables ; on obtient des courbes en
cloche pour les probabilités.

Si on reprend la formule, elle a un maximum
pour 6, = 0 c’est-a-dire que le point M optimum
correspond au chemin parcouru le plus court.

L’hypothése de travail en fond suffisamment
plat peut &tre facilement levé ; en effet il suffit de
considérer tg 0, au lieu de 0, mais cette étude ne
tient pas compte des phénomeénes d’ombre éventuels.

Dans le cas d’un fond gaussien, on voit qu’il
suffit de connaitre la fonction de corrélation ; il se
pose donc le probléeme de son estimation (méthode
de Partzen par exemple).

Des méthodes analogues & ce genre de travail
donnent une solution au probléme des chemins
multiples en milieu aléatoire. Les résultats obtenus
nécessitent la connaissance des distributions du
milieu (estimation méthode de Gram-Charlier par
exemple). Les résultats se simplifient beaucoup
dans le cas gaussien mais cette hypothése ne semble
pas applicable au milieu marin.
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