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I. POUVOIR DE RESOLUTION
ET FONCTIONS D'AMBIGUITE.

1.1, Introduection.

Les performances d'un systéme de détection
active, du Lype sonar ou radar, se traduisent par le
comportement de celui-ci face aux deux problémes
suivants :

— la détection proprement dite, c’est-a-dire la
perception de I'écho réfléchi par une cible, cet écho
étant noyé dans le bruit apporté par le canal de
transmission émetteur-cible-récepteur. En cela, les
constdérations énergétiques s’avérent primordiales ;

— le pouvoir de résolution relatif 4 des cibles de

distances et de vitesses radiales voisines. Ce sont ici
des considérations de forme de signal qui dominent.
Sous cet aspect, on se trouve conduit & rechercher
la « potentialité » d’une forme de signal en se plagant
dans des conditions 1déales, aux termes desquelfes
sont considérées comme négligeables tant la dégra-
dation apportée par le bruit que les déformations
subies pendant la transmission. Cest alors a la
fonction d’ambiguité qu’est dévolu le role de carac-
Lériser quantitativement ce pouvoir séparatif irré-
ductible d’un signal.

Nous rappellerons succinctement quelques aspects
essentiels de la fonction d’ambiguité, puis nous nous
attacherons & étendre cette notion au cas de signauz
aléatoires. Aprés quoi, nous rechercherons dans
quelle mesurc P'apport de ces signaux aléatoires
permet de simplifier le délicat probléme de synthése
d’une fonction d’ambiguilé, tout en respectant
cerlaines coniraintes technologiques considérées
comme souhaitables.

1.2. Forme analytique de 1’écho.

En schématisant 4 Pextréme le processus de for-
mation de I’écho, on adopte le modtle d’un réflec-

—
teur ponctuel animé de la vitesse ¢ (la considération
du mouvement tangent améne i la traiter comme

—>

uniforme) et situé en r, a la date de reférence t = 0
-

de I'émission. Si S(r, t) représente au point r le

—
signal scalaire issu de I’émetteur placé a I'origine o

des coordennées, I’équation de propagation dans le
milieu isotrope de célérité ¢, soil :

1 2
[P L2 5o,

c? ot
. . . - - .
conduit & déerire I'écho S per¢u en o par la relation
— r const., _ r > > =
Sit+ =)= s— Olt—-}) avee r =ro+ vt
4 re c

Dans 'hypothése o la vitesse radiale

(v,7)

V,= vy = %G
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est faible devant c(a < 1), et ot r, est grand devant
la distance parcourue par la cible pendant la durée
de son illumination, on obtient la représentation
simplifiée du signal-écho (3 un facteur prés qui sera
néghgé dans tout ce qui suit) :

S(t) = S(kt— 8),

avec

=y o

Al ¢ 0=i1a

L’action du canal sur S se traduit donc par une
affinité et une translation. D’autre part, dans le
domaine de la détection acoustique ou électroma-
gnétique, les conditions expérimentales sont telles
que les signaux s’obtiennent par modulation et
possédent un spectre étroit autour d’une fréquene
centrale vo. Dans ces conditions, 'emploi du signal
analylique de Gabor-Ville [1, 2] s’avére précieux:
on écrit pour le signal d’émission (r = 0).

>
s(o, 1) = Re X(1) = Re [A(r) e2miwt],

ol A(t) est dénommée « amplitude complexe » du
signal analytique X(¢). Les différentes hypothéses
adoptées permettent alors une formulation trés
simple de I'écho [3] qui apparait comme la résul-
tante :

— d’une translation dans le temps: le «retard »;

— d’une translation en fréquence, le « décalage
Déppler », ¢ = 2av,.

D’ou Pexpression approchée du signal analytique
associé a I’écho :

X(t) = A(t— 0) exp 2mi(vy + @) (t— 9),

(le signe — devant O permet de considérer ce
«retard » comme positif).

1.3. Fonetion d’ambiguité,

Pour étudier le probléme de la séparation entre
échos, supposons que lec récepteur ait a traiter
conjointement :

— X,(t), écho renvoyé par une cible de caracté-
ristiques retard-Déppler (0, o) ;

— X,(t), écho renvoyé par une seconde cible de
caractéristiques (0 + 1, @ + f).

Faisons les hypothéses suivantes sur X(¢) : tout
d’abord il s’agit d'une fonction déterministe ;
d’autre part, le fait que le signal fourni par I’émet-
teur est nécessairement d’énergie finie implique que
ce signal analytique X(t), ainsi que I'amplitude
complexe A(t) sont des fonctions de L% (carré
sommable).

Traduire la différence entre X, et X, revient a
considérer une distance entre ces fonctions ; dans
I'hypothése ol les échos sont traités dans un récep-
teur quadratique, cetie derniére quantité se confond
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alors avec la distance au sens du carré de la norme
dans L2 soit

D(X,, Xl) = [[Xg— Xy = [ X1 + [|X4]j?
— 2Re < X,, X; >.

Or Pexpression de X,(t), par exemple,

X, (8) = At — 1) e2mitvtoit—n),

montre que les normes des échos sont indé-
pendantes du retard ou du décalage Déppler :
IX42 = 1X,)|2 = ||A]]2. 11 en résulte que cest le
produit scalaire << X, X; > qui traduit seul
Pécart entre des échos ayant subi des retards ou des
décalages Dépple: différents. Il faut donc considérer :

<Ny Xy >= [OXE X 0,

= emltv,ro+NT A(t—0) A* (t— 06— ) X

. e—2mift—0) s

Le facteur de phase e¥Ve*/+®% représenie un

découpage irés fin 4 une fréquence élevée (sauf

pour des valeurs trés faibles de v qu’il serait illusoire

de considérer) et, par 13-méme, ne peut intervenir

dans le probléeme de résolution. Il s’ensuit que

I'aptitude d’un systéme de détection A séparer les
échos est traduite par la seule quantité

{1) \F(Ts f) = ./I;‘ A(t) A* (t— T) e—2mift g

Clest la fonction d’ambiguité de Woodward [4]
dont on trouvera une étude détaillée dans [5]. Le
terme « ambiguité » traduit le fait que deux échos
seront d’autant plus difficiles & discerner — et
donneront lieu & une interprétation « ambigué »
dans certains domaines de I'espace (v, f) — que
2 Re << X, X; > (et par suite V') sera plus proche
de ||A[|%, et donc la distance plus proche de zéro.
W(=, f) dépend uniquement de I’amplitude compiexe
A(t), donc est liée essentiellement a la forme du
stgnal.

Il n’apparait pas inutile de bien préciser ici un
point de vue souvent passé sous silence dans I'abon-
dante littérature traitant de ce sujet : c’est que, la
notion de fonction d’ambiguité découlant de la
distance dans L2, son emploi n’a de sens qu'en
association avec un traitement quadratique. Il serait
donc vain de tirer des conclusions 3 partir de la
structure de cette fonction d’ambiguité s’il devsit
s’agir de les appliquer & un récepteur autrz que qua-
dratique.

L’inégalité de Schwartz montre que

F(x, M < W0O, 0) = |41,

ce qui conduit & utiliser une fonction réduite valant
1 pour v = f =0, soit

(1a) A )= ¥(r, Y0, 0),
et douée de la propriété d’étre bornée et normée a
l'unité :

XM<Y et fopracdr=1
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Il en résulte immédiatement que |¥|2, fonction
non négative et bornée, peut éire interprétée comme
la densité de la répartition de la mesure ||4]|2 (carré
de I’énergie du signal) dans le plan retard-Doppler.
D’autres interprétations peuvent &tre trouvées a la
fonction d’ambiguité, qu’il n’est pas inutile d’évo-
quer rapidement avant d’en généraliser le domaine
d’application.

1.3.1. Ambiguité et incertitude.

La relation d’incertitude temps-fréquence qui
découle uniquement des propriétés de la transfor-
mation de Fourier exprime, d’une maniére appa-
remment indépendante, 'impossibilité d’une locali-
sation absolue, & la fois dans le temps ¢t et en fré-
quence v : on a la relation entre premiers moments

At.Av > 1[4n.

Ce fait est indépendant de toute hypothése pro-
babiliste mais peut conduire, par analogie avec la
mécanique quantique, & considérer ¢ et v comme des
observables liées aux opérateurs £ el v ; pour étre en
accord avec la relation d’incertitude, il convient
alors d’adopter la relation de commutation

[t, vi= i[2m.

Dans le méme esprit, le signal est & considérer
comme I'élément |X > d'un espace vectoriel et,
dans une base ]t > continue, orthonormée et com-
pléte ol ¢ est diagonal, (¢|t > = t[t >) sa « repré-
sentation — ¢ » est justement X(f) = <t|X >.
Il en résulte que la valeur moyenne de tout opé-
rateur Q s’exprime, aprés le choix du signal |X >,
par

< X[QX > 1 O\
XX T XP < X{QIX >.

En particulier, on peut ainsi déterminer la fonc-
tion caractéristique de la répartition conjointe de
t et v ; en utilisant le lemme de Glauber, nous avons

<Q>=

(D(u, V) = < el{uf+4ov) > =
< elut glov g—[lut,vv]fy — _

eluv [4m
<XIX>

La relation de commutation permet de déter-
miner I'élément de matrice en rep.ésentation — ¢
de Popérateur ei*Y dénommé « translation-lemps » :

< X|eiut eivle' >,

< eV > = $(t'— ¢ + v[2m).

Comme, d’autre part, < t|elut|s’ > = eiut §{t — t'),
I'usage des relations de fermeture conduit immédiate-
ment &

pluv] 4r . ,
P, v) = =5z fp <Xl > <t >
< el > < | X > dt dt’ dr,
eluv] 4 ~ v .
- SRS S X OX (14 g5 o
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Utilisant Vécriture X(t) = A(2) *™™, nous obte-
nons alors

v+ =)o

A() A* (t— —v—) efl g
R! ‘ 2T ’

!+ )

(A2
ce qui montre, compie tenu de la suppression du
facteur de phase dans ’expression (1) de ¥(z, f) que

vz, f) = @(— 2xf, 2n7).

Ainsi, la fonction d’ambiguité réduite s’assimile-
t-elle & la fonction caractéristique de la répartition
conjointe temps-fréquence, ce qui la relie directement
3 la relation d’incertitude. Un tel point de vuerejoint
celui de J. Ville [2], et il est remarquable de cons-
taler combien la méthode intuitive de cet auteur
fut en avance sur le formalisme de la mécanique
quantique.

(D(u, V) =

1.3.2. Ambiguité et filtre adapté.

Se plagant au point de vue des réalisations prati-
ques, plusieurs auteurs — voir lexcellente syn-
thése [6] — raitachent la fonction d’ambiguité a
I'emploi d’une détection cohérente.

Linvolution X — X% par laquelle

XH(t) = X*(—1),
pourrail &tre nommé < signal adapté » & X(t), permet

de définir a priori le « filire adapté » au méme signal
par le produit de convelution

FIX] = X# % X.

Ce filtre a donc pour réponse percussionnelle le¢
signal adapté X#(1). Il se trouve que le filtre adapté
vient se confondre avec le filire optimal relatif au
critére de rapport signalfbruit, dans le cas, trés
restrictil mais commode & considérer, d'un bruit
a corrélation microscopique et de condilions idéa-
lisées pour lesquelles le principe de causalité n’entre-
rait pas en ligne de compte. L’emplor du filire
adapté correspond bien a untraitement quadratique,
[(X£ * X) est une forme hermitique définie posi-
tive] et, comme nous l'avons fail remarquer, la
considération de la fonction d’ambiguité est alors
tout a fait légitime.

On peut montrer que, si un signal est transmis a
travers un filtre de réponse percussionnelle H(z),
c’est le méme filire qui opére sur son signal analy-
tique et c’est le filtre associé de réponse percussion-
nelle e~2" H(t) qui opére sur l'amplitude com-
plexe (v, étant la fréquence porteuse). Le filtre
adapté a X(t) = A(t) e™™ a pour réponse percus-
sionnelle X#(t) = A#(1) e¥™! et par suite le
filtre associé qui opére sur les amplitudes complexes
a pour réponse percussionnelle A#(t) = A*(— ¢) [12].

Considérons alors un écho défini par un retard =
et un décalage Doppler f; il a pour amplitude com-
plexe, relativement & la méme fréquence porteuse v,

A/(t) = e—2FIvtA (1 — 7} @2+ N(t—T) =

A(t——- "l.') e—27i(vo + flvg2mift,
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Dans ces conditions, la valeur é la date de référence
t =0 de Uamplitude complexe de la réponse du
filtre adapté excité par cet écho s’exprime par :

(A# % A ) g = e—2rlvtis Al A* (1) A(t— ) e2mlft di,

En supprimant le facteur de phase, on trouve que
ceite réponse coincide avec la conjuguée *(x, f) de
la fonction d’ambiguité (1).

Une telle interprétation physique s’avére parti-
culierement commode du point de vue pratique, a
cause de 'emplol trés répandu des filtres adaptés.

Cependant, outre sa lourdeur manifeste et son
cadre restreint, elle présente linconvénient de ne
pas mettre en relief 'aspect du pouvoir de sépara-
tion lié & la notion fort simple de distance qui, de
notre point de vue, caractérise au mieux la fonction
d’ambiguité : ici, les grandeurs v et f ne représentent
plus explicitement des différences de retards et des
différences de décalages Doppler entre deux échos.
Il scrait préférable a ce point de vue de parler de
filire adapté & un certain retard T et & un certain
décalage Doppler f entre deux échos.

En tout état de cause, 'interprétation évoquée ne
saurait se substiluer a une définition.

Notons enfin que la notion de fonction d’ambi-
guité a pu étre élendue au diagramme de rayonne-
ment des antennes [7].

II. NOTION DE FONCTION
D’AMBIGUITE ETENDUE
A DES SIGNAUX ALEATOIRES.

il est tentant de songer & utiliser une notion se
rattachant & celle de fonction d’ambiguité dans des
cas ou 'amplitude complexe du signal (de fréquence
porteuse vg) est une fonction aléatoire. 1l convient
cependant de bien préciser le sens qu’on attachera
alors a une telle notion : ainsi, il est bien évident que
le signal émis, de méme que les différents échos
qu’on en per¢oil, résultent tous d’une méme réali-
sation A.(t) de la fonction aléatoire A(f). Dans ces
conditions, on est pleinement, en droit (sous réserve
de convergence) d’utiliser la notion de distance
au sens de la norme dans L% — et partant celle de
fonction d’ambiguité — puisque A.(t) est de fait
une fonction délerministe pour une émission donnée
et un appareil émetteur déterminé,

S’il s’agit au contraire de dégager des propriétés
générales portant sur une série d’émissions ou sur
un lot d’appareils de méme fabrication, il nous faut
alors raisonner sur Uensemble des réalisations de
A(t). C’est ainsi que nous commencerons par consi-
dérer l'espérance mathématique de la fonction
d’ambiguité E { ¥(r, )} ; cette quantité n’aura bien
entendu une signification pratique que dans la
mesure ou elle représenle une grandeur centrale
autour de laquelle les écarts statistiques demeurent
relativement faibles sur 'ensemble des réalisations.
C’est pourquoi il est en outre nécessaire d’étudier
Pimportance de la cariance E{ W2} — |E{ ¥ }|?

comparativement a cetle grandeur centrale. Pré-
38

ET G. BONNET

cisons bien le sens physique de ces deux grandeurs :
Pespérance iraduit le comportement moyen d’une
classe d’appareils, la variance (ou fluctuation)
traduisant le défaut de reproductibilité.

Intuitivement, le fait qu'une moyenne temporelle
intervicnne dans la détermination d’une fonction
d’ambiguité nous fait pressentir que les écarts
statistiques seront d’autant plus faibles (et la
notion d’espérance d’ambiguité d’autant plus signi-
ficative) que la durée du signal sera plus importante
et simultanément la composante aléatoire de A(t)
dotée d'une certaine stationnarité. Cest ce que
nous nous attacherons & préciser.

II.1. Espérance d’ambiguité.

Prenons pour amplitude complexe la quantité

(2) A@r) = P(&) + X(1) Q)

ot P(t) et Q(t) sont des fonctions déterministes, sup-
posées de L2, de telle fagcon que leurs fonctions
d’ambiguiié existent suivant la définition (1, ; ainsi

¥ (v, /= ~/R: P(z) P* (t—— T) e—2nift

et de méme Q(t' — ¥, (v,f). X(¢) est une fonction
aléatoire (f. a., de second ordre (E { | X (0|2 }< + 0)
définie sur la catégorie d’épreuves §&. Nous la sup-
posons centrée [dans le cas contraire Q(* E{ X(t) | €
L2 serait inclus dans P(t)]. Nous définissons alors
sur la méme catégorie & la fonction aléatoire d’ambi-
guité décrite par la relation (1) et, compte tenu de
(2) et de ce que E { X(t) } = 0V ¢, son espérance
mathématique s’exprime par

3 E{¥(r,Ni=¥(r, /) +

/1; T, t— 1) Q¢) Q* (t— 7) e—2™ift de,
ou T'(¢, ¢) est la cocariance de X(t).
(4) I v)= Ef X(@) X* () }.
L’inégalité de Schwariz donne alors
|[E{W¥(r, N}] <E{¥(O 0]

I1 est préférable de réduire a I'unité la valeur 2
’origine de (3), ce qui nous améne & utiliser de préfé-
rence 'espérance mathématique sur & de la fonction
d’ambiguité réduite, décrite par:

_E{¥@E N

B) = E—{m=

Wy (v, f) + A‘ T'(t, t— ) Q(t) Q* (t— =) e~/ ds
/PR + E{1X@1} Q1] a

*

d’ou
(T, A < x(0, 0) = + 1.

Nous nommerons cette quantité x(t, f) « espérance
d’ambiguité ».
Il semble qu’on ne puisse déduire des renseigne-
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menls inléressants de cette définition qu’en formu-
lant quelques hypothéses sur I'allure de la cova-
riance, et nousne nous attacheronsici 4 son étude que
dans le cas particulier ou I'(¢, t') est stationnaire.
D’ailleurs la présence du facteur Q(t) permet, 2
partir de ce cas particulier, de traiter toute une
classe de fonctions aléatoires non stationnaires. Il
est bon auparavant de nous pencher sur un exemple
bien connu pour lequel T'(¢, t') n’est pas station-
naire : celul du signal binaire latticiel.

I1.2. Signal binaire latticiel.

Considérons une partition de I'axe des temps en
intervalles adjacents, mais disjoints, 6; de durée
commune 0, ceci & parlir d’'une date de référence

0 0
ty € [- i’ + ‘2]
Done

14 . 1 . 1
0; = [t0+ (j— 2)6, to + (; + fz) 6],
pour j entier de — co 4 -+ oo. On construit une
fonction aléatoire X(t) de module 1 (donc de second
ordre) par lirages au sort indépendants du signe
de X(t) dans chaque 6; et 'on obtient ainsi

+00

(6) X()= X &lleyy (t— ty— j0),

i+—oc0
ol les g; sont des réalisations indépendantes d’uno
variable aléatoire qui prend les valeurs + 1 ou — 1

avec des probabilités égales ; d’ol résulte

(7) E{s,-§=0, E%&j&k;=8;k.
IT est la fonction projectrice, définie par
=1, te[—T,+ T},
(®) Iz (9 = 0, sinon,

et dont nous utiliserons la propriété suivante :
9 Hrt—n)r t—1)=
. ([ T+
HzT (T—T)HW (t— ).

avec

1
W= T—5|1— 7,

X(t) est donc centrée el sa covariance s’exprime,
étant donné (7) et (9), par :
(10) T, t—7) = E{ X() X{t— 1) }=
Mo (v) T Thio—jenfe (t— to— =j2— jO).
?

On a bien I'(t,t) = E{ X?}= 41 et l'on
constate en outre que cetie covariance n’est pas sta-
tionnaire.

Prenons pour amplitude complexe d’un signal

la fonction de support [— T, + T]:
) Aw = Tz () XQ),

construite a partir de X(t) définie en (6).
Nous obtenons un signal de durée 2T, le signal
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binaire latticiel tronqué, dont la figure 1 montre
uneréalisation. La relation (11) correspond dans (2) 4

(12) PO)=0 et Q) = 7 (1)

AAQ
| ~Tit-kg
- ]
i
— ‘

Fic. 1. — Amplitude complexe
du signal binaire latticiel tronqué.

| L8

i
i

Deux cas présentent un intérét pratique :

a) Ou bien le découpage par 1 est lié invariable-
ment A ¢, et des considérations technologiques condui-
sent alors & choisir ¢, = 0 et 27 multiple impair de 6

(13) 2T = (2k+ 1) 0

Le signal est formé de 2K 4 1 échantillons indé-
pendants g; Ilg,(t — j0), avec j variant de — K
a 4 K, et 'on a, en portant (10) et (12) dans (5) :

(K entier positif).

. 1 L&
xn =57 Me(v) X e X

je—XK J R
Mig—iznge (t— 712 — jO) d(¢).
En utilisant la transformée de Fourler

sin 2r [ A [rf de II ,4(t), on retrouve ainsi le résultat
connu [8], compte lenu de (13):

1 sin /(6 — [}

W =N =g fe ) g
sin 2k + 1) 7f8 .
sin 7f0 )

On a posé (voir Fig. 2):

7|

1
(15)  Ag (r) = (1- %) o () = § (Hore * Hope)es,

fonction proportionnelle au carré de convolution
de Il,,(t) ou encore — II étant paire — & sa fonc-
tion de corrélation (on nomme parfois A « fonction
triangle »).

AT AT
l |
o
I} A |
1 1 I
Lol t A\ t
=T 0«7 -T 0 +7
FiG. 2. — Fonction projectrice II et fonction A associse.

b) Ou bien le découpage est indépendant de ¢,
sur chaque épreuve, ce qui revient a considérer t,
comme aléatotre & distribution uniforme dans
[— 6/2, + 06/2]. La covariance s’obtient par I'espé-
rance mathématique de (10) relativement a la
variable tg, ce qui donne

(16) Ef{ X(t) X(t— 1)} = Eo{T(t,t— 1)}, = To (1) %
+00 | +8]2

1208 o Mo jenty (¢~ to— (7)2) — jO) dtg

= (1 — [7[/0) e (1) = Ae (7).
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Il s’agit dés lors d’une covariance stationnaire et ce
cas entre dans le cadre de ’étude générale que nous
abordons maintenant.

III. CAS DES FONCTIONS
ALEATOIRES STATIONNAIRES.

S1 X(t) est stationnaire, sa variance ¢? est cons-
tante et sa covariance I'(t,t') ne dépend que de
T = t —t'. Introduisons la covariance réduite (que
nous supposerons de carré sommable)

1

(17) C(x) = Ity t— 1),

Q

i

LE{XOX* (— 1)) =C0) - + 1,

et portons-la
devient
(18a)

1

s, )= STArs Wy (7, f) + 62 C(v) Yo (5, ),

dans (5); lespérance d’ambiguité

ou

<lAPR>= [ 1P+ ot QP a

Une propriété trés importante ressort de cette
formule : le « pouvoir de résolution en Déppler »,
notion associée a x(0, f), est indépendant de la loi
de la fonction aléatoire stationnaire X(t) ; seule la
variance intervient dans ce pouvoir de résolution, de
par le poids qu’elle apporte & la superposition
W0, f) + 62 Wy(0, ). Par contre, la loi tempo-
relle de X(t) intervient directement dans y(<, 0),
donc dans le « pouvoir de résolution en distance ».

On ne peut manquer d’apercevoir ici la grande
facilité qu’est susceptibie d’apporter au probléme
de synthése d’une fonction d’ambiguité 1'utilisation
d’une composante aléatoire : le plus simple semble
d’abord de prendre P(t) = 0, ce qui réduit (18a) a

X f)=C) %o (= f), (P =0).

On peut alors songer & déterminer Q(t) de maniére
a obtenir pour y(r, f) la loi désirée d’évolution en
Déppler ; il reste ensuite & déterminer la covariance
de la composante aléatoire X(t), de fagon a ajuster
la loi d’évolution en distance. Enfin, Paddition d’un
signal P{t) peut permettre d’effectuer des correc-
tions résiduelles. Un tel probléme est trop vaste
pour &tre traité ici et, désireux de dégager quelques
propriétés significatives des signaux aléatoires, nous
nous bornerons désormais a traiter le cas

(18b)

Pty =0 Q(t)= Iz (t) (projectrice).

Un tel choix s'impose pour des raisons de simpli-
cité : mais on sait également quel grand intérét
technologique représente une puissance d’antenne
constante —du 1moins en moyenne — pendant
toute la durée 2T de I’émission.
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III.1. Signal aléatoire de 1_p_uissanee moyenne
constante et de durée 27.

Toujours dans I'’hypothése ou X(t) est aléatoire
stationnaire centrée, nous adoptons donc
A() = X(0) IL(t).

Alors, élant donné que

1
Yo (% f) = ST A et I1p (1) Tp (¢ — =) dt,

1 T
=57 Moy (1) A, et Tlp_joifo (t" §) de,

1 st 2T —
— 2_T_ HM, (T) %__ED

e—n i/‘r,

nous obtenons, en portant dans (18b) et compte
tenu de Pécriture (15):

1 2T —
(190) 4%, f) = Cfx). Aag () BT 71

e—mrifT,
2T — ||

Nous ne mnous intéresserons la encore qu’aux
variations de |x(, f)|,
v e _ , (Sin nf(ZT—]TI))Z‘
A9%)  ix(s, DI = 16) Ao 12 (Vg — ey,
Il apparait ainsi que :
a) le pouvoir de résolution en Déppler dépend
uniquement de la durée 2T du signal. A la limite, on

a: lm |¥(t, )% = |C(x)|® 8.0 (8,0 nul pourf 5= 0;

T—>o0
=1 pour f=0);

b} dans I'hypothése — qu'il s’avérera nécessaire
de respecter — ou 2T est grand devant la mémoire
statistique du signal, alors le pouvoir de résolution
en distance dépend uniquement de la covariance.

II1.2. Varianee de la fonection d’ambiguite.

Le calcul de la valeur quadratique moyenne
EH‘FIZ} nécessite la considération du moment
réduit du quatriéme ordre

(20) M(t, a) = £E§ X(t) X* (t— 1) %
X* (t—a) X(t— 7— ) }.
Celui-ci est tel que M(r, a) = M(«, 1) et, étant
donné les propriétés de stationnarité,
M(— =7, —a) = M(t, &) ;
M{— 71, &) = M(r, — «) = M*(1, «).

Partant de la définition (1) et de la propriété (9),
nous avons tout d’abord

r, f) = Mar (7) ./1;! ] PO (l—g) X
X(t) X*(t— 1) e—2mift dg,

ce qui conduit pour |¥|? & une intégrale double ent
el ¢. Nous posons « =t —t' puis f = t — 12, et
une premiére intégration en B fait apparaitre le
carré de convolution [cf. (15)] :

Hreiepzr % Hr—iepor = 2T — [7]) Aer—1cl ().
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Un calcul trés simple conduit ainsi a Pexpression
sutvante :

20 E{ s, 1t} = 2To% Aur (5) [ eamire x

1\.21'._.[«;[ ((X) NI(T, OC) dot

Au lieu de considérer la variance de W(r, f), il est
préférable de faire intervenir une grandeur réduile ;
nous nommerons fluctuation I’écart moyen quadra-
tique relatif, rapporté au point origine ot 2(0, 0) =1

solt
E]',)Z—E’ 271f2
e(-c,f):[ {14z, NIPI— IE{ e )%!] ’
1[2
I §— et N

E { 4(0, 0) }i2
!
- laean e
Or, si nous considérons que A,,_ . («) a pour
tzansformée de Fourier

(22) er—in (f) =

FAer—im () =
2T — I=n]*
2T — 1[%_._] ,
A= er=T
1
et que AZ;(7) = 5T Ayr(7) |2T — |1, nous pouvons
écrire d’aprés (19b) :

1

l‘/_(’l.', f) 2= ‘2‘T !C(T)Iz 1\21' (T) f g—2rija ‘AQT__[‘;[ (O(.) dot.

Alors, compte tenu de (21), nous obtenons comme
expression de la fluctuation

(23) elr, f) =

Nop (v i )
?ZTT( )./;‘ e—2 % Agp (a) [M(r,a)— |ClT)}%] da"

Dans la mesure ou l'intégrale demeure bornée
lorsque T —> o0, ce qui, nous le verrons, correspond
& la majorité des cas inléressants, €(z, f) décroit
comme 1]\/T lorsque T — co.

A Popposé

lim e(t, f) = Aer (7) vV M(r, 0)—

T->0

€015 VYf.

Pour que Vemploi de signaux aléatoires ait une
valeur pratique, il convient qu’on puisse caracté-
riser un signal par la seule valeur moyenne 4(z, f) ;
il faut par suite que la fluctuation ¢ soit faible
pariout : nous en déduisons la mnécessité d’utiliser
des signaux de longue durée, en prenant 2T irés
grand devant la mémoire statistique de X(¢), autre-
ment dit, trés grand devant son « temps de corré-
lation ».

Dans la plupart des cas, il s’aveére utile de caleuler
I'intégrale dans (23) par 'intermédiaire de la trans-
formée de Fourier de M(r, o) :

(24) u(t, v) = /Rl e—2mva M(r, o) do.

De son ¢6té, la transformée de Fourterde A, ()
est celle, 7\21._11](\:), donnée par (22). Le théoréme
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de Plancherel conduit alors & lexpressxon sulvante
de ¢

25) ez, f) =

\/A22T’1‘(T) [(Map—izt (v) % (7, v))n— [C(¥)1* Rar—rst ()]

IV. PREMIERE APPLICATION :
SIGNAL ALEATOIRE GAUSSIEN.

Dans le cadre du paragraphe III.1, considérons
X(t) comme stationnaire, centrée, réelle et de
Laplace-Gauss. Si C(t) est la covariance réduite de
la fonction gaussienne, l'espérance d’ambiguité est
toujours donnée par la formule (19).
~ Le moment du quatritme ordre s’exprime de
maniére simple et nous avons :

M(t, &) = C2 (1) + C% (x) + C(x + 7) Gl — 7).

De ce fait, la forme (23) de la fluctuation devient

&, f) =
\/A2;TST) /1;: e—27l1% Agpyy (a) [C2 (o) +
Cloe + 7) Gl — 7)) doc.

Pour dégager des résultats pratiques, faisons
Papproximation suivante: soit (— 0, 4-0) le
domaine dans lequel C(r) différe sensiblement de
zéro ; alors, dans le plan 7, o :

— (%@’ est sensiblement contenu dans le ruban
horizonta: « € (— 6, 4 6) ;

— C(e - 1) C(@ — 1) dans le carré ayant ses
sommets -:r les axes et inscrit dans le cercle de
rayon 0 centré sur Torigine.

Puisque. pour les raisons évoquées précédemment,
nous choisissons une durée 27 du signal grande
devant 0, nous pouvons alors remplacer Az'.l'—hl
par 1 dans l'intégrant, ce qui nous donne I’ approxx-
mation

e (% f) #AzzTTS )‘/R‘ e—2mife

[C? () + Clx + 7) Cle— 7)] dax,

Si nous wutilisons la transformée de Fourier
v(v) [c® de C(z), y(v) étant la densité spectrale éner-
gélique, le théoréme de Plancherel donne pour l'inté-
grale précédente I'équivalence
1

ot Jm

(T > 0).

{ 1 + exp [— 2mit(v — 2f)] ; Y{f— v) y(v) dv.

Alors, les densités spectrales étant non négatives,
nous pouvons majorer par le produit de convolution,
ce qui donne finalement :

A
20 el 1) < /D by kg

(T > 6).

Pour donner un exemple simple, bien que grossier,
supposons que X(¢) soit & bande limitée, avec une
densité spectrale uniforme dans (— F, 4~ F):

c?

1) = 55 Hr ().
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“'Il en résulte que O est de l'ordre de quelques
(1/F) donc 2TF >» 1. En portant dans (26) nous
aurons, d’aprés (15) :

(5, f) < \/ Aar (D 8o () 4 /37
Le support de € dans le plan =, f est le rectangle
TE[—'T,—*- T]? fE[—— F’+ F]’

et ¢ atteint son maximum (2TF)~ 12 pourt = f=0.
Une bonne reproductibilité entre réalisations de
X{=, f) tmpose ici le choix d’un produit T'F supérieur
ou égal a 100.

On pourralt egalement songer 4 utiliser un signal
gaussien écrété, ce qui simplifierait beaucoup la
technologie de I'émetteur. Dans ces conditions,
Pespérance d’ambiguité devient

sin wf (2T — [v}) e—rife

“A{r, f) = are sin C(1). Ayr (1) AOT—T

ou C(r) représente toujours la covariance réduite
de la fonction gaussienne.

Le calcul du moment du quatriéme ordre conduit
a considérer des primitives d’intégrales elliptiques
et n’est donc pas trés significatif. Il est évident que,
pour TF » 1, le comportement de¢ la fluctuation
ne va pas s'écarter sensiblement de celul que nous
avons vu précédemment.

. V. SECONDE APPLICATION :
SIGNAL BINAIRE LATTICIEL TRONQUE.

.Nous avons vu au paragraphe I1.2 que la fonction
aléatoire latticielle

400

X(t)= X%

ko —00

e Hapy (t— to— KO).

est statlonnaire si f, est une variable aléatoire a
réparLition uniforme dans (—0f2, 4 0/2). Sa
covariance réduite vaut alors A( ). Le signal
X(ty Mp(t), de durée 2T, a ainsi pour espérance
d’ambiguité d’aprés (19a)

X, f) =

sin 7of (2T — |t]) e—nift

37) T — )

Ap (1) Age (v)

V.1. Comparaison avee le signal
rence fixe.

a date deréfé-

On ne peut manquer d’étre frappé par la trés
grande différence d’aspect entre cette expression
et la fonction d’ambiguité (14) relative au cas —non
stationnaire — ou £, est fixé (¢, = 0). Bien qu’il ne
soit pas anormal en sol que deux modéles dissem-
blables conduisent & des résultats différents, on est
en droit de supposer que les deux formulations
devraient tendre a se confondre lorsque le nombre
2K + 1 d’échantillons correspondant 4 la durée 2T,
devient important : dans ces conditions, en effet,
le fait que les deux échantillons extrémes soient ou
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non tronqués par I, se doit d’étre de peu de poids.
C’est cette exigence de I'intuition physique que nous
allons vérifier en reconsidérant la relation (14) :

a) Letermesin (2K 4 1) = f 0 fsin = f 6 présente
des maximums absolus pour les valeurs de f mul-
tiples entiéres de 1[0 : ces maximums seront trés
prononcés si 2K 4 1 est un nombre élevé, donc si

2T = 2K+ 1)6 > 0.

Dans cette hypothése, X(r, f) ne peut étre sensible
qu’a lintérieur de bandes horizontales entourant
les droites f = m [0 (m entier) et ayant pour largeur
quelques 1/(2K + 1)8 (ou quelques 1/2T). Nous

avons alors :

sin (2K + 1) 7f8 = (— )™ sin 2t (f— %’) T,

(r—5)

sin /0 = (—)m sin 70 (f— %) # (—ym 0

pour

m
f#g

et, a fortiori, puisque la présence de Ag(t) dans (14)

impose |7| < 0:
- (—5) (5 )

b) Portons ces approximations dans (14); nous
obtenons

in _— 2
(%, ) # (—)™ Ag (x) [s w(f— m[0) T] J—

nf2T
(f #s

et T> 0).
Pourm = O et compte tenu de ce que |7] <0< 2T
cette expression s’avére équivalente & (27). Pour les

sin 7of(0 — |7[) # (

valeurs m = 4 1, 4+ 2, etc., le terme entre cro-
chets apporte, au voisinage de f = m [0, une contri-
1 2T

——i; celle-ci est négli-

0

geable d’aprés hypothése faite. Il y a donc concor-
dance entre (14) et (27) lorsque 6 <« 27, et le fait
que tysoit fixé ou aléatoire est alors sans conséquence.

bution majorée par |—.
mrn

V.2. Aspects de la fluetuation.,

Le calcul du moment d’ordre quatre, M(r, «), est
assez long et délicat ; il est traité séparément dans
I'appendice o est également recherchée la transfor-
mée de Fourier p(t, ). On trouve, A,(v) étant la
transformée de Fourier de Ag(t), telle qu’elle est
donnée en (22) :

— pour |t] € [0, 6/2],
wr = e 0+ (1= )5 0
il

g2

l th' (g) 3 (v—g)'
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la sommation portant sur n entier de — oo & 4= oo
sauf n =0

— pour |t] € [0/2, 0] :

wiT, v) = 1_’(;_\ Ar (v) + (1— l:(-';—l)z'b‘(v) +
(1= 5) B2 (5)3 (0~ 5):

— pour || > 0, en posant v’ = |t — 6 Ent %‘ :

w5 )= 5 he )+ (1= 5 ) 20mer

@l a,

D’autre part, nous savons que
o\ 2
el = i = (1 =) m

Nous obtenons la fluctuation en portant ces
différentes valeurs dans (25). Nous constatons tout
d al.)‘ord que la composante — |C(x)|2 Aypoy(f) est
entiérement compensée pour toutes les valeurs de .
Nous trouverons par exemple, dans la zone ou

l'ri < 0/2:

. A
o5, 1) = 250 [ O 0 % 20 () 00+

1912' 13&:0 As (g) Aor—i3 (f— g)]

a) e [—5, i] Placons-nous dans des condi-

tions, les seules intéressantes, pour lesquelles 7 > 0
et a fortiori T > |1|. Nous oblenons alors, étant
donné les propriétés

pam Ar(v) = 3(v) ;

lim 1

= 0’
T16->00 T Ar(v) = Sv.o, Y

=1 pour
=0
Iexpression approchée sulvante :

2= (z, ) = Aurlx) [Qﬂ'—yie (sin TCfT)2 N

rft

st non,

T2 sin nrt [0
( nmt [0

2
02 .o ) 8/.nl9]- (T » 0).

On remarque tout d’abord que £%(0, f) = 0, Vf:
il n’y a aucune fluctuation sur I'axe v =0 et I'espé-
rance mathématique est une description exhaus-
tive de l'ambiguité en « Déppler pur». On voit
ensuite que la partie principale de la fluctuation est
distribuée sur des segments de droite

] 9' _n
TE(—§,+§), f’—‘—e'

(n entier # 0) et que <y tend localement vers une
limite non nulle lorsque la durée 27" du signal aug-
mente indéfiniment : il y a donc dans ces zones
f ~ n[6 une incertitude génante quant au pouvoir
de résolution en Dippler. La source de ce défaut
est & rechercher dans la structure latticielle du signal
utilisé et ce comportement est a rapprocher de
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celui que nous venons d’évoquer au paragraphe V.1.
Par contre, la contribution complémentaire a e?
laquelle est distribuée de fagon continue de part
et d’autre de I'axe f = 0, décroit vers zéro comme
1/T ; elle est bornée par 6/8T = 1[8FT si nous
convenons d’adopter F = 1[T comme fréquence
de coupure du spectre énergétique de X(t).

b) |z| € (0/2, 6). On trouve parcillement, dans
la méme hypothése T > 0 :

-

e¥(t, [) = Asp(r) l2llz‘6 (sm_-n:f*r)z +

rfT

|2 sin n(1 — || JO)\?
(1~ T) néo ( nmt(1 — |7]/60) ) 6"""’].
Il subsiste le méme défaut dans les zones f ~ n [0
et la méme distribution continue que précédemment,
décroissant comme 1/T et bornée par 1/2 FT.
¢) Enfin, pour |t} >0 et T » 0, en écrivant
v = |7 — 0. Ent (|7|/0) :

e¥(r, f) = QB—T_ Agp(7) [(%)2 (Sil’;;{’r')2 .

(=5) (==

Il ne subsiste qu'une distribution continue ten-
dant vers zéro comme 1[T ¢t €2 y est borné par

1/4 FT.

Vi. SIGNAUX BINAIRES ASSOCIES
A DES PROCESSUS
DE RENOUVELLEMENT.
EXEMPLE DES PROCESSUS DE POISSON.

Par extension de ce qui précéde, nous désignerons
comme « signal binaire » une fonction réelle alternée
X(t) de module égal & 1, et dont les changements de
signe ont lieu aux instants successifs d’un processus
ponctuel. Ce type de signal présente deux parti-
cularités : g

a) 1l offre tout d’abord un gros intérét techno-
logique dd, comme nous I'avons fait remarquer, &
une puissance d’émission rigoureusement constante
pendant la durée du signal et & une grande facilité
de modulation, celle-ci réduite & une multiplication
de la porteuse par + 1 ou — 1

b) le moment réduit du quatriéme ordre est tel
que M(0, «) = 1, Va, et la covariance réduite telle
que C(0) = 1. Par suite, M(0, «) — |C(0)|2 = O et,
en nous reportant & la formule (23), nous voyons
que €(0, f) = 0, Vf. Il n’y a donc pas de fluctua-
tions statistiques sur I'axe T = 0, ce que nous avons
justement constaté sur le cas particulier du para-
graphe précédent. L’espérance mathématique %(0, f)
décrit donc entiérement le comportement en Dippler
pur et ce comporiement n’est autre que celui de
Pamplitude complexe ITI.(t), cela indépendamment
du choix de la covariance C(rt).

L’exemple précédent du signal binaire latticiel
correspond & un processus ponctuel de renouvelle-
ment, mais avec une répartition lalticielle des inter-
valles, puisque ceux-ci ne peuvent prendre que des
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valeurs multiples entiéres de 0. Il nous a révélé le
défaut de ce type : l'existence de zones de forte
ambiguité (en moyenne quadratique) la ou la fré-
quence Déppler avoisine un multiple entier de 1 [0.
Un autre défaut de la répartition latticielle existe
également, qui a trait & 'ambiguité en distance :
pour des raisons de commodité, la suite des signes
est obtenue habituellement & partir d’un registre &
décalage, lequel ne peut fournir qu'un code pério-
dique. La fonction X(t) est alors a covariance
périodique et, de ce fait on rencontre avec des
signaux de trés grande durée des zones d’ambiguité
au voisinage des multiples entiers de la période du
code (voir par exemple [9]).

On comprend dés lors qu’il soit tentant d’utiliser
des signaux conservant les avantages du précédent,
essentiellement ceux liés & I’aspect binaire, tout en
g’affranchissant de ses inconvénients. Nous aban-
donnerons donc la répartition latticielle des inter-
valles au profit d’une répartition continue et cette
fonction de répartition sera choisie de facon &
obtenir la covariance C(z) désirée, ce que I'on sait
faire [10] tout en conservant 'indépendance succes-
sive des intervalles. Nous sommes ainsi conduits
tout naturellement & envisager des signaux binatres
associés & des processus de renouvellement.

Signal binaire poissonnien.

On considére un processus de Poisson station-
naire, de densité p, auquel on associe le signal
binaire X(t), comme défini sur la figure 3.

X

. TN
S mpiIainiE

F1e. 3. — Signal binaire poissonnien.

Fi1e. 4. — Variations de |x(v—f)|. Signal binaire poissonnien avec a} pT = 100.
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Le signal II,(t) X(t), de durée 2T, a pour cova-
riance réduite C(t) = e~%I°l,"ét pour espérance
d’ambiguité d’aprés (19a) :

sin wf (2T — 1))

(28) (7, f)= e—%ll Agr(T) nf 2T — |xi)

e-—-‘ﬁ]f‘!"

Nous retrouvons évidemment le comportement
attendu pour %(0, f) et x(r, 0) = C(x).

Le caractére de périodicité que nous avions remar-
qué dans I'espérance d’ambiguilé du signal binaire
latticiel a maintenant disparu. Ceci est déja un
avantage notoire de l'utilisation du signal binaire
poissonnien. Les variations de |y(t, f)] sont données
par la figure 4.

Variance de X(v, f) :

Le moment du quatriéme ordre d’un basculeur
poissonmien a été étludié dans [11] ; pour le cas parti-
culier qui nous intéresse nous avons

M(t, ) = exp %—— 4o . Inf (|7, |e1) }

Un calcul trés simple donne alors la transformée
de Fourter de ce moment, relative i «, soit :

- % e
H(T:@)"4pz+nchz+e el X
5 sin 2mole]  2p cos 27T — wo sin 2ol
() — e 4o + T2 @2 :

Si nous portons U'expression de u(t, ¢) dans (25),
nous voyons que le terme

(Rar—=i(v) * e=FI§(v))yy = e=*®k Rap—y5(f),
se trouve exacitement compensé par le terme

— |C(TN? Rar—1=(f)

puisque

IC(r)iz = e—torm,

Jxi=nl

;) f2> 4T



L'expression de la fluctuation devient alors :

A (T 2
8'(‘5, f) = 227(‘ ) ()\ZT-—I‘tl (V) * [.4924-—971.'2\)5 —
e—2ell sin 2nvltl  2p cos 2yt — Ty sin 2nv|t| ])
TV 492 -+ bt V2 f'

Nous pouvons considérer que T reste compris
dans un certain domaine en dehors duquel I'expo-
nentielle e~®I*l est sensiblement nulle.

D’autre part, la forme (28) de I'espérance d’ambi-
guité montre que, si pT < 1, le terme exponentiel
demeure voisin de I'unité dans tout le domaine
v€[—2T, 4 2T]. Dans ces conditions Y(, f)
représente la fonction d’ambiguité d’un signal IT,(),
¢’est-a-dire I'impulsion radar conventionnelle : ce
cas est évidemment de peu d’intérét. Les conditions

intéressantes dans lesquelles nous nous placerons
sont donc

(29) oT > 1,
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\ex 2T : =
7»'/;0_“7
04 )l/P=o,zs
o8 f.’p;o,f
o d
0,1
I,,"P:..,
4 i i
. 0,5 4 a5

Intervient alors une propriété déja mentionnée
au paragraphe V.2, :

lim 7\2T—[1|(V) = S(V)»

pT-»c0
ce qui conduit, pour €2 (1), & 'expression approchée
Aor(t)  4p? o
4oT 4p? + 2 f2

[1 — e—dokl (.%_Pm;r*;"/"“ + cos zﬂfT)J,

(30) e¥r, f)=

— ¢ varie donc proportionnellement a 1/\/pT,

— il est plus facile d’étudier séparément en
fonction de f et de 7 les variations de e2(x, f).

a) En fonction de 7, Pallure de €¥(v, f; peut &ire
ainsi schématisée :

— pour 7> 1/p, ¢ tend vers une valeur cons-
tante (uniquemert fonction de f):

4o? )
492 + 2 f2 4
— pour 0 << pt < 1, le terme en
2p sin 2rf]r] )
—dpiti (% © 0 o] '
e—% ( P~ + cos 2nfr
introduit une modulation d’amplitude.

Les variatiors de &*(t, f) sont données parla
figure 5.

b) On constate que la courbe fjo = 0 joue le
role d’enveloppe pour toutes les courbes ffp = cons-
tante. Son développement a Vorigine est donné par

lim e2(t, 0) = 8p? 72 4 O(13),
>0

donc, a lorigine, les courbes ffp = constante ont
une forme parabolique.

¢} En fonction de f, dés lors que t > 1/p, ¥(s, f)
varie comme
402
42 +97sz_ (raie de Lorentz).
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Fig. 5. — Coupes de (v, f) dans des plans f[p = k.

d) Finalement nous pouvons, Vf et t€[— 2T
+ 2T, majorer par <¥(t, f) < 1/21/oT.

Il est important de noter qu’a l'intéricur d’un
certain domaine (v < 1/p) autour de Vorigine
(c’est-a-dire 1a odt E { x| est non négligeable), les
fluctuations sont trés faibles. L’information que
donne alors E { ¥ (7, f) | peut éire considérée comme
valasle d’une réalisation a P'autre, ou d’un appareil
a Vuutre,

Enfin, et ceci conslitue I'un des avantages pri-
mordiaux du signal binaire poissonnien, nous cons-
tatons encore ici que le défaut de périodicité propre
a la structure latticielle utilisée auparavant a
également disparu. ¢3(r, f) tend vers une valeur
constanie dés que pr > 1; et lorsque la durée du
signal 2T augmente indéfiniment, €2(t, f) tend vers
zéro, YVt et f.

VII. CONCLUSION.

Nous avons vu que, dans des conditions somme
toule assez générales, il est tout & fait légitime de
parler de fonction d’ambiguité pour des signaux
aléatoires. Effectivement la stabilité de cette notion
semble assurée dés lors que la durée du signal est
suffisamment grande devant sa mémoire statistique.

Une conséquence immédiate de I’élargissement
de ce concepl est qu’il devient tout a fait naturel
d’envisager I’étude des propriétés conjointes d’un
signal et d’un bruit dans le cadre d’une fonction
d’ambiguité. C’est alors que le probleme de synthése
pourra élre traité d’une maniére & la fois plus riche
et plus concréle en considérant pour ce faire un
critére d’optimalisation du pouvoir séparateur en
présence de bruit. Des études théoriques et expé-

rimentales sont entreprises sur ce point dans notre
laboratoire.
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APPENDICE

MOMENT DU QUATRIEME ORDRE
DU SIGNAL BINAIRE LATTICIEL.

Considérons le signal X(¢) décrit par la formule |6)
et rendu stationnaire par le fait que ¢, est & distri-
bution uniforme suivant les modalités du paragra-
phe I1.2. It s’agit de déterminer :

M(r,a) = E { X(t) X(t—7) X(t—«) X(t— 7 —a) }.

Les propriétés de stationnarilté et de symétrie
donnent

et il suffit de calculer dans le premier quadrant
pour o =t = 0.

(A-1) M(r, ) = E { X(0) X(v) X(o) X(7 + «) }.

D’autre part, M(r, o) garde la méme valeur si
Von remplace X(t} par — X(t) ; on prendra donc
X(0) = 4 1. Nous aurons M(r, o) = 1 siles quatre
points 0, T, o, T 4 o« sont dans le méme intervalle b,
ou bien sont deux par deux dans les mémes inter-
volles ; M = 0 dans les autlres cas. Ayant adopté
o =21t 2>0 la premiére condition nécessaire est
donc :

(A-2) 0<+<0, avec e =7v>=0.

On écrira z = — t, la distance séparant I'origine
arbitraire 0 du dernier point frontiére

b=t (j—1/2) 0
de la partition.
1. Premier cas : a€(r,0).

Deux possiblités :

a) ou bien les quatre points sont dans le méme
intervalle 0, :
il faut pour cela

220, t+a+ 20 (Fig. A1),

I 8

™~y
"\/o T X *+T !

Fic. A-1. — Premier cas de figure pour « € (1, 0).

donc
T L 01,
=1L 02
La probabilité que le produit ait la valeur 1 estici
Py=Pr{ze(0,0—a—n1) 4,

Po=1—(x+1)0;
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b) oubienOetx €0, ;uetareb, ,(Fig. A-2);
il faut que :

1) - x>0,

2) z+7<9,

3) z+a>H,

4) z+oa+ 720,

t\,', t¢+1 t\‘u+z Ly
\x/o T =< o4T

F1e. A-2. — Second cas de figure pour a € [z, 0).

doutTontire 0 +r<rvt+atr<<b+ag20
vu que « < 0. La condition « > © est remplie par
hypothése. La probabilité que le produit ait la
valeur 1 est

Py = Pr{xe(e—a,e—‘rﬂ,
Py= (e—7)10;
c) en regroupant on obtient :
o T B2 2e(t,0—1), M= P,+ Py=

2
1— —ef (zome [, fig. A-3),

te€(0/2,0) xe(rh), %—7
Te(0,8/2) ac®—r0) | M= Po="p
(zone =, fig. A-3).

I\

} > T

0 g2 O

Fic. A3. — Premier cas : o € {r, 0).

2. Second cas :ac(k0, (k +1) 8) ; kentier > 1.
a) Ou bien 0 et t€0,; o et a + v 0,,,,
(Fig. A-4a).
il faut que :
1) = >0, 2 z+1<0,
Nz+a=kl sdstatr<(k+1)6,
soit
Mrr<<at+rLztat+ <+ 10+ 0,

vu que o« = k0.
La condition nécessaire est (k + 1)6 = o« + 1,

. W<ae<(k+1)0— 7.
La probabilité que le produit ait la valeur 1 est:
Pi="Prize(0(k+1)0—a—n1)}
= Py=k+ 1— (o0 +77)/0.
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b) Ou bien 0 et 10, ; « et v aef, 4,y-
(Fig. A-4b)

‘{n ? . 4k ‘ ¢
\x/ * T X ST
a
{m 9 tn sk tntk 1 t
G ot
b

Fic. A-4a et b. — Possibilités de figures
quand « € (k, (k + 1) ).
Second cas : a € (k0, (k + 1) 0}
il faut que :
1) =20, 2) o+ 7<6,
Nr+a=k+1)0, zrat+ s (k+2)0,
soit
tra< (k+ N+ 1< +ra+r<0+a< (k+2)6,
v q_ue
a < (k+1)6.
La condition nécessaire est que
° eec( kB + (k+1)60).
La probabilité que le produit ait la valeur 1 est:
Py=Prize(k+1)8—a 80—}

o — 7T

= Py= —5

— k.
¢} En regroupant (Fig. A-5 et A-6).
. ng eel(kh+ 1, (k+ 1)0—1)
2
M= P,+ Pp=1— g, (zone ||llll, fig. A-5),

o e (k0, k0 + 1)

oI D B! D

,e) we (0, (k+ 1) 6 —n)

e

M= Ps=Fk+ 1—(}——;—3, (zone \\\\\\ , fig. A-5)

1

'ce(O,g) we((k+ 10—, (k+ 1)9)%

're(— 6) ae (k8 + 7, (k+ 1)6)

M= Py="5"—k (one Yy, fig A5).

oL 1\

Lzhd+e
Lh+4) 8

ko

oL = (R+1]8-3
. - T
0 8 ©

Fie. A-5. — Second cas : € (kO, (k 4+ 1) 8).
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o

o
015

0,5
0,38

»T

o 69 8

alvess 4

Fic. A-6. — M(r, «), représentation du premier quadrant
par lignes de niveau.

3. Formulation générale.

Les résullats précédents (A3) et (A4) sc représen-
tent plus simplement en utilisant la fonclisn trian-
gulaire A définie par (15). On a :

a) pour |z €[0, 8/2] (Fig. A-7).

(A-5) M(r, o) = (1- 2 %I) + '—;)5' Ax (o) +

lel 400
i

Ar (0 — mB)

0 mitoo

M(z,)

L T /8
AN A~ <

. l_zl%_l

' - X
-8 0 T 6 28

Fic. A-7. — M(r, «) pour 0 < = < 9/2.

b) pour |t €[6/2, 0] (Fig. A-8).

M(t, o) = ‘ll A (o) +

(A-6) ;

(-F) F feriw—md);

7 -—00

M(Tet)

- o TS 20

Fic. A-8. — M(r, «) pour 8/2}< v < 6.



i

M o) + (1~ 6—)28(\!)—*‘

a

(A-9) u(mv)=

Il

(1 — F) ﬂgo .7\;—111 (nf0) 8 (v — g),

i D
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¢) pour |t} > 6. On pose 7' = |t — kO avec

k = Ent -;— (Fig. A-9).

(A7) Mr, &) = %A (@) + (1 — %) Ao (@).

M(T,o)

-8 0 0
Fic. A-9. — |1] = 6.
Transformée de Fourier en «.

uiT, v) = A e~ v M(t, o) det.

On utilisera la formule de Poisson

+00 +09
Y e—tbm— % 3z—n),
m=—00 =00

et la transformée de Fourier de Ap(t)
sin TWT)2
T

2 )= FAr ) = |17,

0
a) |de [o, 5],
g

w(t, v) = (1—2 Igl) ) + g Ae ) +
{l L n
B2 A (V) n-Z—oo d (v—— 6)’
soit en tenant compte séparément du cas n = 0,

il

i 5 M)+

(A8) wlr,v) = (1_- 6)2 S() +

48

¢) pour |t| > 0.

’ ’

e () (1= F) 2ome 00

Q

(A-10)  w(, v) =

@
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