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LISTE DES SYMBOLES ET NOTATIONS

- tend vers,

€ appartient 3,

< est inclus dans,

= implique,

v quel que soit,

® produit tensoriel,

(X*Y) produit de convolution de X et Y,

= transformée de Fourier,

1X] module de X,

X4 norme de X,

{a, b] intervalle fermé (a, b),

X > ket ou vecteur contravariant,

< X] bra ou vecteur covariant,

< X|Y > bracket ou produit scalaire entre vecteurs.
< ti.X > = X(t) représentation-temps du signal |X >,

< v|X > = x(v) représentation-fréquence du signal
X >,

X* (1) fonction complexe conjuguée de X(¢),

X# () = X* (—¢) fonction adjointe,

< X, Y > forme linéaire (ou produit scalaire fonc-
tionnel),

A opérateur linéaire,

At opérateur adjoint,

[A, B} = AB— BA commutateur,

1 opérateur identité (ou neutre),
D, opérateur de dérivation-temps,

E { X } espérance mathématique de X,

& espace des signaux fondamentaux,
8 espace-signal,

F filtre linéaire,

H{(t) réponse percussionnelle,

gain complexe,
r opérateur de covariance,

ING) covariance stationnaire,

y(v) distribution spectrale,

L2 espace des fonctions de carré sommable,
Pr opérateur de projection {ou projecteur),
Iz (¢ fonction projectrice,

wor (v) = 2T .sin 29T 29T 22 Mo,
R ensemble des nombres réels,

espace des fonctions 4 décroissance rapide,
T, opérateur de translation-temps,

Tr A trace de 'opérateur A,

w, espace fonctionnel de Besicovitch,
2 opérateur de corrélation,

m. q. en moyenne quadratique,

stoch. stochastique,

resp. respectivement,

Re Z partie réelle de Z,

3 distribution de Dirac,

1. e. c’est-a-dire.

INTRODUCTION

A bien des égards et avant tout du point de vue
du physicien, dans lequel nous mnous placerons
systématiquement, il peut &ire intéressant de
séparer la notion de signal, en tant que concept
abstrait, de celle de ses représentations qui en cons-
tituent I'image accessible & l'expérience ; cela est
vrai qu'il s’agisse de représentations dans l’espace-
temps (correspondant a Paspect communément
assigné & un signal) ou encore de représentations
en fréquence (qui touchent & son analyse harmo-
nique).

Cette attitude résulte d’un postulat de super-
position linéaire entre signaux — que 1'on admettra
comme raisonnable — complété par l'introduction
d’un signal nul et d’un signal opposé: le signal
abstrait apparait alors comme un élément |X >
d’un espace & vectoriel qu’il n’y a pas d’incon-
vénient & définir sur le corps des complexes.

Les représentations apparaissent par suite comme
des formes linéaires résultant du choix particulier
d’une base et il semble que Pon puisse gagner
beaucoup en envisageant d’étudier dans lespace
signal, donc indépendamment de toute base de
représentation, les transformations portant sur les
signaux, auxquelles on fera jouer le réle d’opéra-
teurs.

C’est dans cet esprit que nous nous proposons de
mettre en relief les particularités de la dualité entre
représentations ; nous mettrons l'accent sur la
parenté intime qui relie signaux déierministes et
signaux aléatoires, en essayant de dégager I'aspect
logique que peut prendre alors le probléme d’analyse
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harmonique. Une telle étude, dés le départ, ne peut
pas prétendre apporter des résultats nouveaux, mais
se donne pour but d’unifier dans la mesure du possi-
ble des doctrines apparemment disjointes, ce qui
est 'un des soucis majeurs du physicien.

L’emploi du formalisme de Dirac de la mécanique
quantique auquel les physiciens sont accoutumsés
de longue date, semble apporter le langage le plus
commode pour aborder simplement un tel point de
vue. Il a été introduit par W. H. Huggins et son
école [1, 2] qui ont su apporter la preuve de son
grand intérét dans P'étude du signal et ont, les
premiers, songé a séparer les caractéristiques intrin-
seques d’un signal de celles de ses représentations.
Nous nous bornerons, pour commencer, & résumer
dans les paragraphes 1 et 2 le formalisme adopts,
dans la mesure ou notre démarche logique différera

de celle des auteurs précités et nous renvoyons

pour plus de détails & I’article fondamental de
D. C. Lai [2], ainsi qu'aux ouvrages spécialisés de
la mécanique quantique [3, 4]. Nous ferons appel
également & loutil puissant que constituent les
distributions de Laurent Schwartz, un de leurs
mérites principaux étant de s’accorder parfaitement
avec lintuition physique tout en simplifiant bien
des problémes de représentation des signaux.
Enfin, d’une part parce que le cadre de cette étude
est forcément limité, d’autre part parce qu’une telle
attitude est considérée comme traditionnelle en
physique, nous n’insisterons pas sur les problémes
de rigueur, si difficiles, relatifs aux conditions
d’existence des grandeurs que nous aurons 2
envisager.

L’auteur se plait & exprimer sa gratitude envers
le professeur A. Blanc-Lapierre (Sorbonne), ainsi
qu’au professeur A. Naylor (University of Michigan)
pour les fructueuses discussions dont ils Iont fait
bénéficier. Il remercie également les professeurs
W. H. Huggins (John Hopkins University) et
D. C. Lai (University of Vermont) de I’échange de

correspondance qu’ils lui ont permis d’établir sur
le sujet traité.

1. ESPACE &,
DES SIGNAUX NORMES.

L’intérét fondamental de la notion d’énergie
pousse tout d’abord & envisager pour & un espace
vectoriel muni d’une norme, & laquelle sera liée
directement I'énergie du signal. Des raisons topo-
logiques rendent également nécessaire la consi-
dération d’un espace complet. En nous appuyant
sur le formalisme de la mécanique quantique, notre
premiére démarche consiste donc & considérer un
espace de Hilbert §, formé par les signaux |X >
dotés d’une énergie finie. Dans 1’écriture de Dirac [3]
le «ket» |X > est un vecteur contravariant.

On introduit en outre des vecteurs covariants,
les «bra» < Y| de la maniére suivante : soit &%
Pespace dual des formes linéaires continues
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Y {|X >} auxquelles Iisoniorphisme canonique
permet de faire correspondre un élément [Y > € §;
dont le produit scalaire avec |X > ait la méme
valeur Y {[X >} [5]. Les formes, éléments du
dual, sont les bra < Y| et le produit scalaire entre
|X > et |Y > s'écrit « bracket » :

<YIX>=Y{IX>

Ce dernier est, suivant la convention habituelle
en mécanique quantique, une forme continue
linéaire en |X > et semilinéaire en |Y > et I'on a
les relations d’hermiticité :

<Y|X >= <X|Y >*

L’énergie du signal [ X > se confond alors simple-
ment avec le carré de la norme et s’écrit

<XIX>=)IX>|%

On a par ailleurs toutes les notions de distance,

inégalité de Schwartz, etc... propres & un espace
de Hilbert.

II. REPRESENTATION-TEMPS.

Le signal — ou vecteur — |X > & §, est suscep-
tible de donner lieu & plusieurs « représentations »
suivant la base adoptée, et la premiére qu’il convient
de considérer est celle relative 2 notre univers
espace-temps : c’est ‘en fait la représentation qui
nous est accessible par Pexpérimentation directe.
Par lui-mé&me, un point d’univers M(a%, 2%, 23, i)
représente un signal élémentaire et ’on peut songer
a utiliser Pensemble des vecteurs |M > pour
former une base de la « représentation d’Univers »,
le produit scalaire << M|X > étant la fonction de
point associée 4 un signal quelconque |X > € §,.

Limitons-nous pour simplifier aux signaux mono-
dimensionnels, ceux qui évoluent par exemple
suivant le temps ¢. La base de la « représentation-
temps » est formée par les signaux élémentaires
|t > repérés par l'indice continu ¢ et la représen-
tation-temps d’un signal |X > est par hypothése
la fonction

(1) o X)) = < dX >,

avec < X|t > = X*(2).

Faisons une premiére remarque, importante :
lensemble des |t >> constitue manifestement un
espace vectoriel, ce qui assure, comme cela est
nécessaire, la conservation des propriétés de super-
position linéaire des signaux dams leur représen-
tation ; autrement dit & A|X; > + u|X, > corres-
pond la représentation-temps

A< X >+ p < X, > = AX; (1) + pX, ().
Deux autres conditions de cohérence impliquent
les nécessités suivantes :

a) il est nécessaire que le produit scalaire entre
vecteurs signaux de &, ait la méme valeur que le

e Ce signe typographique indique les formules encadrées
sur le manuserit.
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produit scalaire entre représentations, ce dernier
défini conventionnellement par la forme continue
< Xy, X, > linéaire en X, et semilinéaire en X :

@ <X X,>= [ X)X, 0

Done, d’aprés (1), il faut que
<XX,>=< X, X, > =

./Rl < Xt > <X, > de

ce qui implique la neutralité de 'opérateur sym-
bolique

(3 o S a<i=1,
qui apparait comme étant un projecteur.

C’est la « relation de fermeture » qui montre que
la base |t > est complite (ou topologiquement géné-
ratrice). Par suite, pour tout |X > € §, nous avons,
avec une distance nulle, la décomposition (analyse
temporelle)

lX>=./R:|t>dt<tIX>=/R, X&)t > dt, m.q.,

et l'opérateur

r+T

(3a) Py — /:T > di < 4,
prend la signification d’un projecteur dans le sous-
espace des représentations-temps a support borné par
[T, + T] (signaux & durée limitée). D’autre
part, & des signaux de §, normables correspondent,
comme on le voit immédiatement, des représen-
tations sous forme de fonctions de L2 ;

b) la seconde nécessité est que, compte tenu de
(3), nous ayons

Xt)=< X >= ./1; <ff'>d'<t|X>=

<< l>, X)) >,

ce qui montre que < (' >, qui représente le
signal élémentaire |t' >, est la distribution de
Dirac

(4) o <> =8y = J(t—1).

La base |t > de la représentation-temps est donc
une base continue orthonormée au sens habituel de
la mécanique quantique.

Il apparait ici une grave difficulté : les signaux
|t > utilisés pour former la base de représentation
des signaux ]X > de Pespace de Hilbert &, ne sont
pas normalisables (< t|t > n’a aucun sens) et par
suite n’appartiennent pas A cet espace. Pour lever
un tel paradoxe, il s’avére donc nécessaire d’intro-
duire un espace-signal plus vaste que Iespace de
Hilbert. Une autre raison de prolonger cet espace
réside dans I'étude des caractéristiques des signaux
rencontrés en physique, que nous allons esquisser ;
ce prolongement fera I'objet du paragraphe 4.
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III. SIGNAUX EXPERIMENTAUX
ET MODELES MATHEMATIQUES.

Il convient de préciser maintenant si les propriétés
adoptées pour les fonctions de représentation
s’adaptent bien aux caractéres des signaux tels
qu'on a i les considérer.

II1.1. Caractére des signaux expérimentaux.

Tout d’abord, observation expérimentale de la
représentation-temps < ¢{X > = X(f) d’un signal
(ou signal-temps) montre que

a) X(t) est & valeurs réelles sur R?,

) X(t) est bornée et & support borné.

Done, X(t) est sommable et de carré sommable,
ce qui est en conformité avec le paragraphe précé-
dent. La quantité X2t) a presque toujours une
signification énergétique et on lappelle volontiers
« puitssance instantanée» du signal. Par ailleurs,
Pintégrale sur R! de XZ2(¢) porte le nom d’« éner-
gie » et elle est bien égale, d’aprés ce qui précéde,
4 Pénergie du signal | X > définie & partir du carré
de la norme dans &;. Enfin, du fait que

NX + X P=1X P+ 1 X, 1P+ 2< X, X, >,

le produit scalaire prend le sens d'une énergie
d’interaction. Donc Vespace de Hilbert, méme limité
A un espace réel, est parfaitement suffisant pour
rendre compte des signaux expérimentaus.

II1.2. Modéles mathématiques.

Bien souvent, une étude théorique fait appel &
des modéles idéalisés qui ne respectent pas les
contraintes expérimentales : ainsi des sinus, des
constantes sur tout R!, des impulsions non bornées,
etc.... Nous avons vu aussi que les vecteurs de base
adoptés pour la représentation-temps sont des
distributions de Dirac et non des fonctions ; donc
< tg|ty > n’a pas de sens, alors que 3;, correspond
bien a I'un de ces signaux idéalisés.

C’est pourquoi il est nécessaire d’élargir le cadre
précédent en étendant les représentations-temps
X(t) au-deld des fonctions de L% possédant une
norme. Il semble bien pour ce faire que Ion puisse
définir des modéles s’étendant 3 toutes les repré-
sentations possibles des signaux de la physique en
adoptant, dans un esprit pragmatique, les hypo-
théses ci-aprés :

a) on peut tout d’abord «ignorer » que X(t) est
réelle, ce qui permet entre autres d’utiliser la notion
particuliérement féconde de signal analytique ;

b) si X(t) est une fonction, celle-ci sera bornée sur
(— 00, 4 c0) : elle est donc localement sommable
mais peut avoir une énergie infinie. Dans ce cas,
il demeure cependant tout & fait nécessaire de
conserver des concepts émergétiques et l'exemple
précité du sinus, celui des réalisations de fonctions
aléatoires statiomnaires, etc. nous conduisent &
adopter 'hypothése qu'il s’agira toujours de fonc-
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tions possédant une puissance moyenne finie. Il
3, I . .
s'agit donc d’éléments de l'espace fonctionnel W,
de Besicovitch, formé par les fonctions non nor-
malisables qui sont mesurables. Cette puissance
moyenne est définie ainsi:

1

— . 1 +7
W= lim — (Il o= lim 2
Jim g (e X Xbh= Jim g [ XG0

ou * symbolise le produit de convolution
ol II,(t) est la projectrice (ou porte)

(=1 te[—T,+ 7],

= 0 sinon,

() Iz (1)

(qui représente donc le spectre des valeurs propres
de Popérateur projecteur sur [— T, 4 T)]) et on
Pinvolution X — X# définit ce que nous appelle-
rons la « fonction adjointe ».

6) ® X# (1) = X* (— ).

D’aprés N. Wiener, W a une valeur unique indé-
pendante de toute translation sur la projectrice
et la valeur moyenne (ou composante continue) de

X(¢)
R 1 . i +T
<X>= lim o7 (e X = Jim 5 /7 X0 &

est toujours finie pour la famille W, de fonctions
envisagée. Bien entendu, une fonction X(t) de L2,
d’énergie finie, appartient & W, mais sa puissance
moyenne et sa valeur moyenne sont alors nulles.
Les fonctions de W, a puissance moyenne finie font
partie de Pensemble des fonctions localement som-
mables & croissance lente et possédent & ce titre
une transformée de Fourier qui est une distribu-
tion tempérée [7]. Or, toujours d’apres N. Wiener,

toute fonction X de W, est telle que W—i_tz e L?
et sa distribution transformée de Fourier est la
dérivée premiére d’une fonction, elle-méme de W, ;

¢) il reste A compléter la famille des modéles
utilisés en introduisant les distributions de Dirac
dont on connait 'abondante utilisation qui en est
faite en théorie des signaux.

IV, L’ESPACE-SIGNAL &

Des réflexions du paragraphe précédent ressort
raisonnablement la possibilité d’englober I’ensemble
des signaux réels ou idéalisés de la physique en
considérant des signaux |X > qui sont représentés
dans la base temps, non seulement par des fonctions
de L2 (cas des signaux du Hilbert &;), mais par des
fonctions de I'espace de Besicovitch W, ou encore
des mesures de Dirac, ou une superposition des
trois : toutes sont donc des distributions tempérées
particuliéres (plus précisément dérivées premiéres
de fonctions & croissance lente, & variations bornées
et & détermination unique en chaque point de R)
et c’est cet aspect qui va nous permetire de définir
P'espace-signal abstrait le mieux adapté. Il semble
par ailleurs qu’il ne soit vraiment pas nécessaire
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d’aller plus loin dans la voie de la complication,
si nous nous limitons aux seuls besoins de la
physique. Pour batir ’espace-signal dans le cadre
des distributions tempérées, il nous faut alors nous
appuyer au préalable sur un sous-espace particulier,
celui des signaux fondamentaux.

IV.1. Espace &, des signaux fondamentaux.

Nous dénommerons « signal fondamental »
un signal abstrait |® > dont la représentation-
temps est une fonction ®(t) indéfiniment dérivable
et A décroissance rapide lim [t @) = 0, Vn

positif). Ainsi 'espace &, des signaux fondamentaux
apparait-il comme un sous-espace du Hilbert 8§, ;
de leur coté, les représentations @(¢) appartiennent
a 'espace fonctionmel 8§ de L. Schwartz [7].

Un signal fondamental est considéré comme
associé de maniére biunivoque & sa représentation.

IV.2. Espace-signal &.

Cet espace vectoriel sur le corps des complexes est
constitué, outre des signaux fondamentaux, de
tous les éléments abstraits [X > soumis aux trois
hypothéses suivantes :

1° un signal abstrait |X > est déterminé lorsque,
pour tout signal fondamental |@ >e 8, < §, le
produit scalaire < X|® >, forme linéaire continue
dans &, est donné;

20) la représentation-temps X(t) de tout élément
[X > € & est telle que I'on ait I'identité

() <PX>=<P0),X(t)>, VI®>e§ =8¢,

entre le produit scalaire dans &, et la forme linéaire
< @, X > sur la représentation-temps &) du
signal fondamental |® >, forme continue par rap-
port a la topologie dans 8. Les représentations-
temps des signaux de & définissent donc des distri-
butions tempérées ;

30) la base de représentation-temps est formée
d’un ensemble non dénombrable d’éléments parti-
culiers |t > de & tels que
(1a) < 4D > = Of1).

Il en résulte les conséquences ci-aprés :

a) Etant donné deux signaux fondamentaux
quelconques, un raisonnement similaire & celui des
paragraphes Ila et IIb indique des conditions de
cohérence pour que I'hypothése (7) soit respectée,
qui sont :

— l'opérateur identité se décompose (symbolique-
ment) suivant la relation de fermeture (3),

— la représentation-t d’un vecteur de base [¢, >
est, cf (4), la mesure de Dirac <t|t, > = §.

Dans un autre langage, la base { |t > }se comporte
comme une base continue orthonormée et compléte.

b) De plus, 'application de la relation de ferme-
ture (3) a l'identité (7) pour un signal quelconque
|X > de & implique que la représentation-t de ce
dernier se confonde avec la quantité

(1) X(t) = < dX >,
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¢) L'espace des représentations-temps est, dans
son ensemble, Uespace 8* des distributions tempé-
rées de L. Schwartz .Il inclut comme sous-espaces
particuliers celut W, de Besicovitch aussi bien que
L2 et, bien entendu l'espace 8 lui-méme.

IV.3. Remarque 1.

L’espace &, a été associé al’espace 8§ des fonclions
co — dérivables & décroissance rapide de fagon
A considérer des représentations de signaux qui
soient des distributions tempérées, donc fondamen-
talement des distributions possédant une transformée
de Fourier. On pourrait éventuellement faire appel
4 une classe plus large de signaux fondamentaux,
associés a des fonctions continues et & décroissance
rapide, mais non nécessairement dérivables: on
aurait ainsi & traiter des représentations prenant la
forme de distributions d’ordre zéro, ce qui semble
bien s’accorder encore avec l'inventaire du para-
graphe III; mais cette extension de la notion de
signaux fondamentaux obligerait & renoncer 2
Pexistence a priort des iransformées de Fourier et
par suite, comme nous le verrons, & la notion de
représentation-fréquence. Nous ne ferons donc
appel & cette possibilité de prolongement que dans
un cas particulier, celui des signaux filtrés, lorsqu’il
sera certain pour d’autres raisons que la transformée
de Fourier de la représentation-temps existe
(paragraphe VIII).

1V.4. Remarque 2.

Nous ferons dans ce qui suit un usage fréquent
de relations de fermeture du type (3). Il importe
alors de bien préciser que I'écriture intégrale qui
les traduit dans I'esprit traditionnel de la mécanique
quantique va s’avérer impropre, en parliculier
lorsqu’elle traitera des distributions. Il convient
donc de la considérer par convention comme une
écriture purement symbolique reliée en réalité
4 une forme linéaire. C’est dans cet esprit que nous

décrirons ’analyse temporelle d’un signal | X > e &
par :

| X > =f|t>dt<t[X> =fX(t)dt]t>.
R R

V. REPRESENTATION-TEMPS
DES OPERATEURS LINEAIRES.

Un tel opérateur, A, est une application linéaire
et continue de l'espace signal & dans lui-méme,
transformation que l'on écrit

AX>=|Y>eb

On peut lui associer une application simultanée
dans 'espace dual &*,

< XIAT = < Y| e &*,

ce qui définit Popérateur adjoint AT. Le fait que A soit
linéaire et I'emploi de la relation de fermeture (3)
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permettent d’écrire la représentation-t de la trans-
formée sous la forme (symbolique) :

@ Yt)=<dY>=<AlX>=
/m < YAl > < U|X > dt.

Ainsi Popérateur linéaire agit sur la représenta-
tion-t d’un signal par U'intermédiaire d’une grandeur
dépendant de deux paramétres continus ¢ et ¢ :
son « élément de matrice » (continue)

Al ) = < t|lAl >,

el ¢’esl cette quantité qui tient lieu de représenta-
tion-¢ de lopérateur A. Pour lopérateur adjoint,
nous avons << t[A"'It’ > = < t']Alt >* d’ou 1'élé-
ment de matrice

A¥ (U, 1) = < ATl >.

Etant donné qu'un vecteur de base |t > est
représenté par < t|i’ > = §(t — t'), alors I'élément
de matrice < (|A|t’ > = A (¢, ') apparait comme la
représentation a la date ¢ de I'action de A sur une
percussion-unité située a la date ¢’ : A(¢, ¢') est une
fonction de Green ou « réponse percussionnelle ».

On pourrait ainsi symboliser 'action de I'opéra-
teur linéaire sur la représentation-¢ du signal par
la relation de transformation :

(9a) w0=Ammp=ng@nwa&

Dans la terminologie technique on parle, pour
Iopérateur représenté par le noyau intégral A(z, ¢'),
d’un filtre linéaire a paramétres variables.

Cependant X(t) est dans le cas le plus général une
distribution tempérée ; il est possible également que
A(t, t') soit une distribution dans Iespace produit
tensoriel ¢ ® t'. Dans ces conditions la relation (9a)
s’avérera tout a fait impropre; pour exprimer
correctement la représentation-t de la transformée
|Y > = A|X >, il est alors nécessaire de passer
par intermédiaire de son produit scalaire < ®|Y >
avec un signal fondamental |® > du sous-espace &,

Introduisons pour ce faire la transformée
|¥ > = A*|® > de ce dernier signal par I'opéra-
teur adjoint A" : ce qui s’écrit également

< ¥l =<4,
> <Oy > =< DIAIX > = < VX >.

Il en résulte l'identité entre produits scalaires
portant sur les représentations-temps

<P, V>=< V¥, X>.
Or, la relation de fermeture (3) conduit A :
() = <WPl'> = < DAl > = < D), Al ) >

et cette expression a un sens en tant que forme
linéaire portant sur la représentation

o) =

laquelle, par hypothése, c¢st une fonction indéfi-
niment dérivable & décroissance rapide. En portant

<t >,
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dans l'identité précédente et en utilisant la régle
de Fubini pour une forme dans l'espace produit
tensoriel, nous obtenons ainsi:

) <®,Y>=<O),AlY) >, X()> =
L O@), AL, ) Q X(t") >, VPes.
Ce qui montre que la représentation-t de la trans-
formée Y(t) est, dans le cadre le plus général, un
produit tensoriel contracté entre représentations-t
de Popérateur linéaire et du signal.
Comme cas particuliers d’opérateurs linéaires,

nous évogquerons successivement : translation, réfle-
xion et filtres linéaires stationnaires.

V.1. Opérateur de translation-temps.
Par extension de la relation (3) on considére

l'opérateur

TT=AIt+T>dt<tI, pour t€ R,

a) On voit immédiatement que Ty = 1 et que
T:=T_. -
D’autre part, la relation de fermeture et la pro-

priété (4) donmnent
T.To = A t+r>dt<<tit’+ 0> dt/ < ] =

/R, It + 7> < '|3(t— t'— 0) de d¢/,

soit

T‘r TO = T'H» 9,
ce qui est la propriété d’une « représentation uni-
taire » au sens de [5]. En prenant 6 = — 1, on a

T;'=T_.=T,: il s’agit donc d’un opérateur
régulier et unitaire, qui conserve ainsi produit
scalaire et morme.

b) L’action de T, sur un vecteur de base est
T

{(10a) T{|t>=Alt'+r>dt'<t’lt>=lt+r>.

C’est une translation de puissance 7. On trouve de
méme

(108) < tTe= < t—1l

L’élément de matrice de représentation-t est
alors

< YT > = < tt' + v > = J(t—t'— 1),

et 'action sur un signal, en représentation-t, s’écrit,
compte tenu de (10 5)

<HTJX > = < t—1X >,
ou encore
T [X(8)] = X(t—7).

¢) Il est intéressant de rechercher les « signaux

propres » |{ > de cet opérateur en considérant
I’équation aux valeurs propres
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laquelle se traduit pour les représentations-t, étant
donné (105), par B

<t >=<t—1l>=r<{>,
ce qui permet de définir la fonction propre
<tg > =)
par la relatton
Lt — 1) = ALL).

Dérivant par rapport & t et divisant membre 3
membre, on obtient donc la condition :

¢, v

z t—1)= 4 ) =s, V=
ol s est une constante complexe indépendante de =,
servant & repérer par cet indice continu les solutions
propres, qui sont ainsi des exponentielles du temps

(11) < % > = §(t) = est,

On tire par identification la valeur propre A = ¢™**
qui appartient donc 4 un ensemble continu :

Tolfe > = e—%: >, sel.

V.2. Opérateur de réflexion.

Par définition et toujours par extension de (3):

R1=Alr—t>dt<t[,

d’ott immédiatement R2 =1 ou R7' = R_; c'est
un opérateur régulier dont les valeurs propres
valent ainsi + 1. ‘

On voit facilement que R, est & la fois unitaire
et hermitique et il suffit d’ailleurs de considérer
R, car

TTR0=A|t+’r>dl<ll—t'>dt'<t'l=

/; lt—¢' > dt’ < t'| = R..

L’action de R, sur un vecteur de base est une
réflexion autour de 'origine

Ryt > =|—t>.

1’élément de matrice est
<R N > = < | —t/ > =3(t+ t),

et ’action sur un signal se traduit en représentation-¢
par

< HRIX > = < —tX >,
ou
R, [X(0)] = X(—1).

Les fonctions propres pour les valeurs propres +- 1
et — 1 sont donc respectivement les fonctions
paires et impaires.

On peut encore étudier dans cet esprit l'opérateur
d’échantillonnage introduit par D. C. Lai [2] qui
fait passer de la base continue ‘t > 4 une base
discréte |t >. D’autre part, Popérateur de projec-
tion défini en (3a) sera étudié au paragraphe IX.3,
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V.3. Filtres linéaires.

Nous désignons sous ce terme les opérateurs liné-
atres F invariants par translation dans le temps, qui
commutent donc avec tous les opérateurs T, (opéra-
teurs stationnaires) :

F,T]=0 ou FI.=T.F, Vr.

Par suite, un filtre linéaire a les mémes vecteurs
propres |(, > que Uopérateur de translation et les
fonctions propres associées sont les exponentielles
complexes * ; il en est de méme pour l'opérateur
adjoint, le « filtre adjoint » F'.

a) Les propriétés de commutation conduisent 2
une structure particuliére de 1’élément de matrice
de F ; nous avons par hypothése :

< YFT:10 > = < t|T. F|6 >,
soit, d’aprés (10a) et (10b),
< HF0 + 1> = < t—1|F|6 >, Vr,

et cet élément de matrice ne dépend que de la diffé-
rence t — 6 ; nous 1'écrivons

(12a) & < t|F|6 > = < t— 6IF|0 > = H{t—0),

ce qui donne & H(t) = < ¢F|0 > la signification
d'une réponse percussionnelle. représentation a
la date ¢ de I'action du filtre F sur une percussion-
unité située & la date origine, 3(t) = < t[0 >.

La réponse percussionnelle du filire adjoint Ff
est alors

(12b) < tIFT[0 > = < O|F|t >* = H* (— ) = H# (z),

ce que traduit I'appelation de « fonction adjointe »
que nous avons adoptée pour 'involution H — H#.
Soit |Y > =TF|X > le signal transformé et
Y(t) sa représentation-t. 51 H(t — t') est substituée
a A(t, t') dans la relation générale (95) de transfor-
mation des représentations, nous obtenons

<P, YV>=<00),Ht—Q X > =
L O+ ¢, Hi) @ X(t) >,

ce qui donne, conformément 4 la définition d’un
produit de convolution entre distributions [7] :

<P, Y>=<® HxX>, V0§,

(13) => Y() = F[X()] = (H % X)w.

Nous retrouvons la céleébre « formule de Vas-
chy » décrivant en représentation-temps les rela-
tions entrée-sortie d’un filtre linéaire. Mais la rela-
tion (13) généralise la formule de Vaschy pour le
cas le plus général ou, simultanément, signal-
temps X(t) et réponse percussionnelle H(z) sont des
distributions tempérées (dans la mesure ot le produit
de convolution entre ces distributions a un sens,

cf [7] et paragraphe VI.2.2).

VI. REPRESENTATION-FREQUENCE.

Le fait que les signaux |¢, > duparagraphe V.1.
soient signaux propres d’un opérateur filtre linéaire,
incite A rechercher une décomposition (au moins
formelle), d’un signal arbitraire | X > en une somme
de ces signaux propres, de fagon & simplifier 'expres-
sion des relations entrée-sortie dans un filtrage
linéaire. Il apparait alors préférable de constituer
avec ces |{, > une base orthogonale, ce que nous
obtiendrons en choisissant le nombre s imaginaire
pur, soit s = 2miv: la relation (11) montre que les
fonctions propres deviennent alors e®™ et sont
bien orthogonales.

Pour alléger 1'écriture, repérons simplement les
vecteurs propres de F par cet indice v réel et continu,
ce qui conduit &

v>= ICZTE‘V >,

et pour les fonctions propres, étant donné (11), &
(14) o <ty > = et = > = eI

La base continue des |v >, qui va nous permettre
d’obtenir une nouvelle représentation du signal,
sera nommée représentation-fréguence (ou représen-
tation-v ).

La quantité <¢lv > peut aussi s’interpréter
comme 1'élément de matrice décrivant le passage
de la base {|t >} & la nouvelle base {|v>}
D’aprés (14), cette transformation est unitaire, et il
en résulte que produit scalaire et éventuellement
norme sont, comme 1l est nécessaire du point de vue
physique, des invariants de représentation.

Les relations (14) jointes i la relation de ferme-

ture (3) conduisent, dans cette écriture symbolique,
a

< WV > = ./N e—2miv—vL g,

Rl
autrement dit :
(15) o <y > = 8(v—v),

ce qui monire que la base { |v > | de représentation-
fréquence est une base continue orthonormée.
Utilisons d’autre part la propriété (4) de la base
{ |t >} conjointement avec (14) ; ce qui donne

<’ >=3¢t—t)= / e iv(i—" dy =

R

/Iv< thv > dv < vit’ >,

d’oll résulte, en identifiant les deux membres
extrémes, la relation de fermeture

/ v >dv<<vl=1.
</ R

La base de représentation-v est donc compléte.

(16)

VI.1. Représentation v du signal.

Considérons pour commencer la classe des signoux
fondamentauz, les |® > € &), dont la représenta-
tion-t ®(t) = < t|® > est une fonction a décrois-

16
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sance rapide (espace fonctionnel §). Comme on le
sait, @(t) posséde une transformée de Fourier, elle-
méme fonction de 8.

Par définition, la représentation-v du signal
|® > sera la forme linéaire, ou produit scalaire,
<v|® > = o(v), que la relation de fermeture (3)
et lexpression (14) permettent d’écrire :

<P(V)=<V|(D>=A<vlt>dt<t|¢>=

— 27elvi
'/R: e D(t) de.

Cect montre que la représentation-v du signal
|® > est la transformée de Fourier (au sens strict)
de sa représentation-t

<P > = <P >, ou () Z Q).

S’agissant maintenant d’un signal IX > quelcon-
que dans &, représenté par une distribution tempérée
X(t), nous allons utiliser le résultat précédent en
considérant le produit scalaire < ®|X >. D’une
part, V'identité qui associe produit scalaire entre
vecteurs et produit scalaire entre représentations-t
donne

<PDX>=<®,X>.

D’autre part, la relation de fermeture (16) fournit

<PX > = ,/Rl<q)|\’>dv<v|X>=<fp,x>,

ol x(v) est Pécriture de la représentation-v du
signal |X >,

(17) o x(v) = <X >,

(par convention, nous adopterons pour la représen-
tation-t d’un signal la méme lettre majuscule que
celle qui apparait dans le « ket » et, pour sa repré-
sentation-v, la lettre minuscule correspondante). En
identifiant les deux expressions du produit scalaire,
nous obtenons

(18) <X >=<®, X>=<g,3>,

: Vi@ > e §,.
L’identité entre les formes

<P, X >= <g, X >,
est alors celle de Parseval, puisque ¢ = ®. On
sait [7] que c’est cette derniére qui sert de définition
i la transformation de Fourier entre distributions :
par suite X(t) et x(v) sont des distributions images
de Fourier :

. x(v) = X(®),

relation pour laquelle il peut s’avérer utile de conser-
ver I’écriture impropre d*une « analyse harmonique »

X(t = A e x(y) dv.

Ce qui, étant donnée (16) et (17), correspond for-
mellement A 'analyse fréquentielle du signal :

| X > :=Lx(v)dv]v>.

17

Ainsi, dans un cadre général, un signal |X >
posséde deux représentations-fondamentales, distri-
butions tempérées, et l'on a:

a) X(t) = < #|X >, sa représentation-t ou signal
temps,

b) x(v) = < v|X >, sareprésentation-v ou signal
fréquence,

¢) x(v) = X(#) : les deux représentations sont
transformées de Fourier,

d) le produit scalaire entre deux vecteurs signaux
a la méme valeur que le produit scalaire entre leurs
représentations, que celles-ci soient en temps ou en
fréquence (ceci résulte d’une extension immédiate

de (18)).

V1.2. Représentation-v des opérateurs et des
filtres linéaires.

La relation qui, pour lopérateur linéaire A,
correspond en représentation-v a la relation (8)
est

(19) yv) = <Y > =<HAX > =
A < VAN > < VIX > dY

Elle permet d’introduire I'élément de matrice de
sa représentation-v, soit

a(v, v) = < vlAp >.
Ce qui conduit & la relation suivante entre repré-

sentations-v, laquelle correspond & (9b) dans I'espace
tensoriel v ® v’ :

(200 < QIY > =< 9W), alv, V) ® x(v') >

VI.2.1. Pour établir la liaison entreles éléments de
matrice < t|A|t’ > et <v|A]v’ >, utilisons deux
signauz fondamentauz |® > et |¥ > choisis arbi-
trairement dans &, et formons < ®|A|Y >. Cette
quantité, considérée comme le produit scalaire
de A|Y > par |[® >, s'identifie aux produits
scalaires associés dans chaque représentation. Ainsi,
d’aprés (9b) et puisque ¥'(t') est une fonction de § :

< DAY > =< P@), A, Y)Yy > =

L D) T (), Al ) >,
avec une relation similaire en représentation-v.
Dot il résulte
< DAY > = < O(5) U* (t'), AL, ) > =

L @(v) P+ v"), a(v, v) >,

Or, nous avons les relations de transformation
de Fourier

o(v) T () et P*(V) TEHE) = YH— 1)

Ce qui précéde montre donc que I’élément de matrice
a(v, v') en représentation-v est la transformée de
Fourier bidimensionnelle de 1'élément de matrice
A(t, — t') en représentation-t. Dans une écriture
impropre, nous exprimons cette liaison par

a(v, v') = ‘/R: el v At ¢y dedt’,
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ce que nous aurions pu obtenir directement en usant
de la relation de fermeture (3) et de (14) pour passer
de <v|APM > 3 <tA]t >.

VI.2.2. Le cas le plus intéressant est celui des
filtres linéaires. En effet, étant donné que les vec-
teurs de base |v > sont les vecteurs propres de F,
cf. paragraphes V.3 et VI, nous avons

(21) e Flv > = h(v)lv >,
° < v|F = h(v) < v|.

a) Nous en déduisons immédiatement 1’expression
de la représentation-v de la  transformée
|Y > = F|X > en fonction de la valeur propre
h{v) :

alnsi que

y(v) = < v[FIX > = h{v) < v|X >,
(22) = y(v) = F[x(v)] = h(v) x(v).

La valeur propre h(v) s’identifie ainsi au gain
complexe du filtre. Cette expression (22) n’a de
sens que si I'une au moins des quantités du second
membre est une fonction: Ainsi, si 'on désire garder
la possibilité de traiter des signaux dont la repré-
sentation-v est une distribution tempérée, il convient
que le gain complexe h(v) soit une fonction de crois-
sance lente : cetie caractéristique est celle des
« filtres. stables ».

b) En prenant pour signal |X > un signal de
base |v' >, nous obtenons, compte tenu de (15),
Pexpression de I’élément de matrice

(126) ® < VFIV > = h(v)S(v—v),

ce qui monire que la matrice de représentation-v
d’'un filtre lLindaire est diagonale.

c¢) La transformée |Y > = F|® > de tout
signal |® > € &, est, par la définition-méme du
filtre ¥, un élément de 'espace signal §. En tant
que telle et conformément a I’étude du paragraphe
VI.1. précédent, ses représentations y(v) et Y()
forment une paire de Fourier. La comparaison
entre (13) et (22) donne alors la relation (qui a un
sens méme si h ou H sont des distributions)

h(v) o(v) = (H % @)y, VIO > €8,

Comme les représentations ¢(v) et ®(t) forment
également une paire de Fourier, cette derniére
expression est une relation de Plancherel ; elle
démontre que le gain complexe (ou valeur propre)
h(v) est la transformée de Fourier de la réponse
percussionnelle (ou élément de matrice-t) H(z),
cecl au sens large des distributions :

h{v) 5 H(s)

d) En vertu de ce qui précéde , le filtre adjoint
Ft a pour gain complexe h*(v) <= H7(t) et l'on a
bien Fi|v > = h*(v)|v >.

e) Suivant leur définition méme, deux filtres
F, et F, commutent ensemble. La composition
F,F, = F,F, est équivalente 4 un filtre unique F
dont la valeur propre (gain complexe) vaut

h(v) = hy(v) hy(v),
18

(qui n’a de sens que si 'un au moins des filtres est
un filire stable). La réponse percussionnelle de
F = F,F, est donc H(t) = (Hy * H,),,.

V1.2.3. Pour lopérateur de translation (qui est
un filtre linéaire particulier) le gain complexe est
e~ 2 §(t — v) et 'élément de matrice-v est

< VTV > = e—2vbve §(y — V'),

Pour I'opérateur de réflexion, on obtient I’élément
de matrice par transformation de Fourier bidimen-
sionnelle de < |Ry|t’ > = (¢t + ') ce qui donne

< VRGP > = 3(v + V).

Done R, effectue également une réflexion des
signaux-fréquence autour de l'origine :

< VRGIX > = x(— ).

VII. SIGNAUX ALEATOIRES
ET OPERATEURS DE COVARIANCE.

Il semble naturel de conserver le point de vue
précédent qui consiste & considérer un signal
abstrait |X >, cette fois-ci aléatoire, et des formes
linéaires pour ses représentations : ce qui est valable
pour chaque réalisation particuliére — donc déter-
ministe — de |X > s’étendant alors a la distri-
bution statistique de I'ensemble des réalisations
possibles. On rejoint ainsi la méthode proposée par
Edith Mourier [8] dans sa théorie des éléments
aléatoires d’un espace de Banach et son extension
par I. M. Gelfand [9] aux processus-distributions.

Nous dirons que le processus aléatoire | X >,dont
les réaliz:tions particuliéres sont des éléments de &,
est connu lorsqu’est donnée la loi de la variable
aléatoire constituée par le produit scalaire

< DX >,

ot |[@ > est un « signal fondamental » déterministe
de l'espace &, i.e. un signal dont les représentations
(¢ ou v) sont des fonctions de 8 (co — dérivables &
décroissance rapide). Ce produit scalaire est une
forme linéaire que nous astreindrons par hypothése
a étre continue. Cette définition d’un processus
aléatoire met en évidence la possibilité de se dégager
de la loi temporelle, et en fait de toute représentation,
pour concentrer I'aspect stochastique, en tant que
caractére intrinséque, sur le vecteur |X > lui-
méme.

Cependant, si nous nous limitons, comme ce sera
souvent le cas dans ce qui suit, au cadre dessignaux
aléatoires stationnaires dans le temps, 1] est bien
évident que nous faisons appel implicitement 4 une
intervention indirecte de la loi temporelle.

VII.1. Représentation-: des signaux aléatoires
stationnaires. Covariance et signal moyen.

Nous continuons d’adopter pour les représenta-
tions-¢ une écriture du type ¢(t) = <t/® > ou
X(t) = < t|X > et nous considérons X(t) comme
une fonction aléatoire généralisée (distribution
tempérée).
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Donnons deux définitions de la stationnarité, la
seconde étant suffisante si I'on se limite & une sta-
tistique d’ordre deux.

Définition 1. Un processus aléatoire |X > est
dit « stationnaire au sens strict » si la fonction
de répartition de < ®|X > est la méme que celle
de < @|T.|X >, quelle que soit la puissance 7 de
Popérateur de translation T, et indépendamment
du choix de |®> dans §,

Définition 2. |X > est dit « stationnaire de
second ordre » si, pour le moins, les deux premiers
moments de < ®|X > ont les mémes valeurs que
ceux de < ®|T.|X >, quel que soit = et indépen-
damment du choix de |® >.

a) Statistique du premier ordre.

Définissons le « signal moyen » |M >, muni de
Pécriture formelle

(23) IM>=E{IX >},

par le fait que, quel que soit |® > & &, il y ait
identité entre < ®|M > et I’espérance mathé:
matique de < ®|X >:

(24) <®M>=E{<PX>}
ou encore
<OE{IX>]=E{< QX >}

Cette définition respecte lobligation de faire
appel & Vintermédiaire du produit scalaire < ®|X >
dont la loi est connue a priori et permet doncd’attein-
dre son espérance mathématique. Il ne faut voir en
effet dans Pécriture E { |X >} qu'une forme pure-
ment symbolique, étant donné que nous ne savons
pas définir une fonction de répartition pour le
vecteur |X > ; cependant il nous sera domnné de
constater que la quantité |M > joue en pratique

un rdle équivalent & celui d’une espérance mathé-
matique.

Adoptons en outre pour la représentation-temps
du signal moyen ’écriture, également symbolique :

E: Mo i=Mt) =< dM >,
ce qui revient & introduire la convention
<{E{IX>}=E{<dX >}
Le postulat (7), paragraphe IV.2, d’identité entre
produits scalaires vectoriels et produits scalaires de

représentations donne alors 'expression de (24) en
représentation-t :

<P, E{X}>=E{<® x>} VOes.

— Dans le cas ot |X > est un processus station-
naire, nous devons avoir

E{< QX >}=E{ < OTX >},
soit, d’aprés (24) :
< OM > =< DTJ{M >, VreR,
> |M>=T:|M>,
ou encore
< @@), M(t) > = < D(t), Mt—71) >, Vr et VDeS.
19

Il en résulte que M(t) se comporte alors comme une
mesure de Lebesgue, ce qu’on-écrira

(25) E i X(t) ; = . (constante).
— Nous dirons enfin qu'un processus aléatoire

est centré si |M > est le signal nul :

<®M>=0VD®>e§ = M) =0, Ve

b) Statistique de second ordre.

Cette statistique nous conduit a faire appel au
moment d’ordre deux du produit scalaire < ®|X >.
Pour y parvenir, nous introduisons un opérateur
linéaire I'y, que nous nommerons opérateur de
covariance propre, en le définissant par la pro-
priété suivante, portant sur l'espérance mathé-
matique de la forme quadratique positive

|< ®|X >[2:
(26) < TP > = E{|< OiX >[2}, VIP >¢€§,.

Ceci nous conduit & adopter pour cet opérateur
le graphisme symbolique

Tx=E{IX><Xl},
en convenant, pour satisfaire (26), que _
<OE{X><X}I0>=E{<PX><X|P>],
VI® > €8,
et en appliquant la propriété d’hermiticité
<X > = < QX >*

D’évidence, T'x est un opérateur hermitique ;
d’autre part, le second membre de (26) rejoint,
en représentation-t, la « forme corrélative » de
I. M. Gelfand [9]. Adoptons en outre pour I’élément de
matrice < t|T'g|t' > en représentation-t de cet

opérateur, 1’écriture suivante, également symbo-
lique :
(27a) < tlfxlt’ > = E{ X(1) @ X* (¢) .

Nous nommerons cet ¢élément de matrice la
covariance propre de | X > :il s’agit d’une distri-
bution certaine dans l’espace produit tensoriel
t ® t'. Notons que l'écriture (27a) équivaut i la
convention
<HE{IX > < X} >=E{<dX > < XIt'>]

— Si maintenant |X > est un processus station-
naire, nous avons

E{l< OIX >[2} = E{ 1< ®IT:|X >2}, VreR,
ce qui équivaut, d’aprés la relation de définition
(26), &

< OIlxd > =< DT, Tx THO >,

dou Ty =T, Ty T! et enfin, puisque T, est un
opérateur unitaire (cf paragraphe V.1):

rx TT = T.r rx, Vre R.

Ainsi, pour un processus aléatoire stationnaire,
T’y commute avec tout opérateur de translation ;
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done lopérateur stationnaire de covariance propre
posséde toutes les propriélés des filtres linéaires (cf
paragraphe V.3 et VI.2) avec lesquels il commute
également. Cette similitude entre F et I'y résulte
dans les deux cas de laspect stattonnaire de ces
opérateurs.

Nous tirerons d’'un tel comportement de TI'y
d’importantes conséquences ; en premier lieu,
Vélément de matrice < t|Tx|t’ > ne dépend plus que
de la différence v = t — t'. Nous avons déja nommé
ce dernier « covariance propre » et, étant donné
(27a), nous le représentons par I'écriture symbolique:

(276) Tx(r) = <dlxlt—7>=E{X() @ X* (t—n) }.

Cette quantité joue ainsi un role similaire & celui
d’une réponse percussionnelle.

— Usons maintenant dans (26) du postulat
d’identité entre produits scalaires vectoriel et
fonctionnel, ce qui donne dans 1'écriture (27a)

L D) D), BE{ X(t) @ X*(t) } > =
E{ < @) D*(r), X(t) @ X*(') >}

D’ou, pour le cas stationnaire ol intervient P'écri-

ture (27Db)
E{|< PIX >} = < D) Ox(t), Tx(t— ') >.

En utilisant la relation de définition d’un produit
de convolution [7], nous obtenons alors I'expression
suivante du second moment dans le cas stationnaire
{forme corrélative) :

(28) E{l<®X>2l=<®x D% Tx>, VD&,

[avec @#(t) = ®* (—¢)]. La covariance propre
apparait ainsi comime définte positive.

¢) Statistique conjointe.

Cette étude de second ordre s’étend immeédiate-
ment 4 la statistique conjointe de deux processus
aléatoires |X > et |Y >. On utilise Iopérateur
de covariance mutuelle dans lécriture symbo-
lique

Txr=E{IX><Yl}
en le définissant par la propriété suivante, portant
cette fois-ci sur un coeflicient de corrélation, donc

sur l'espérance mathématique d’une forme bili-
néaire :

29) < PTxr|¥>=E{<@X>< VY >*}
Vi@ > et |V > €8,
Nous notons que I'yx = I';y. On nomme alors
covariance mutuelle de IX > et |Y > I’élément

de matrice de I'yy en représentation-t, en affectant
& ce dernier 'écriture symbolique

< tlfxrlt’ > = E{ X(t) @ Y*1') }.

— II convient maintenant d’étendre la notion de
stationnarité 2 la statistique conjointe de deux
processus ; introduisons pour ce faire la définition
suivante,

Définition 3 : Deux processus aléatoires [X >
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et |Y > sont dits stationnairement corrélés
lorsque les moments des deux premiers ordres du
couple { <®|X >, < ¥|Y >} ont les mémes
valeurs que ceux du couple { < @[T |X >,
< ¥|T,|Y >}, ceci quel que soit T et indépendam-
ment du choix de |® > et |¥ > dans §,

Dans ces conditions, d'une part |[X > et |Y >
sont stationnaires de second ordre, d’autre part
[Txy, T,) =0, V,, et Txy a les propriétés d'un
filire.

Par suite, pour deux processus stationnairement
corrélés, I'élément de matrice de I'yy en représen-
tation-t est invariant par translation : on affectera
A cette covariance mutuelle stationnaire I'écriture
formelle :

Pxy(r)= E{X(t) @ Y*t—1) ).

— Il est utile de remarquer que la propriété de
définition (29) ammsi que lécriture adoptée pour
I’élément de matrice équivalent aux conventions

<OE{IX>< Y} I¥>=E{<OX><YI¥>]
< fE{X><Y}I'> =E{< dX>< Y)W >}

Ceci, associé a la relation de fermeture des bases
de représentation, présente l'avantage de rendre
particuliérement aisée la manipulation de lopéra-
teur de covariance.

d) Cas particulier des fonctions aléatoires.

Il convient a ce stade de vérifier la compatibilité
de notre nouveau formalisme avec le formalisme
traditionnel des fonctions aléatoires tel qu'il a été
bati par A. Blanc-Lapierre et R. Fortet [10]. Pour
ce faire, nous nous placons dans le cas particulier
ou la représentation-t, X(t), du processus |X > est
une fonction aléatoire de second ordre, au sens de [10],
qu’il n’est pas nécessaire de supposer stationnaire.
Il est alors possible d’utiliser une fonction de répar-
tition relative & X(t) pour batir a priori le premier
moment E { X(z)} ainsi que la covariance

E{ X(1) X*(t") };

ces deux quantités, définies ici commes des espé-
rances mathématiques, ont donc un sens corres-
pondant & leur écriture. Dans ces conditions, le
produit scalaire < ®|X > = < @, X > est une
forme linéaire de la fonction aléatoire X(t), laquelle
peut s’exprimer par une intégrale convergente en
moyenne quadratique :

<P X > = A D* () X(¢) dt, stoch. m.q..
Cette convergence assurant la permutabilité de

lintégration et d’une espérance mathématique,
nous irouvons

E{<® X>|{= O+ (HE{ X))l de=
Rl

<O E{X}>,

ce qui est l'expression en représentation-t de la
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propriété (24) si M(¢) se confond avec Pespérance
mathématique E { X(t) } : Vécriture symbolique de
M(t) = < t|M > rejoint alors la réalité.

On retrouve de méme A partir de la covariance
de deux fonctions aléatoires X(t) et Y(¢) I'expression
en représentation-t de la propriété (29) — et par
suite celle de (26) — si 'élément de matrice
T, ) = < t|T,]t > s'identifie au moment
E { X(t) Y*(t') }, dénommé covariance mutuelle :
Icl également Pécriture symbolique adoptée pour
T(t, t') rejoint la réalité, ce qui suffit & assurer la
compatibilité des deux formalismes.

VIL.2. Représentation-v et analyse harmonique.

Comme précédemment au paragraphe VL., la
représentation-fréquence du signal fondamental
|® > est exprimée par q(v) = <v|® > €8,
transformée de Fourier de < ¢|{® >. Ecrivons

X(V) =< VlX >,

la représentation-v du processus aléatoire |X > ;
d’aprés ce que nous avons vu au paragraphe VL1,
chaque réalisation particuliére de x(v) est trans-
transformée de Fourier au sens des distributions
de la réalisation correspondante du signal-temps
X(t) = <X >. Il convient maintenant d’étudier
la statistique des deux premiers ordres de x(v).

a} Statistique de premier ordre.

Utilisons pour la représentation-fréquence du
signal moyen |M > I’écriture symbolique

E{ x(v) § = m(v) = < M >,

ce qui équivaut & la convention

<ME{HX>}=E{<vXx>1

De ce fait, I'expression de (24) en représentation-v,
qui découle de la régle d’identité entre produits
scalaires vectoriel et fonctionnel est :

E{<g,2>}=<g9,E{z}l>, Vgpes.

— Plagons-nous dans le cas ol |X > est station-
naire. Du fait que m(v) et M(t) sont transformées de
Fourier (cf. § VI.1), on déduit de (25) que

(30) E{ x(v) } = pd(v)

— Remarquons enfin que la transformation de
Fourier qui relie les représentations
=E{x(v)} et M) =E{X(@}

5 ecmt symbohquement sous la forme

FE{X =

avec @:E{X}.

E3‘”{X§ ou bien "}'—]E{x; =EJ‘T—1{z¥,

et cela, que le signal soit stationnaire ou non. Autre-
ment dit, considérées toutes deux comme des sym-
boles d’opérateurs agissant sur les représentations
espérance mathématique et transformation de Fourier
commutent.
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b) Statistique conjointe de second ordre.

Soit |X > et |Y > deux processus aléatoires,
de représentations-v :
x(v) = <v|X > et y(v) = <Y >.
Adoptons pour 1'élément de matrice en représen-
tation-v de leur opérateur de covariance mutuelle
T'xy lécriture symbolique

< v[Tzxyh’> = E{2(v) @ y* (v) J.

Il s’agit d’une distribution certaine dans I’espace
produit tensoriel v @ v’. Compte tenu du graphisme
de T'yy, cette écriture de son élément de matrice
revient & adopter la convention

<ME{IX > <YIIV>=E{<vX>< YV >
La propriété de définition (29)prend ainsi en repré-
sentation-v l'expression :
E{<OX><Y¥>}=
E{ < e W
= < o(v) Y* (v

x(v) ® y* ( v')>>§,
{x(v)@y V) >,

Sil’on se rapporte alors & l’expression de la méme
quantité en représentation-

E{<OIX> < YI¥ > =<00 ¥ (),
E{X(t® Y* () >,

on voit que la distribution E {x(v) @ y*(v') | est
la transformée de Fourier bzdzmenswnnelle de
E{ X(t) ® Y*(—t) } ; ceciestentiérement conforme
a la relation entre les éléments de matrice d’un
opérateur « véritable » en représentations temps et
fréquence (cf. § 6.2),ici < T|— ¢’ >et <v|T]v' >.
On peut donc oublier la nature symbolique de
I'opérateur de covariance.

— La statistique en représentation-v devient
particulitrement intéressante lorsque |X > et
|Y > sont stationnairement corrélés (§ VII.1c). Alors
T'xy se comporte comme un filtre linéaire, ce qui
signifie qu’il commute avec tout opération de trans-
lation. Partant, les vecteurs de base |[v > de la repré-
sentation-v sont vecteurs propres de Pyy :

(31a) o Txylv > = yxv (V)lv>.

De plus, en nous reportant & I'étude générale des
filtres effectuée au paragraphe 6, nous savons que
la distribution valeur propre yxy(v), laquelle joue
le réle d'un gain complexe, est transformée de
Fourier de I'élément de matrice < t|Uzpjt —1 >,
i.e. de la covariance mutuelle ; ce que nous expri-
mons par

(32a) Yz (v) = Txy ().

Du fait que T'yy = '}y, cette valeur propre est
hermitggue par rapport & ses indices, soit
Yrz(v) = Y*xy(v). Nous lui donnerons le nom de
distribution spectrale d’interaction.
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Enfin, I'élément de matrice << v|Tgy|v’ > est
diagonal ,ce qui s’écrit

(332) E{x()® y* ()} = var () Sy— .

Alors Texpression en représentation-v de la pro-
priété de définition (29) dégénére et se réduit &

E{<PIX>< YV > ] =< od* vxr >

c) Statistique de second ordre d’un signal
unique.

Ce cas se raméne au précédent en prenant
|Y > = |X >, et en utilisant I'opérateur de cova-
riance propre I'y. Nous avons ainsi

E{x(v) ® x* (V') b= <vlxh’ >,

et lorsque |X > est stationnaire de second ordre,
Iy devient diagonal en représentation-v, ce qui
donne :

(318) Txpy > = yx ()l >.

La distribution valeur propre yx(v) est transfor-
mée de Fourier de la covariance propre

(32b) vx (V) =Tx (v),

et sert & déterminer la «covariance en fréquence»
33b) Efx(v) @ x* ()} =yx () Sv—v).

Enfin, la forme quadratique E { | < ®|X >[2}
s’exprime dans les deux représentations temps et
fréquence par

E{l< OIX >2} = < Dk @, T'x > = < |g|%, vx >.

Du fait que I'y est hermitique, sa valeur propre
yx(v) est réelle; mais 11 y a plus : la forme
< ® * OF, T'y > est définie positive pour tout
® € § aussi bien que continue pour la topologie
dans 8. Done, selon le théoréme de Bochner-
Schwartz [7], la transformée de Fourier yx(v) de
Tx(t) est la dérivée premiére d’une fonction réelle
monotone F(v) : la valeur propre vyx(v) est une
distribution positive.

Terminologie.

La fonction monotone F(v) s’identifie & la fonction
de répartition spectrale dans la terminologie de
A. Blanc-Lapierre [10] ; cecl incite & dénommer sa
dérivée, la valeur propre vyx(v), distribution
spectrale énergétique. Il nous reste & metire en
évidence la signification physique de cette quantité
et & constater qu’elle prolonge la notion de « densité
spectrale énergétique ». Ainsi la relation (32b) de
transformation de Fourier entre y et I' apparaitra

comme une extension du théoréme de Wiener-Khint-
chine.

d) Analyse harmonique.

Nous avons vu que les représentations temps et
fréquence d’un méme signal sont liées par une trans-
formation de Fourier, propriété qui demeure valable
pour un processus aléatoire. Cette liaison, portant
sur des distributions, ne peut &tre traduite que par
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une égalité de Parseval entre formes linéaires :
<P, X > = < ¢, z >. 51 nous’exprimons cepen-
dant dans une écriture intégrale, ce qui est incorrect
mais peut é&tre admis A titre symbolique, cette
liaison entre représentations prend la forme

(34a) X() = A e2™v x(y) dv (écriture impropre).

Elle évoque alors une idée d’analyse harmonique
de la fonction aléatoire — généralisée — X(¢). Cette
présentation, qui fait entrer dans un cadre unique
les processus aléatoires aussi bien que déterministes,
est certes trés discutable du point de vue mathé-
matique, mais elle offre par sa simplification et son
dépouillement un avantage, nous pensons certain,
pour le physicien. Nous nous attacherons d’ailleurs
au paragraphe VIII & en déterminer la signification
physique concréte en étudiant la répartition de la
puissance moyenne de X(¢) sur I'axe des fréquences
et le sens profond de I’écriture (34a).

— Plagons-nous maintenant dans le cas ou la
représentation-t X(f) = << ¢/X > du processus
|X > est une fonction aléatoire de second ordre. Si
sa covariance est soumise 2 certaines conditions
précisées dans [10], son analyse harmonique est

réalisable ; elle fait appel & une mntégrale de Stieltjes
sous la forme

(34d) X(t) = A e¥ivt d&(v), stoch. m.q.,
ou £(v) est une fonction, également aléatoire. Ainsi,
s1 'on compare (34a) et (34b), la représentation-
fréquence x(v) = < v|X > apparait dans ce cas
comme la distribution dérivée premiére de la fonc-
tion aléatoire £(v).

Si, de plus, X(t) est stationnaire, sa covariance
propre se décompose en

Tx (1) = A e ive dF(v),

ou F(v) est la « fonction de répartition spectrale »,
fonction certaine monotone et A accroissements
bornés. Or, nous avons vu que la transformée de
Fourier de la covariance I'y(r) est la valeur propre
vx(v) et que cette dernidre est dérivée premiére
d’une fonction monotone : la relation précédente
est en accord avec ce fait sil’on identifie cette primi-
tive & F(v), la fonction de répartition spectrale.

On montre également [10] que les accroissements
de £(v) possédent dans le cas stationnaire les pro-
priétés statistiques suivantes :

E{dE(v) =0,
sauf éventuellement pour v = 0,

= dF(v)
=0

/
v= v,
v£EV,
ce qui est en accord avec les relations générales(30)
et (33b), si nous tenons compte de ce que, ici :

d d
s(v) = 3 B et ¥(v) = 3 Fi,

pour
pour

E { d&(v) d&* (v)) }
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La concordance entre les deux formalismes se
trouve ainsi assurée

VIL.3. Résumé.

Nous pouvons conclure de Pétude précédente
qu’il est possible et méme fructueux de considérer
un processus aléatoire comme un étre abstrait | X >
pourvu des deux représentations X(t) et x(v) formant
une paire de Fourier. Ce processus se définit par la
loi de I'ensemble des variables aléatoires < ®|X >
construites sur les éléments déterministes |® > du
sous-espace abstrait &, les « signaux fondamentaux».

La statistique d’ordre deux fait appel & deux
grandeurs symboliques.

a) Au premier ordre, le vecteur « signal moyen »
|M > =E{|X >} Son comportement et celui
de ses représentations s’obtienment facilement si
P'on admet, & titre formel, la convention d’écriture

<SE{|IX>1=E{<sIX >},

pour tout élément |S > & § déterministe, y compris
les signaux de base des représentations temps ou
fréquence.

b) Au second ordre, Yopérateur de covariance
Tyy =E{|X > < Y|}

L’étude de ses propriétés et de celles de ses repré-
sentations conduit aux mémes résultats qu’une
écriture directe basée sur la convention

<SE{X><Y}IT>=Ej<SX><YIT>),

pour tout |S > et |T > € §, y compris les vecteurs
de base |t > et |[v >. Cette étude conjointe admet
comme cas particulier celui ou |Y > = |X >.

¢) La stationnarité correspond & lidentité des
propriétés de |X > et de T |X >, soit au sens
strict, soit limitée aux deux premiers ordres.
Alors EHX >} correspond & un signal-temps
constant et I'yy se comporte comme un filtrelinéaire,
1.e. est diagonal en représentation-v, avec une valeur
propre transformée de Fourier de I'élément de
matrice-t. Les résultats principaux sont groupés
dans le tableau I.

VIiII. FILTRAGE LINEAIRE
.D'UN PROCESSUS ALEATOIRE
ET LOCALISATION
DE LA PUISSANCE MOYENNE.

A. Blanc-Lapierre a eu le mérite de respecter la
rigueur mathématique, tout en conservant un sens
physique précieux, dans sa théorie de l'analyse
harmonique basée sur le filtrage des fonctions
aléatoires et en particulier sur ['utilisation de la
« formule des interférences » [10]. Il serait regret-
table qu’une présentation nouvelle de ce probleme
abandonnit ce souci fondamental d’un support
physique et nous allons nous attacher & le retrouver
en considérant le probléme du filtrage linéaire des
processus aléatoires abstraits, ainsi que ses impli-
cations dans la dualité des représentations temps et
fréquence.

VIIL.1. Relations statistiques de filtrage entre
grandeurs abstraites.

Soit | X > le processus aléatoire, de signal moyen
| MX > et d’opérateur de covariance I'%, transformé
dans un filtre linéaire F :

Y > =F|X >.

Nous nous limiterons au cas des filtres stables, dont
la valeur propre (gain complexe) est une fonction h(v)
continue presque partout, définie de maniére unique
en chaque point de R, et tout au plus de croissance
lente & l'infini ; de ce fait, la transformée IY >
existe toujours, (cf § VI.2.2.). La probléme est alors

de déterminer le signal moyen et l'opérateur de
covariance associés & |Y >.

ES

VIII.1.l. Aupremierordre,si|MY>=E | Y >}
décrit le signal moyen associé  la transformée, nous
avons, en nous basant sur la définition (24)
<OMY>=-E{<®Y>}|=E{<DFIX>},

YI® > e §,.

Faisons intervenir la transformée du

« bra »

TABLEAU 1
GRANDEURS R . ;
ABSTRAITES EPRESENTATIONS-{ REPRESENTATIONS-V
X > X{t)= <t|X > T x{v)= <X >
M >=E{|X >
! d E{X@} = E{x}

(signal moyen)

Txr=E{|X > <]
(opérateur de covariance)

E{X() Y*)} = E{x() y*)}

Cas stationnaire :

Te M > = |M >
Txy, T =0
Tzylv > = Yxylly >

E{X(t)}=¢p

E{X(t) Y*(t—1) }=Typ(m = E{x(v) y*v)}= vxp(¥) S(v—)

= E{x(v) }=w)

23
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< ®| dans F, autrement dit, celle du « ket » |® >
dans le filtre F1, soit
FO > = |V >,
On peut alors appliquer & |'¥" > la définition (24),
ce qui donne (¥*)
<OMY > -Ef< VX > =< VIME> =
< OIFiMX >, VIO >egy

(35) o = MY > =F|MX >,
ou encore
. FE{|X >} =E{FIX >

Nous nommerons cette relation « formule de la
moyenne ».

VIII.1.2. Au second ordre, considérons deux pro-
cessus aléatoires | X; > et | X, > soumis respective-
ment aux filtres F; et F, ; faisons également appel
aux transformées dans les filtres adjoints aux précé-
dents de deux signaux fondamentaux |®; > et
|y > € & :

[Ye > = FeXp > et [We > = Ff|® >, (k= 1o0u2)

Introduisons enfin les opérateurs de covariance
mutuelle des processus « entrée » et « sortie »:

TL=E{1X;> < X,|} et TL=E{lY,><Yy}.
En nous appuyant sur la définition (29), nous
avons
< O,Ty®,>=E { <OIFIX, > < X|FS|D, > b
=E{<¥IX; > < X, ¥, >}
On peut faire jouer aux |¥'x > le role de signaux
fondamentaux (voir remarque précédente) et appli-

quer 2 'S, en sens opposé, la relation (29) ; ce qui
donne

<OITEP, > = < VMY, > =
< (D]_IFl rizz Fglq)z >; qu)l >: ch2>E€‘O'

D’oti résulte I'expression de I'opérateur de cova-
riance mutuelle des transformées de deux processus
aléatoires dans deux filtres linéaires :

(36) o Ty=F I'LF].

Cette relation fondamentale entre opérateurs
généralise en 1'étendant au domaine abstrait la
formule des interférences de A. Blanc-Lapierre
[10] établie entre représentations-t ; nous lul conser-
verons cette appellation. Insistons sur sa validité
tout a fait générale qui, en particulier, n'implique
en rien la stationnarité des processus (il en est
d’ailleurs de méme pour la formule (35) de la
moyenne).

De plus, il importe de remarquer que la formule
de la moyenne (35), ainsi que la formule des inter-
férences (36) s’appliquent a la statistique entrée-
sortie d'opérateurs linéaires quelconques {non
stationnaires) : il suffit d’y substituer l'opérateur
A au filtre F (sous réserve que les éléments de
matrice de A assurent aux transformées A|® >
des signaux fondamentaux l'existence de fonctions
de représentation-v & décroissance rapide, dériva-
bles ou non). Les deux formules précitées corres-
pondent alors aux propriétés :

AE{IX>}=E{AIX>] et
AE{IX, > < XA, =E{AlX, > < X,lA,

a) La formule des interférences (36) s’applique
comme cas particulier lorsque les deux filtres F,
et F, transforment le méme processus aléatoire
|X >:Ton aalors, si I'y est Popérateur de covariance
propre de | X >
(36a) 'y, = F, Tz F].

b) De plus, on peut atteindre l'opérateur de

% 1¥,> 1v,>
a r)‘ I r(')' b) r;zy
AL Xy < - o 19> L t%>
>
¢) rxy d) r):
\y>
¥Fie. 1. — Cas d’application de la formule des interférences (abstraite).

a) cas général (36).

{*) En vertu de {22), & un signal fondamental | © > € §,
ayant pour représentation-v une fonction a décroissance
rapide de I'espace § correspond, par tranformation dans un
filtre stable, un signal | ¥ > dont la représentation-v est
encore une fonction & décroissance rapide, définie de maniére
unique en chaque point de R, mais éventuellement non
dérivable & tous ordres. Or, 'analyse du paragraphe III
indique que les représentations-v des signaux de la physique
ou de leurs modéles théoriques sont des distributions tem-
pérées d’ordre zéro dont les particularités font que < ¥|X >
a un sens. Alors les transformées |'¥' > des signaux fonda-
mentaux |@ > dans des filtres stables peuvent & leur tour
jouerleréle de signaux fondamentaux pour tous les processus
aléatoires de la physique {cf. remarque 1 du § IV.3.).
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b) Entrée commune (36a). ¢) Covariance entrée-sortie {36b), d) Covariance propre sortie (36¢).

covariance mutuelle entrée-sortte T'yy en prenant
pour Fle filtre identité 1 (valeur propre h(v) = 1, Vv).
Alors
(361)) Txy=TxF* et Tyx = I‘}y = FI'x.

¢) Enfin, on détermine la covariance propre T,
d’une sortie en prenant F; = F, = F, soit :
(36¢) Ty = FI'y Ft,

Ces conditions d’application sont rassemblées
sur la figure 1.
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VIIL.2. Relations de filtrage entre représentations.

VII1.2.1. Au premier ordre, la formule de la
moyenne (35) donne : _
a) en représentation-fréquence, ot F est dia-

gonal, cf (21),

E{y®)}=<vIMY > = h(v) < v|MX >.
Ainsi;
(37a) Et y(v) i = h(v) E % x(v) %,
soit

E{h() x(v)}=h) E{x(v)};

b) en représentation-temps, en appliquant & ce
qui précéde le théoréme de Plancherel :

(37b) E{ YR )= H*xE{X ),
E{(H* X)w}=(H*E{X})u.

On obtient donc dans cette écriture symbolique
de processus la méme formulation que pour les
fonctions aléatoires. :

VIII1.2.2. Au second ordre, la formule des inter-
férences (36) conduit aux éléments de matrice de
covariance :

— en représentation-fréquence, étant donné I'écri-
ture symbolique de < v|T|v' > et I'équation aux
valeurs propres (21), nous avons
(38) E{y1M@yi)}=

hy () g (V) E{x(v) @ x* (V)

— en  représentation-temps, on obtiendra la

covariance E | Y(t) ® Y*(') } par transformation

de Fourier bidimensionnelle de la distribution
précédente, cf paragraphe VI.2.

VI1I1.2.3. Processus stationnaires.

Nous avons vu & propos de la statistique de second
ordre des processus stationnaires que

MX>=T|MX> et TS =T TL T

Sachant que I'opérateur de translation est un filtre
linéaire particulier et que, pour deux processus
stationnairement corrélés, le couple {T.|X; >
T.|X; > }a les mémes propriéiés statistiques que le
couple { |X; >, | X, >}, le fait précédent est par-
faitement en accord avec la formule de la moyenne
et la formule des interférences.

Tirons maintenant de la formule des interférences
deux importantes propriétés.

a) Désignons par filtres disjoints deux filtres F,
et F, tels que F1F2 = 0 (donc de valeurs propres
telles que h,(v) hy(v) = 0, Vv). Sachant que, pour
deux processus ]Xl > et |X2 > stationnairement
corrélés, l'opérateur de covariance I',, commute
avec tout fillre, la formule des inlerférences (36)
donne alors dans le cas de deux filires disjoints

(39) F;F,=0 =T, =F, ISFf —F, Fj I'% = 0.
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Donc les transformées de processus aléaloires
stationnaires dans deux filtres quelconques disjoints
sont non corrélées et par suite sans interaction.

b) Si |X; > et |X, > sont stationnairement
corrélés, il résulle de la ““définition 3" du paragraphe
VIL.1.c que tout opérateur de translation T, commute
avec ', de méme qu’il commute avec tout filtre F.
En utilisant cette propriélé dans la formule des
interférences (36), nous voyons que T, I'}, =TI T,
V. Par suite los transformées |Y; > et |Y, > sont
stalionnairement corrélées (donc stationnaires de
second ordre).

Nous pouvons donc envisager I'étude de second
ordre des représentations des processus station-
naires filtrés.

a) Au premier ordre, on tient compte de ce

que E{ X(t)} = u, of (25), d’ou d’aprés (37):
(40a) E{ Y(t) } = w(H * 1) = uh(0),
(400) E{y() § = ph(0) 3(v).

b) Au second ordre, il convient de porter
Pexpression (33a) dans (38) :

Efy, (v hE (v) y3: () S — V) =
Yiz (v) 3(v— ).

D’ou résulte la distribution spectrale d’interaction
des transformées :

®Y2 {_hl v)

(41a) o Yiz (v) = hy (v) hE (v) vis (v),

et par transformation de Fourier (cf (32a)) leur
covariance mutuelle
(41b) o

Tl (v) = (Hy % HY % T5)e.

Lorsque les processus sont-des fonctions aléatoires
stationnaires de second ordre et les réponses percus-
sionnelles des fonctions sommables, cette derniére
relation se réduit bien sous forme intégrale a la
formule des interférences de A. Blanc-Lapierre [10]
Tous les cas particuliers de la figure 1 peuvent
évidemment entrer dans le cadre des formules (41)
précédentes.

VIIL.3. Localisation de la puissahce moyenne
sur ’axe des fréquences.

Appliquons les résultats précédents au cas parti-
culier de filtres passe-bande idéauzx (bande passante
2B, fréquence centrale vo) dont le gain complexe
est décrit par

h(v) = IIp (v—v,),

avec II(v) =1 sive[— B, 4 B]; =0 si non.
Pour deux processus aléatoires |X; > et |X, >
stationnatrement corrélés, la formule des interférences
en représentation-v (41a) donne 'expression suivante
de la distribution spectrale d’interaction des trans-
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formées | Y, > et |Y, > dans le méme filtre passe-
bande,

(42) Yz ) = s (v—v) Y V),

(ceci parce que T1% = Il,).

VIII.3.1, Puissance moyenne d'un processus.

La formule (42) s’applique évidemment & un pro-
cessus | X > stationnaire de second ordre et fournit
alors la distribution spectrale énergétique de sa
transformée dans un filtire passe-bande idéal,

Yy () =Tz (v—vg) vx (v).

Cette quantité est donc une distribution & support
borné et par suite sa transformée de Fourier, la
covariance propre I',(t), est une fonction indéfi-
niment dérivable (done continue et bornée & I’origine)
qu’on peut exprimer, d’aprés L. Schwartz [7] par :

Fylr)=< ey (v) > =
< e~ Mg (v—vo), Yx (v) >

Par suite, quel que soit le processus stationnaire
de second ordre IX >, sa transformée lY > dans
un passe-bande idéal a pour représentation-t une
fonction aléatoire stationnaire de second ordre au
sens de [10]. On sait que la puissance moyenne de
ceite derniére grandeur est donnée par I'y(0), qui
a ici un sens. D’aprés les conclusions du paragraphe
VIIL.1d, nous pouvons donc écrire la puissance
moyenne du signal-temps <t|Y > :

W (vg) = Ty (0) = E{ [Y()l2 }

= < Iz (v—vg), vx (v) >,
soit encore :

(43a) o Wz (vg) = (s * ¥ x)om,

Yo+ B
(= f s TYx (v) dv, en écriture impropre).
Vo

a) Ce résultat correspond également & I’expres-
sion de la fraction Wy(vy) de puissance moyenne du
processus |X > affectée 4 la bande de fréquences
[vo — B, vg 4+ B]. Ce qui est remarquable, c’est
que Wjy(ve) a un sens méme si la puissance moyenne
globale n’est pas définie.

b) — 81 v4(v) est une fonction continue en v, :

lim Wa (v9) = 2B.7x (v,

propriété d’une densité spectrale.

— Si y4(v) contient une distribution de Dirac
YoO(v — vg) centrée sur v, (avec en plus, éventuelle-
ment, une contribution continue en v) :

lim Wz (vo) = 7.
Bao B (Vo) = Yo
~—~ vx(v) ne saurait prendre un autre aspect,

puisque nous savons (cf. § VIL.2¢) qu’elle est la déri-
vée premiére de la fonction de répartition spectrale.
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Se trouve ainsi justifiée physiquement la déno-
mination de distribution spectrale énergé-
tique pour la valeur propre y,(v) de l'opérateur
slationnaire de covariance.

¢) Nous avons vu & propos de (39) que les trans-
formées de [X > dans deux filtres disjoints sont de
covariance nulle. On exprime ici ce fait en disant
(cf [10] p. 380) que la puissance moyenne d’un pro-
cessus aléatoire stationnaire est localisable sur Uaze

des fréquences (méme si sa valeur globale n’est pas
définie).

VII1.3.2. Puissance moyenne d’interaction de
deux processus.

La puissance moyenne d’interaction de deux
fonctions aléatoires stationnairement corrélées et
de covariance mutuelle uniformément continue est
donnée par 2 Re T} (0) =2ReE{ Y, (t) Yz (1)
Ce cas est celul des transformées de deux processus
stationnaires de second ordre quelconques dans le
méme filtre passe-bande idéal: leur covariance
mutuelle est en effet une fonction indéfiniment
dérivable (la transformée de Fourier de vyF(v),
cf (42), qui est une distribution & support borné)
que nous écrivons

T¥ () = < ey [Ip (v— vg), T4 (v) >.

Ce qui donne la fraction de puissance moyenne
d’interaclion de deux processus |X; > ‘et |X, >
affectée & la bande de fréquences [vo — B, vg 4~ B] :

(43b) WE (vo) = 2Re I'f; (0) = 2Re(Il5 * v )

Cette quantité posséde les mémes caractéristiques
que Wg(v,) lorsque B — 0. Elle a toujours un sens,
méme si la puissance d’interaction globale n’est pas
définie ; de plus d’aprés (39), elle est localisable sur
I'axe des fréquences. La dénomination distribution
spectrale d’interaction pour la valeur propre
Y& (v) de lopérateur de covariance mutuelle se
trouve ainsi justifiée.

VII1.3.3. Analyse harmonique. Toutes les pro-
priétés physiques de décomposition spectrale qui
précédent sont issues du caractére de la représen-
tation-fréquence x(v) d’un processus aléatoire sta-
tionnaire, puisque basées sur la relation

E{x (v)x} () }=vE M) 36—

Nous avons déja évoqué l'intérét qu’il y aurait &
conserver— méme dans un sens abusif — la termi-
nologie « d’analyse harmonique » pour évoquer la
transformation de Fourier qui relie les deux repré-
sentations ¢ et v. Il nous reste & apporter une cer-
taine justification A cette attitude.

Décomposons 'axe des fréquences en intervalles
disjoints et adjacents de méme largeur Av. L’emploi
d’un filtre passe-bande idéal modifié de gain
I, (v—v,) (o0t Ma,(v) a maintenant pour support
Pintervalle [— Av, 4 Av[ (semi-fermé) permet d’isoler
chaque transformée |AY, > de |X > correspon-
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dant 4 Uintervalle de rang k. Du fait que les repre-
sentations-v de ces transformées soni des distri-
butions & support borné, nous pouvons les exprimer
en représentalion-temps par des fonctions, qui sont

(44) AYe (t) = (Tlay (v) * €5 x(v))oup,

el la représentalion-temps X(t) du processus |X >

apparail comme étant la somme de telles contribu-

tions spectrales, X(t) = X AY,(t), que l'on peut
E

rendre aussi proches que l'on veut du monochro-
matisme. C’est bien cette décomposition qu’évoque
Iécriture impropre de l’analyse harmonique

X(t) = A e=mivt x(v) dv,

(laquelle équivaut a supprimer la nécessaire régula-
risation de la distribution x(v) par II,, et & passer
a la limite Av—-0).

La formulation (44) est valable sans modification
pour un signal certain, ce qui permet de faire entrer
dans un cadre unique '« analyse harmonique » des
processus aléatoires aussi bien que déterministes.

VIIL.4. Filtres de dérivation-temps et dérivées de
processus aléatoires.

VII1.4.1. Filtre de dérivation-temps. Il s’agit
d’un filtre linéaire D, dont I'élément de matrice-
temps (réponse percussionnelle) sera par définition
la dérivée premiére de la distribution de Dirac :

< ¢|D0 > = &7 (¢).

Sa valeur propre (gain complexe) est la transfor-
mée de Fourier de 3, soit 2xiv :

Div > = 2miviv >.

Le filtre itéré D} a donc une valeur propre (2rwiv)®
et un gain complexe 3(z) : ¢’est un « filtre stable ».
On obtienl immédiatement la relation de compo-
sition D" D = Dp+* et la propriéié D} F= FD}
pour tout filire F:

Le filtre adjoint Df™ a de son cété la valeur propre
(— 2xiv)® et donc une réponse percussionnelle
(—)* 8™ (¢) ; par suite

D = (—)* D,

De ce qui précéde, résulte que laction de D}

sur un signal déterministe |[X > e & donne, d’aprés

la formule de Vaschy (13), un signal ayant pour
représentation-¢

(n entier positif).

< UDPIX > = (3™ % Xy = (%)n X (t).‘

Cest la « dérivée d’ordre n» de X(¢), qui existe
toujours au sens des distributions. Enfin, en repré-
sentation-v

< vIDPX > = (2wiv)® x(v).
VIII.4.2. Dérivées des processus aléatoires.

Soit |® > € 8, un signal fondamental déter-
ministe et |¥', > = D?|® > sa transformée par
le filtre D7 ; |¥, > est donec & son tour un signal
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fondamental de §,. Nous définirons la « dérivée
d’ordre n,» |Y, >, d’un processus aléatoire |X >
par-le fait que la fonction de répartition de la varia-
ble aléatoire < @|Y, > est identique a celle de
(—)* <W¥,|X >, quel que soit le choix de |® >
dans 8.

Or, nous avons

< ¥l = < ODf» = (—)» < DD}
Il en résulte que
(4" <V JX >= < DX >

peut étre considérée également comme le produit
scalaire de |® > et de D} |X > : c’est dire que
la dérivée |Y, > s’assimile encore, dans le cas

aléatoire, 4 'action du filtre D? sur le processus
| X >

[Yo> = DNX>

a) La formule de la moyenne (35) donne alors la
statistique de premier ordre

E{1Yn>}=DPM >,

et la formule des interférences (36) fournit 'opéra-
teur de covariance mutuelle des dérivées |Y} > et
|Y2 > de deux processus {X* > et |X2 >, soit

'y, =DT¥ Di* = (—)»D{"T'¥ DI".

b) Si |X' > et |X® > sont stationnairement
corrélés, les formules précédentes conduisent :
— en représentation-v, en vertu de (30) et de

(33a), &
E{ ¥a (V) % =0, nx=1, (puisquev?3(v)=0),
E iy%% V) ® y& (v) % = (=) 2riv)m+a X (v) S(v—v');

— en représentation-t, en écrivant

(5 T @,

ce qui rejoint, en les étendant, les propriétés de
corrélation des dérivées stochastiques de fonctions
aléatoires {10].

VIIL.5. Une
eovariance.

interprétation des opérateurs de

Nous avons vu auparagraphe VII.1b quel’'opéra-
teur de covariance posséde dans le cas stationnaire
toutes les propriétés d’un filtre linéaire. Ce comporte-
ment d’une grandeur essentiellement statistique
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qui, intrinséquement, est liée & la nature d’un
signal, apparait donc comme assez insolite. C’est ce
qui nous incite 4 rechercher la nature profonde
du filire auquel semble se rattacher cet opérateur.

a) Nous obtiendrons linterprétation physique
recherchée en considérant le cas du filtrage d’'un
processus aléatoire particulier : nommons processus
a corrélation microscopique (ou bruit blanc)
un processus |X, > stationnaire ei ceniré dont
Vopérateur de covariance propre @'y, est propor-
tionnel a Dopérateur identité. Pour simplifier,
réduisons la proportionnalité & Punité en posant
(45) T,=E{IX,>< X l}=1

Par suite, la valeur propre vyo(v) (distribution
spectrale énergétique) vaut 1 pour toul v. Si main-
tenant | X, > est transformé dans un filtre linéaire
F (de valeur propre — ou gain complexe — h(v)),
la formule des interférences (36) donne pour 'opé-
rateur de covariance propre de |Z > = F|X, >
I'expression

I'z = FFT,

Cet opérateur s’assimile a un filtre, celul qui
résulte de la composition de F et de son adjoint ; il
apparait comme hermitique et ayant comme valeur
propre une distribulion positive et donc un élément
de malrice-lemps défini positif, ce qui correspond
aux propriétés mises cn évidence au paragra-
phe VIL1.

b) Si |X > est un processus stationnaire quel-
conque (supposé¢ ceniré pour simplifier) d’opérateur
de covariance I'* el de distribution specirale éner-
gélique (valeur propre) yX(v), ce processus aura les
mémes propriétés statisliques de second ordre que
la transformée |Z > = F|X, > du processus
corrélation microscopique |X, > dans un filtre
linéaire F, sous réserve que ce dernier soit tel que

(46a) T~ — FFi.

C'est en quoi un opérateur stationnaire de cova-
riance propre s’assimiie d un filtre hermitique positif.

¢) Soit deux processus cenirés |X; > et |X, >
stationnairement corrélés, ayant pour opérateurs
de covariance propre 'S, T's et pour opérateur de
covariance mutuelle T'X. Ces processus ont dans
leur ensemble méme statistique de second ordre
que les transformées du processus | X, > a corréla-
tion microscopique dans deux filires linéaires F,
et F, tels que T =F, F; et TZ = F, F] et de
plus

(46b) s -~ F, F].

Ce qui est bien conforme & la propriété I'f = Iy’
et fournit une interprétation de l'opérateur de
covariance stationnaire mutuelle dans le cadre
d’une assimilation & un filtre. Si y£(v) est la distri-
bution spectrale d’interaction (valeur propre) et
I'f(r) la covariance mutuelle, les gains complexes
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et réponses percussionnelles doivent satisfaire aux
conditions suivantes, déduites de (46b) :

Y& (v) = hy (v) b3 (v),
T'% () = (Hy % Hf )

Sans nous attacher aux conditions méme d’exis-
tence des solulions de ce probléme de synthése de
réseaux, remarquons que yi(v) n’a un sens que si
au moins 'une des deux quantités h;(v) ou hy(v)
est une fonction.

d) La condition (46a) n’implique aucune liaison
statistique particuliére entre le processus donné
X > et le processus & corrélation microscopique
X, >. Autrement dit, la covariance mutuelle
entre |X > et |X, > est indéterminée. On peut
mettre & profit cette liberté pour chercher & réaliser
une distance nulle entre | X > et son équivalent au
second ordre |Z > = F|X, >.

Pour introduire la notion de distance nulle,
utilisons le vecteur différence

A>=X>—1Z>=[X>—FX,>,

et élaborons avec un signal fondamental |® >
quelconque la forme quadratique

E{l<®iA>ez]

Nous dirons que la distance quadratique entre
|X > et |Z > est nulle si la forme quadratique pré-
cédente s’annule pour tout choix de |® > dans &,.
Or, en vertu de (46a) et du fait que I'y, = I';, F?
(ef (36b)) nous avons

E{l<®A>2}=
< ®|{ 2FFt —Txx, F{ —Flxx } [0 >

Par suite, la distance quadratique entre |X >
et F| Xy > sera nulle si nous adoptons pour 'opéra-
teur de covariance mutuelle entre | Xy > et |X >
la contrainte

(47) I'xx, = F,

ce qui, d’aprés le cas particulier (36b) de la formule
des interférences, équivaut & Ty, =T

Ainsi (46a) et (47) donnent-elles les conditions
pour qu’un processus stationnaire | X > quelconque
et la transformée F|X, > d’un processus |X, > &
corrélation microscopique dans un filire linéaire
alent méme opérateur de covariance propre et aient
entre eux une distance quadratique nulle.

VIII.6. Résumé.

Le traitement linéaire d’un processus aléatoire
|X > par un (ou plusieurs) filire F conduit & des
transformées |Y > = F|X > dont la statistique
des deux premiers ordres découle uniquement de
la statistique correspondante du processus d’entrée
|X >: c’est la propriété d’autonomie de I’étude
de second ordre.

La formule de la moyenne (35) donne le signal
moyen aprés filtrage, alors que la formule des inter-
férences (36) fournit I'opérateur de covariance des
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transformées. Elles correspondent aux conventions
d’écriture
E{FIX>}=FE{X >}
et
E{FlX, > < XJF{ } = F, E{ IX; > < X,/ | F{.

Si nous leur adjoignons les propriéiés évoquées
dans le résumé paragraphe VIL.3,nous en tirons une
régle pratique particuliérement simple : le fait,
exprimé dans un langage imagé, que « E{ | est
perméable tant aux signaux certains de 8 qu’aux
opérateurs linéaires ».

a) La formule des interférences (36) est fondamen-
tale en ce sens qu’elle résoud Lous les problémes de
second ordre associés 4 un traitement linéaire
(Fig. 1). Elle montre en particulier que deux pro-
cessus stallonnairement corrélés conduisent & des
processus filtrés conservant la méme propriété et
que l'opérateur de covariance mutuelle des trans-
formées est Popérateur nul lorsque les filtres sont
disjoints.

b) L’opérateur antihermitique D, de dérivation-
temps est un filtre linéaire particulier qui conduit,
par itération, aux dérivées stochastiques de tous
ordres d’un processus. Une simple application de
la formule des interférences détermine direcltement
l'opérateur de covariance des dérivées, d’out résulte
en particulier sa représentation-temps

E { Xm) (3) Xim* (1) ;

¢) L’étude, dans le cas stationnaire, de la répar-
tition spectrale de la puissance moyenne d’interac-
tion (resp. puissance moyenne propre) monire que
cette grandeur est localisable sur I'axe des fréquen-
ces. La puissance moyenne Wpy(v,) affectée & une
bande 2B autour d’une fréquence v, est directement

liée, voir (43), a la valeur propre y(v) de 'opérateur
de covariance, laquelle justifie ainsi I'appellation
proposée de « distribution spectrale d’interaction »
(resp. distribution spectrale énergétique). Il s’avére
qu’on peut toujours exprimer la puissance moyenne
relative 4 une bande de fréquences finie alors méme
que la notion de puissance moyenne relative a
I’ensemble de deux (resp. & un seul) processus peut
ne pas avoir de sens.

d) La notion de processus a corrélation micros-
copique | X, >, dont Popérateur de covariance est
neutre, permet de mieux comprendre pour quelle
raison un opérateur de covariance quelconque se
comporle, dans le cas stationnaire, comme un filtre
linéaire :

Si F est le filtre transformant |Xy > en un pro-
cessus de méme opérateur de covariance I'y qu'un
processus donné |X >, on doit avoir T = FFY,
quantité qui représente bien un filtre hermitique
positif. De plus, la distance quadratique entre le
processus |X > donné et son eqmvalent de second
ordre FI.X > est rendue nulle si T'on choisit
T, = F pour opérateur de covariance mutuelle
de lX > et | X, >. Une telle assimilation s’étend
4 la statistique d’ensemble de deux processus sta-
tionnairement corrélés.

Les résultats principaux de ce paragraphe VIII
sont rassemblés dans le tableau II.

IX. SIGNAUX DETERMINISTES
ET OPERATEUR DE CORRELATION.

L’étude de la répartition spectrale de 1'énergie
ou de la puissance moyenne des signaux détermi-
nistes a été faite par N. Wiener [6] & qui 'on doit

TABLEAU I1
NDEURS .
Gra RS REPRESENTATION-{ REPRESENTATION-Y
ABSTRAITES
F

{opérateur filtre)
Y >=Flx >
{MY > = FIMX >
(Moyenne}

Th=F T%F
(Interférences)

E{Y(z)}= (H *E{-\'})(z>v—E{Y(V) }=h E{x(v}

< U|F|0 > = H{t) = < v|F]v' > = h(¥) §(v — v')
Flv > = h{vllv >

— (H * X)o = y(y) = h(v) x(y)

E{ Y\(1) Y30) } Z B {ya(v) vEV) J=Dy(v) h3(v)

E { xi{v) x3(v) }

Cas stationnaire :
MY > = FIMX >
Me=FTLF

TY(z) = (11, % HE* TE)o) = vpv) = hy(v) hy(v) vi(v)

Wg(vo) puissance moyenne :
D= (—)" D"
(op. dérivation-temps)
DHX > l
Tha= (=" DI"*" T¥ E{X{ @) X 1t —x) )=

E{Y()}= uh(0) ::‘1: {y(v) } = 1h(0) a(u)

Walvy) = (ITp * YX) vl
8™ = (2my)”

x® = (g)" x0=

—m(£)"" e =

(2wiv)™ x(v)

—)® (27 YR ()

29
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la notion de fonction de corrélation. Sa théorie était
basée sur 'emploi de 'intégrale de Stieltjes et a été
reprise par J. Arsac [11] au moyen de la théorie
des distributions. Ce qui ne peut manquer de frapper
dans ce domaine est l’analogie considérable qui
existe entre, d’une part fonction de corrélation et
réparlition spectrale de 1'énergie d’un signal déter-
ministe et, d’autre part, covariance et distribution
spectrale énergélique d’un signal aléatoire station-
naire. Il est vrai qu’un signal déterministe |X > peut
bien étre considéré comme une réalisation parti-
culiére '|X, G, > d’'un signal aléatoire |X, C >
associé & une certaine catégorie d’épreuves C;
mais il n'y a aucune raison a priort, bien au contraire,
d’attribuer un caractére stationnaire a la covariance
de X(t) et par suite il sera en général impossible
d’invoquer le théoréme ergodique pour relier des
grandeurs de second ordre (énergétiques), déter-
minées par une moyenne temporelle sur la réalisa-
tion |X, €y >, & des grandeurs analogues de carac-
tére statistique associées au processus aléatoire
sous-jacent (ou considéré comme tel).

On est donc conduit, malgré tout, & considérer
deux doctrines différentes pour définir des grandeurs
qui finalement sont de méme espéce, suivant qu’on
se trouve en présence de signaux aléatoires station-
naires, ou bien de signaux ceriains. Cependant, il
est de toute évidence nécessaire, par souci de cohé-
rence, de s’efforcer d’adopter dans I'un et I'autre
cas des définitions que l'ergodisme rend équiva-
lentes, lorsque la méthode destinée aux signaux
déterministes est appliquée a4 une réalisation parti-
culitre d’un signal aléatoire stationnaire d’ordre
deux. II faut domec, pour traduire le concept
de fonction de corrélation, laquelle joue un rdle
analogue & celui d’une covariance, adopter la défi-
nition la plus convenable. Un tel souci correspond
4 une obligation absolue pour lexpérimentateur,
amené & utiliser des appareils — corrélateurs ou
analyseurs — qui réalisent bien entendu le méme
traitement, indépendamment du fait que les signaux
d’entrée sont « vraiment » déterministes ou pro-
viennent d’un phénoméne aléatoire.

Nous allons nous pencher rapidement sur ce
probléme, en mettant Paccent sur les considérations
énergétiques, 4 notre point de vue primordiales.

IX.1. Répartition spectrale de la puissance
moyenne d’un signal déterministe,

a) Si deux signaux certains |X; > et |X, >
de I’espace & (ou le méme signal) sont transformés
dans les filires linéaires F, et Fy, le produit scalaire
des signaux de sortie |Y; > et |Y, > s’exprime
par

<Y, Y, > = < X JFf FIX, >.

Par suite, si les filtres sont disjoints, au sens du
paragraphe VIIL.2.2, on a

(48) F,F,=0 > < Y,|Y,>=0.
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Les signaux de sortie sont alors orthogonauz et
ne possédent pas d’énergie d’interaction ; de plus,
leurs représentations sont des fonctions (généra-
lisées) orthogonales.

b) Considérons un filtre passe-bande idéal, du
type étudié au paragraphe VIIL.3, avec une bande
passante 2B et une fréquence centrale v,. Soit
Y > la transformée dans ce filtre d’un signal
|X > e & déterministe ; sa représentation-fréquence
y(v) s’exprime en fonction de celle, x(v), de |X >
sous la forme
(49) y@) = Ts (v — vg) x(v).

C’est une distribution & support borné et par
suite la représentation-temps Y(t) est une fonction
indéfiniment dérivable, continue et bornée, sur
laquelle nous pouvons définir une puissance
moyenne Wg(vg).

¢) On a évoqué au paragraphe 1 le fait queI’éner-
gie d'un signal normalisable |Z > € §; < & est
donnée par le carré de sa norme < Z|Z > = [|Z||2
Le mé&me signal, tronqué dans I'intervalle de temps
[— T, 4+ T], est exprimé par la projection Pz|Z >,
ou P, est le projecteur décrit par (3a) au paragraphe
I, dont la valeur propre en représentation-temps
est la fonction projectrice II,(t) définie par (5) :
Pyt > = It >. Comme P}, P, = P% = P, (voir
plus loin paragraphe 1X.3), ilenrésulte quel’énergie
de P,|Z > vaut < Z|P,|Z > ; par suite la puissance
moyenne de |Z > dans lintervalle de temps
[— T, 4 T] est égale & (12T) < Z|P,|Z >.

Les propriétés évoquées de la représentation-
temps Y(¢) de la transformée de tout signal certain
|X > € & dans un filire passe-bande idéal permet-
tent d’exprimer la puissance moyenne de |V >
dans l'intervalle de temps [— T, -+ T] par une
expression similaire. En passant & la limite T —- oo,
nous obtenons la puissance moyenne le |Y > sous
la forme :

1 .
(50a) Wilvg) = iim 57 < YIPriy > =

it 1 +T
4 . .
Tl}_)r;lo o7 < Ny Vv, Yy >= Tll)rgo 3T /o 1Y(1)2 de.
En utilisant la relation de Parseval sur la forme
linéaire, jointe au théoréme de Plancherel, nous
obtenons pour cette puissance moyenne Wy(vy)
Pexpression équivalente

1
Wa(vy) = Tll)nolo o7 < (Fp*y)hy >,

(508)

ou 7p(v) est la transformée de Fourier de la projec-
trice TIp(t) soit :
sin 27mvi

mrly) = 2T ——— = z(0),

(1) 27vt

avec

lim mp(v) = S{v),
T—>00
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laquelle est également 1'élément de matrice-v,
7p(v) = <v|P,|0 >, du projecteur.

1
0 ng(v) n'est sensible que dans
un intervalle de l'ordre de quelques multiples de
1/T ; ce qui fait que, lorsque T — oo, le produit

Nous voyons que

1
de convolution 5= (m; * y), tlend a avoir le

2T
méme support que celui de y(v), soil d’aprés (49)
le méme que celui de IT (v — vo). Cette remarque
permet de simplifier I'expression du produit scalaire
(505) lorsqu’on y remplace y(v) par sa valeur (49),
en Pécrivant

1
Wa(vy) = lim 57 < (n1 * Z)o: ITa(v— vg) x(v) >,

T->00

. 1
= lim 57 < Malv—vy), (mr * 2*)w, x{v) >.
T—>00 <
Alors, la comparaison avec l'expression (43a)
relative aux processus aléatoires incite 4 écrire cette
puissance moyenne sous la méme forme :

(43a) Wa(vo) = (IIz * Y g)wws

ce que nous obtenons en posant

62) o 1,00 = lim gn (rr k2o x0)

Cette distribution y,(v) joue ainsi, dans ce cadre
déterministe, exacitement le méme rdle qu’une
distribution spectrale énergétique, ei 1l est
aisé de voir qu’elle posséde la méme propriété
d’étre une distribution positive. De plus, les proprié-
tés d’orthogonalité que nous avons rencontrées a la
sorlic de deux filtres disjoints, voir (48), montrent
que, dans ce cas encore, la puissance moyenne est
localisable sur laze des fréquences. Remarquons
enfin que la quantité Wy(vg), qui représente la
fraction de puissance moyenne du signal certain
|X > affectée A la bande de fréquences [vq — B,
vo + B], existe toujours quel que soit |X > € §,
méme si la puissance moyenne globale de |X >
n’a pas de sens.

d) 11 est aisé d’introduire une quantité jouant un
réle similaire & celul d’une distribution spectrale
d’interaction relativement 2 deux signaux déter-
ministes [X; > et [X, >. On a évoqué au para-
graphe III.1 le fait que ’énergie d’interaction est
liée au produit scalaire et I’on prendra pour puissance
moyenne d'interaction la quantité
WH(vg) = 2Re lim %I—‘ < Y PpY,> =

T->00

2Re 1}220 2—17,< Mr Y, Y, >,
relative aux transformées |Y; > et |Y, > des
signaux dans deux filtres. En utilisant alors les
propriétés des filtres passe-bande idéaux, un raison-
nement similaire au précédent nous conduit & une
formulation identique & celle ayant trait aux pro-
cessus aléatoires, & savoir

(430) WE(v,) = 2Re(Tlx * y)ow),
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pour la puissance moyenne d’interaction W3ik(v,)
affectée & la bande [vy — B, v, + B], grandeur
localisable sur axe des fréquences. Pour cela on
prend comme distribution spectrale d’interac-
tion la quantité

.1 /
(63) & Y0 = lim 7 (mr k S %, (),

qui posséde bicn la propriété v = v

IX.2. Fonection de corrélation.

Par analogie avec le théoréme de Wiener-Khint-
chine et son prolongement aux processus-distribu-
tions (cf paragraphe VII.2¢), nous sommes conduits
tout naturellement A rechercher la transformée de
Fourier de la distribution spectrale yg(v), telle
qu’elle est exprimée par (52). Ce qui donme, en
utilisant le théoréme de Plancherel et le fait que
T § P

1
(54) Pyv2sd= lim 5T (HT X# * X =
T—>00 1

Jim g7 (Ir X * X#),
relation dans laquelle, rappelons-le,
Xt(t)=X*(—t) = < X|—t>,

est le signal-temps adjoint de X(t). Exprimée dans
I’écriture (en général impropre) d’une intégrale,
cette expression devient celle de N. Wiener [6] :

L X)X o — 1) de
ﬁ,/—’l‘ (t— ) de.

«) Du fait que sa transformée de Fourier est une
distribution positive, I'y(t) est définie positive et
posséde les mémes propriétés qu'une covariance.
Par convention, nous nommerons la distribution
Iy(x) décrite par (54) fonction de corrélation
(généralisée) du signal certain |X > : il semblerait
préférable de réserver cette dénomination aux
signaux déterministes, la notion analogue de cova-
riance appartenant aux signaux aléatoires station-
naires. '

Remarquons bien que la maniére dont la fonction
de corrélation a été introduite ici découle logique-
ment de considérations énergétiques et évite ainsi
tout a priori.

b) Lorsqu’il s’agit de tradwire I'interaction de
deux signaux déterministes |X; > et |X, > la
transformation inverse de Fourier de la distribution
spectrale (53) conduit & la fonction d’intercorré-
lation (généralisée)

65)  Txr(d)= lim o (Mr X, % Xfi.

(bha) T'z (1) = lim

T—r00

1X.3. Opérateur de corrélation.

a) Opérateur de projection.

Reprenons la définition de Vopéraieur de projec-
tion ou projecteur :

Tt
3a) Pr = f+ t>dt<<t] = lim Pr=1,
-T T—c0
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Il en résulie immédiatement, compte tenu de la
relation (4), P'élément de matrice-t

(56) < Pt > = Mg (1) S(t—¢'),

qui montre que le projecteur est diagonal en repré-
sentation-temps, ayant pour valeur propre la projec-
trice II4(t) ; par suite P, = P} est hermitique et
I'on a P% = P, pour tout entier n positif. On déduit
de (56) la représentation-¢ de I'action de Py sur un
signal |X > ce qui donne

(57) < tP7]X > = Mg (1) X(),
[= X(t) si te[— T, + T]; = 0 i nonl.
De son c618, 'élément de matrice-v se déduit de

la définition (3a), en tenant compte de la propriété
(14), soit

(58) < VPV > = wp (v— ),

ot wp(v) est décrit par (51). Il en résulte la repré-
sentation-v de Pp|X >, transformée de Fourier
de (57),

(59) <VIPr|X > = (rr * 2)w).

b) Opérateur de corrélation.

11 résulte de (59) que la distribution spectrale
d’interaction (53) de deux signaux certains |X;>
et |X, > peut étre considérée comme I'élément
diagonal de la matrice de représentation-v,

(60) e YE V) = < QX >,

d’un certain opéraleur Q% que nous nommerons
opérateur de corrélation et qui est décrit par :

. 1
{61) o Qﬁz = T1—1->n<1>o Z—T PT]X1 > <L X2|PT.
Nous avons en effet :

, 1
< VIQZEy > = lim a7 (77 % Ty} (700 K 2wy =
T—>0c0 <

1

Iim T %1 (v) (er % 24) ),

P00
si nous tenons compte de ce que Hm 7y (v) = 8(v).
T—00

L’élément de matrice en représentation-t de cet
opérateur de corrélation s’exprime alors, compte
tenu de (57), par

<IQHY> = lim - TLr () X, () ® X3 (1),
T—>c0 2T
si on tient compte de ce que lim II (t) = 1, Vt.
T

—>00
Par suite, la «fonction d’intercorrélation » (55)
apparait comme étant la trace

(62) e I'is (1) = Tr Q% T,

de lopérateur composé Q£ T: dont I'élément

diagonal de matrice est, suivant (10a)

<UQET > — lim 2‘“1T Tz () X, (1) @ X3 (t— 7).

T—>00
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On obtient par le méme raisonnement des formu-
lations similaires pour la fonction d’autocorrélation
et la distribution specirale énergétique d’un signal
déterministe unique.

c) Formule des interférences.

Si |Y, >et |Y, > sont les transformées dans
deux filtres linéaires stables Fy et F, de deux signaux
certains |X, > et |X, > d’opérateur de corréla-
tion QF, nous avons

63) 1Y,>=F|X;> et < Yy =< X,|F,.

Or, du fait que lim P, = 1 en vertu de la rela-

. T—00 .
tion de fermeture (3), nous avons la relation de

commutation lim [F, P;] = 0. Il en résulte que
., T—>co L
Popérateur de corrélation destransforméess’exprime,

étant donné la définition (61) et Décriture (63),
sous la forme :

QF = lim — PrF|X,> < X,[F; Py —
T—>c0 2T

lim -«1—
T>00 2T

> Qi =F Q% F,

Fl PT|X1 > < X2[ Py F'z,

(64) o

ce qui, en comparant avec (36), est l'expression
exacte de la formule des interférences pro-
longée dans le domaine déterministe. L’intérét
fondamental de ce résultat est qu’il permet de faire
entrer dans un cadre unique la doctrine du traite-
ment linéaire des signaux, que ceux-ci solent déter-
ministes ou aléatoires stationnaires. Ainsi, on
déduit de (64), pour la distribution spectrale
d’interaction, compte tenu de (21) et de (60):

Y1z (v) = hy () b} (v) ¥35 (¥),

et pour la fonction d’intercorrélation, par transfor-

mation de Fourier :
(65b) TF (v) = (Hy % HE % Di)a,

résultats entiérement identiques i leurs correspon-
dants (41a) et (41b) relatifs aux processus aléatoires
stationnaires. Bien entendu, ces formules recouvrent

tous les cas représentés par la figure 1 du paragra-
phe VIIIL.

(65a)

X. FORMALISME UNITAIRE :
FONCTION DE CORRELATION
ET COVARIANCE REDUITES.

Les calculs du paragraphe IX précédent ont été
conduits & partir de la notion de puissance moyenne
et tombent en défaut lorsqu’on traite des signaux
normalisables qui possédent une énergie finie et
par suite une puissance moyenne nulle : ¢’est le cas
de tous les éléments de Pespace-signal de Hilbert §;, < &
représentés par des fonctions de L2 et en particulier
des signaux fondamentaux de & < &,.
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Il convient donc de reprendre toute I’étude du
paragraphe I X en considérant la répartition spectrale
de I'énergie < X|X > des signaux de §,, donc en
supprimant l'intervention du projecteur P,; ce
qui conduit i :

— un opérateur de corrélation

Q=|X><X|
— une distribution spectrale
YO) = < VI > = x{(v) x*(v),
— une fonction de corrélation
T(t) = (X % X#)x).

[l est cependant possible d’éviter que cette dualité
énergie/puissance apporte un dédoublement aussi
dommageable dans nos définitions. Nous y parvien-
drons en nous tournant vers des grandeurs sans
dimension, donc en considérant des fonctions de
corrélation ou des covariances réduites. Cette étude
sera conduite dans un but pratique en nous limitant
a une classe réduite de signaux, ceux qui sont repré-
sentés par des fonctions : fonctions localement
sommables & croissance lente pour le cas déter-
ministe {ce qui inclut les fonctions de W,, L2 ou §),
fonciions de second ordre pour le cas aléatoire.

a) Ainsi, nous pouvons, d’aprés (54), introduire
une fonction de corrélation réduite au moyen de

1 = o xr

: b Ly
L ilr A % ‘X.Tf)(r,

lim o
T—c0 2T

(HT X % X#)(o)

Dans cette expression 1/2T va disparaitre du
numérateur et du dénominateur, ce qui donne

Y (HT X % X#)(T)
(67a) C(7) zlinoo (T—*———-———HTX ” X#)(n)’

(remarquons que le dénominateur a un sens pour les
fonctions de croissance lente) ou encore, exprimé
dans une écriture intégrale, valable ici,

+T
f X(6) X* (t— ) e
-7

/+T X (82 dt
-7

L’usage de (67) supprime alors toute difficulté
de formulation pour la grandeur de sortie d’un
corrélateur.

b) La distribution G(t) posséde une transformée
de Fourier c¢(v) qui est proportionnelle & la distri-
bution spectrale énergétique y(v) décrite en (53) :

(67b)

Clt) = lim
T—>00

x(V) (e 2 % z*)y)

(68) ebv) = lim Y % XPy,

T—>o0

=< c,1>=1

C’est une grandeur normalisée qu’on pourrait
appeler simplement distribution spectrale puisque,
étant sans dimension, elle correspond suivant les
cas & la répartition d’une énergie ou d’une puissance
moyenne.
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Dans le cas olt <<v|X > = x(v) est unc fonction
de L2, la distribution spectrale.c(v) devient

1“./ 2
) = Mlﬁ ;

(69)

(on a utilisé le fait que lim mw(v) = 3(v),
T—o0

et la distribution spectrale de 'énergie
< X|X > = || X||?

est donnée par |x(v)|? : ce qui rejoint les considéra-
tions développées dans un article antérieur [12].

c) Si le signal |X > est aléatoire stationnaire
de second ordre, le théoréme ergodique montre que,
sur une réalisalion particuliére (qui est une fonction
de W,), la fonction de corrélation

1

(HT X * ‘Y#>(T)’

lim s
T—>c0 27

vient se confondre avec la covariance
E i X(g) X*t— 1) }

Le fait que la puissance moyenne soil bornée
rend possible la considération d’une covariance
réduile, que nous écrirons :

I'(x) EiX()X*e—mn}

O =rto = T ExP

Cette grandcur statistique vient alors se confondre
avec la fonction de corrélation réduite d’une réali-
sation particuliere, grandeur de nature déterministe.

d) 11 reste enfin & vérifier 'homogénéité des
notions de [onclion de corrélation réduite ot de
covariance réduite, lorsque <<t|X > = X(f) est
une fonection de L2, de méme alors la représenta-
tion-v < v|X > = x(v). Nous pouvons pour ce faire
considérer X{f) comme laréalisation particuliére d’une
fonction aléatoire stationnaire au moyen de I'artifice
suivant : nous construisons la fonction stationnaire

(71) L)y = 2 X{t— 1),

4

(70)

fonction de couverture associée 4 la suite des ins-
tants t; d’'un processus de Poisson stationnaire de
densité p. Il est toujours possible de faire en sorte
que la réalisation particuliére observée soit telle
que l'un des points, disons #;, coincide avec la date
choisie arbitrairement pour origine. Le théoréme
de Carson donne alors la distribution spectrale
énergétique (au sens siatistique) :

v(t) = plx(v)i?,

et la puissance moyenne vaut

of'CD
h

D’ou résulte par division la distribution spectrale
normeée

[x(v)|% dv = plXj2.

oy XOIP
(72) e(v) = e
Si p—=0, le point t,_, est repoussé vers — ©o©

et ¢, vers 4~ co. Par suite la réalisation observée
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s’identifie, d’aprés (71), avec la fonction détermi-
niste X(t). Or, la grandeur statistique c(v) ne dépend
pas de p et conserve la valeur (72) lors du passage
a4 la limite : ¢’est exactement la valeur donnée par
la définition déterministe (69).

Il est bien évident que, par transformation de
Fourier, nous verrions venir se confondre covariance
réduite et fonction de corrélation réduile pour ce
signal normalisable. Le fait remarquable est que
cette identificalion se produise en dehors de toute
intervention de propriétés ergodiques.
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