Théorie des matrices aléatoires robustes
et applications a la détection radar

Frédéric Pascal!, Abla Kammoun?

1. Laboratoire des Signaux et Systemes (L2S, UMR CNRS 8506)
CentraleSupélec-CNRS-Université Paris-Sud, 91192 Gif-sur-Yvette, France

frederic.pascal @ centralesupelec.fr

2. Computer, Electrical, and Mathematical Sciences and Engineering (CEMSE)
Division, KAUST, Thuwal, Makkah Province, Saudi Arabia

abla.kammoun@kaust.edu.sa

RESUME. Cet article présente de récents résultats issus de la combinaison entre la théorie des
matrices aléatoires et la théorie de I’estimation robuste appliquées a des problémes de détec-
tion en radar. Plus précisément, afin de pallier les problémes de grande dimension des données,
nous nous intéressons a une version régularisée de [’estimateur de matrice de covariance de
Tyler (Tyler, 1987 ; Pascal, Chitour et al., 2008). Nous montrons ainsi grdce a l’analyse statis-
tique de ce dernier, i.e. I’étude de son comportement au premier et second ordre en régime de
grande dimension (N/n — ¢ € (0,1] quand N,n — o0), qu’un détecteur optimal (au sens
de la maximisation des performances de détection et/ou de régulation de fausses alarmes) peut
étre construit. Enfin, des simulations Monte-Carlo montrent la pertinence de cette approche
avec la comparaison aux méthodes traditionnellement utilisées.

ABSTRACT. This article presents recent results obtained from both Random Matrix Theory and
Robust Estimation Theory, and applied to radar detection problems. More precisely, to answer
the problem of high dimensional data, we focus on a regularized version of the Tyler’s cova-
riance matrix estimator (Tyler, 1987 ; Pascal, Chitour et al., 2008). Thus, it is shown thanks to
the statistical analysis of this estimator, i.e. first and second-order behavior in high dimensional
regime (N/n — ¢ € (0,1] when N,n — o0), that an optimal design of a robust detector,
namely the adaptive normalized matched filter (ANMF) can be derived. The optimality consi-
dered in this paper refers to the maximisation (resp. minimization) of the detection probability
(resp. probability of false alarm). Finally, Monte-Carlo simulations are conducted to highlight
the improvement brought by the proposed approach compared to classical techniques of the
literature.
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Extended Abstract

This article presents recent results obtained from both Random Matrix Theory and
Robust Estimation Theory, applied to radar detection problems. More precisely, for
detection applications, one needs the knowledge of the noise (or clutter) covariance
matrix that is unknown in practice. To fill this gap, an estimator is used and plugged
in place of the true covariance matrix in the detectors. In this work, to address the
problem of high dimensional data, we focus on a regularized version of the Tyler’s co-
variance matrix estimator (Tyler, 1987 ; Pascal, Chitour et al., 2008) that is analyzed
under the asymptotic regime when both the number of observations n and the dimen-
sion of each observation N tends to infinity at the same rate (N/n — ¢ € (0,1]).
The Tyler’s estimator has been designed for problems where outliers, mis-modelling
or missing data are present since it presents good robustness properties.

In this context, it is shown thanks to the statistical analysis of this estimator, i.e.
first and second-order behavior in high dimensional regime, that an optimal design
of a robust detector, namely the adaptive normalized matched filter (ANMF) can be
derived. To that end, in the high dimensional regime, we prove that the regularized
Tyler estimator (RTE) behaves asymptotically as a corrected version of the sample
covariance matrix (RSCM). The latter can then be theoretically analyzed and it is
shown that its statistical properties, particularly, its eigenvalues distribution, can be
transferred to the RTE. It is worth pointed out that the RTE depends on a regularized
parameter p that allows to tackle the high dimensionality of the problem. Since we
prove some uniformity on p for the convergence between the RTE and the RSCM, we
can deal with optimality problems on the RTE. In this paper, the optimality refers to
the maximization (resp. minimization) of the detection probability (resp. probability
of false alarm). Thus, we first prove the two following results:

— Probability of false alarm: when N, n — oo with cy — ¢ € (0, 00), one has
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where TRTE p) is the detector built with the RTE and 02, rrr(p) is a function depen-
ding on the covariance matrix and the regularization parameter p.

— Probability of detection: when N, n — oo with ¢y — ¢ € (0, 00), one has
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where )1 (.) is the Marcum Q-fonction and ggrrr(p) is a function depending on the
covariance matrix and the regularization parameter p.

Then, we propose consistent estimators for both 0%, pr(p) and grre(p), and we
optimize the problem over p. Finally, Monte-Carlo simulations are conducted to high-
light the improvement brought by the proposed approach compared to classical tech-
niques of the literature.
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1. Introduction

L’estimation de matrices de covariance ou plus généralement de matrices de dis-
persion est un probleme d’importance fondamentale pour de nombreuses applications
en traitement du signal et en traitement radar. On peut citer par exemple les pro-
blemes de détection adaptative, les problemes d’estimation de directions d’arrivées ou
encore certains problemes de classification. Dans les applications radar spécifiques,
on peut citer les traitements spatio-temporels adaptatifs (Space-Time Adaptive Pro-
cessing, STAP) qui sont évoqués pour certaines configurations particulieres des sys-
temes radar (Ward, 1994 ; Klemm, 2002 ; Bidon et al., 2011). Ainsi, en détection radar
(STAP ou classique), il est essentiel de construire un estimateur suffisamment précis
de la matrice de covariance afin d’obtenir de bonnes performances en détection (voir
par exemple (Olilla ez al., 2012 ; Mahot et al., 2013) et les références associées). Les
applications évoquées font souvent intervenir des observations de grande dimension
et en pratique, il n’est pas toujours possible d’obtenir un nombre suffisant d’échan-
tillons pour estimer la matrice de covariance. En effet, les données d’observations
doivent étre indépendantes et identiquement distribuées et ces hypotheses restreignent
généralement la taille du support de 1’échantillon d’apprentissage. Pour palier ce pro-
bleme, i.e. lorsque la dimension des observations est supérieure au nombre d’observa-
tions, des méthodes de régularisation pour 1’estimation de matrice de covariance ont
été proposées (Abramovich, 1981). Une approche classique parmi ces méthodes de
régularisation est donnée par la matrice de covariance empirique régularisée (Regu-
larized Sample Covariance Matrix, RSCM). Cette procédure d’estimation peut étre
vue comme la continuité de la méthode de diagonal loading, introduite par les travaux
d’ Abramovich et de Carlson (Abramovich, 1981 ; Carlson, 1988).

Selon la nature statistique du fouillis ou bruit additif, deux méthodes de régulari-
sation peuvent étre distinguées : la RSCM et I’estimateur régularisé de (regularized
Tyler estimator, RTE) (Chen et al., 2011 ; Pascal et al., 2014). Ces deux estimateurs
sont directement issus des méthodes de régularisation ou shrinkage de (Ledoit, Wolf,
2004).

Directement 1ié & la matrice de covariance empirique (sample covariance ma-
trix, SCM), le RSCM conserve les principales propriétés de la SCM, notamment les
performances limitées dans le cas d’observations hétérogenes, impulsives et/ou non-
gaussiennes, mais encore dans le cas ou des données aberrantes (ou outliers) sont
présentes dans les observations. Ainsi, afin de travailler dans un cadre général, in-
cluant les précédents scénarios, le fouillis est souvent modélisé par des distributions
complexes elliptiques symétriques (complex elliptical symmetric distributions, CES),
introduit par (Kelker, 1970). Dans ce contexte, la maniere d’estimer la matrice de
covariance ou plus généralement la matrice de dispersion' (scatter matrix) est plus
difficile a mettre en ceuvre. Ces problémes d’estimation ont été abordés dans le cadre

1. Contrairement a la matrice de covariance qui n’est définie que lorsque le moment d’ordre 2 de la distri-
bution existe, la matrice de dispersion est toujours définie et reflete la structure de la distribution.
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de la théorie de I’estimation robuste par des auteurs comme Huber, Hampel et Ma-
ronna (Huber, 1964 ; 1972 ; Maronna, 1976) et étendus plus récemment dans le cas
complexe (Olilla ez al., 2012 ; Mahot et al., 2013 ; Pascal, Chitour et al., 2008). 11 est
important de remarquer que souvent ces techniques d’estimation requierent la réso-
lution d’une équation de point fixe faisant intervenir I’inverse de la matrice estimée.
Une des conséquences est la nécessité d’avoir plus d’observations n que la taille des
observations N pour estimer la matrice. C’est principalement pour cette raison que
les techniques de régularisation ont été introduites afin d’obtenir 1’existence de la ma-
trice estimée dans les cas ou peu d’observations sont disponibles. L’étude du RTE
d’un point de vue algorithmique a été traitée dans différents articles (Chitour, Pascal,
2008 ; Pascal et al., 2014 ; Ollila, Tyler, 2014 ; Sun et al., 2014). Contrairement a la
RSCM, le RTE est par construction un estimateur robuste puisqu’il est issu de 1’es-
timateur de Tyler aussi appelé estimateur du point fixe (Tyler, 1987 ; Pascal, Chitour
et al., 2008). Cet estimateur, le RTE, est donc adapté au cas d’un faible nombre de
données pour I’estimation de la matrice de covariance mais aussi dans les cas de don-
nées aberrantes ou hétérogenes. Ce type d’observations a été mis en évidence dans
de nombreuses analyses expérimentales du fouillis des données radar (Ward, 1981 ;
Watts, 1985 ; Nohara, Haykin, 1991 ; Billingsley, 1993).

Le principal challenge dans 1I’utilisation de ces méthodes régularisées consiste a
trouver une méthode pour optimiser le parametre de régularisation. Evidemment, cette
optimisation dépend du critere a maximiser (ou de maniere équivalente a minimiser).
Ces problemes ont été essentiellement investigués dans (Ledoit, Wolf, 2004 ; Chen et
al., 2010) pour la RSCM et dans (Ollila, Tyler, 2014 ; Chen et al., 2011) pour le RTE.
Bien qu’obtenant des expressions différentes pour le parametre de régularisation, ces
méthodes reposent toutes sur la minimisation d’une distance entre le RTE ou la RSCM
et la vraie matrice de covariance. Ce sont des méthodes oracles, qui ne permettent pas
en pratique d’étre implémentées, puisque la vraie matrice de covariance est incon-
nue. De plus, ce critere d’optimisation n’est pas forcément adapté pour I’ optimisation
d’autres criteres, tels que les performances de détection. Dans cet article, nous nous
intéressons a 1’optimisation, et en conséquence au design optimal, d’un détecteur ro-
buste, 1I’adaptive normalized matched filter (ANMF). Introduit par (Conte et al., 1995)
et analysé dans (Liu et al., 2011 ; Kraut, Scharf, 1999 ; Pascal et al., 2004), cette mé-
thode présente 1’avantage de conserver un taux de fausse alarme constant (propriété
TFAC, ou Constant False Alarm Rate, CFAR) par rapport a la puissance du bruit et
a sa matrice de covariance (Pascal et al., 2006). Ce détecteur est obtenu en rempla-
cant dans le filtre adapté normalisé (normalized matched filter, NMF) la vraie matrice
de covariance par un estimateur, qui est calculé a I’aide de n données secondaires,
supposées indépendantes et identiquement distribuées (IID). Dans cet article, les esti-
mateurs utilisés dans le ANMF sont le RTE et la RSCM. Ainsi, dans un premier temps,
nous considérons le cas classique de bruit additif gaussien et nous étudions les perfor-
mances obtenues avec le RSCM. Ce cas sera appelé le ANMF-RSCM. La principale
contribution de cette partie consiste en 1’analyse du parametre de régularisation afin
d’optimiser les performances de détection ainsi que les performances de régulation
de fausse alarme. Cette analyse doit étre basée sur I’étude statistique de 1’estimateur
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RSCM. Lorsque les dimensions n et IV sont fixées, il semble difficile de résoudre ce
probléme d’optimisation. Dans cet article, nous considérons donc le régime asymp-
totique dans lequel les deux dimensions tendent vers 1’infini dans un méme régime,
ie. N/n — ¢ € (0,1]. Ceci permet en particulier d’utiliser certains outils classiques
provenant de la théorie des grandes matrices aléatoires. Ainsi, le premier objectif de
ces travaux est de trouver le parametre de régularisation optimal qui maximise la pro-
babilité de détection du détecteur résultant pour toute probabilité de fausse alarme.

Dans un second temps, nous considérons que le bruit n’est plus distribué selon
une distribution gaussienne classique mais peut étre distribué selon des distributions
a queue lourde. C’est le contexte des distributions CES. Dans ce cas, il est naturel
de considérer des estimateurs de matrice de covariance robuste, i.e. dans cet article le
RTE puisque le RSCM n’est pas adapté aux distributions impulsives et/ou a la pré-
sence d’outliers. Le détecteur résultant sera appelé le ANMF-RTE. A I’aide de I’étude
du comportement asymptotique du RTE, nous montrons notamment que le compor-
tement asymptotique du ANMF-RTE est équivalent a celui du ANMF-RSCM. Ainsi,
I’utilisation conjointe de la théorie des grandes matrices aléatoires et de la théorie de
I’estimation robuste permet d’étendre les performances obtenues dans le cas gaussien
a des scénarios plus complexes, faisant intervenir des distributions impulsives ou des
points aberrants dans les observations.

Cet article est organisé de la fagon suivante. La premiere partie présente une intro-
duction du probleme considéré. Ensuite, une deuxieme partie contient les principales
contributions théoriques, notamment le design optimal du détecteur ANMF construit
avec les différents estimateurs régularisés de matrice de covariance. Enfin, ces résul-
tats sont illustrés au travers de simulations Monte-Carlo qui comparent la méthode
proposée pour le design optimal du parametre de régularisation avec les méthodes
existantes dans la littérature.

Notations : les vecteurs sont représentés en caracteres gras minuscules et les ma-
trices en lettres capitales grasses. La notation (.)* représente I’opérateur transposé-
conjugué tandis que tr(.) et (.)~! sont respectivement les opérateurs trace et inverse.
La notation |.|| sera utilisée pour la norme euclidienne dans le cas de vecteurs et la
norme spectrale dans le cas de matrices. L représente la convergence presque sure.
La relation X £ Y permet de définir la nouvelle variable X comme étant égale 2 Y.

2. Etat de I’art et problémes étudiés

En détection radar, le principal probleme consiste généralement a détecter, dans
un vecteur d’observation y de dimension N un vecteur o p, d’amplitude complexe
a généralement inconnue et de steering vector p caractérisant les parametres 6 in-
connus de la cible (position, vitesse, réponse polarimétrique, direction, etc.). Ce si-
gnal d’intérét est généralement corrompu par un bruit additif de fouillis x caractérisé
par un vecteur de parametres inconnus (moyenne, variance, covariance, parametres
de forme, etc.). Dans I’exemple du traitement adaptatif spatio-temporel, la dimension
des observations correspond a la concaténation des M impulsions émises par m an-
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tennes, N = M m, et peut étre relativement élevée. Ainsi, le probleme de détection
se formalise généralement par un test d’hypotheses binaires :

{le y=ap+x

Hy: y=x. M

Sous les deux hypotheses Hy et H;, on suppose que n observations indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.) sont disponibles. Ces observations servent a estimer
les parametres inconnus du bruit. Dans le domaine du radar, ces observations sont
appelées les données secondaires.

Plusieurs modeles statistiques ont été proposés pour le fouillis x. Parmi eux, la fa-
mille des distributions complexes elliptiques symétriques (Complex Elliptically Sym-
metric, CES) s’est imposée comme une modélisation naturelle. Ceci peut s’expliquer
par I'interprétation physique de ce modele. En effet, cette classe de distribution peut
étre interprétée comme des distributions gaussiennes de variance unité, multipliées
par une variable aléatoire inconnue. Ainsi, cette variance aléatoire peut correspondre
a la variation temporelle (ou spatiale) des observations. Cela permet d’introduire une
hétérogénéité. De nombreuses distributions multivariées appartiennent a cette familles
de CES. On peut citer par exemple les distributions gaussiennes multivariées, les dis-
tributions gaussiennes généralisées, la K-distribution, les distributions de Student-t
multivariées parmi de nombreuses autres. Une analyse complete de ces modeles peut
étre trouvée dans (Olilla ef al., 2012).

Formellement, un vecteur elliptiquement distribué est donné par :

i
x =TC3w
ou 7 est une variable (scalaire) aléatoire positive appelée la fexture, Cp est la ma-

trice de covariance de x 2 et W est un vecteur aléatoire de dimension N, indépendant
de 7, centré et distribué uniformément sur I’hypersphere de dimension N. w est donc

1
unitairement invariant de norme |W|| = v N. C3Ww est appelé le speckle. Ceci corres-
pond, par opposition a la texture, au fond statistique dans les problemes de traitement
d’image.

La construction d’un test statistique approprié au probleme 1 dépend de la quantité
d’information disponible, notamment les parametres du bruit additif. Ainsi, si le bruit
est gaussien de matrice de covariance a Cp avec Cpy connue et a et alpha inconnus,
alors le test du rapport de vraisemblance généralisé (Generalized Likelihood Ratio,
GLRT) conduit a la statistique de test suivante :

ly*Cy'p|

Ty =
/Y Cilyp Ci'p

2. Il est important de noter que cette matrice de covariance n’existe pas toujours (uniquement dans le cas ou
x possede un moment d’ordre 2 fini. Cependant, cette expression existe toujours, avec C  qui correspond
a la matrice de dispersion (dans le cas d’un moment d’ordre 2 fini, la matrice de covariance est égale a la
matrice de dispersion a un facteur pres.
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Ceci correspond a la racine carrée de la statistique du test du détecteur appelé filtre
adapté normalizé (normalized matched filter, NMF) qui a été trouvé de différentes
fagons par plusieurs auteurs (Picinbono, Vezzosi, 1970 ; Scharf, Lytle, 1971), puis par
(Scharf, Friedlander, 1994 ; Conte et al., 2002 ; Gini, Greco, 2002). Il est intéressant de
remarquer que sous Hy, cette statistique ne dépend pas de la texture, ce qui lui confere
la propriété dite de « taux de fausse alarme constant » (TFAC) par rapport a la texture
(texture Constant False Alarm Rate, texture-CFAR). Ainsi, Ty ne dépend que de la
matrice de covariance Cpy a un facteur prés. Comme évoqué précédemment, cette
statistique existe toujours méme dans le cas d’un moment d’ordre 2 infini puisqu’elle
peut s’écrire comme fonction de la matrice de dispersion uniquement.

En pratique, la matrice de covariance Cy est inconnue et doit étre estimée. L’ ap-
proche consiste a remplacer la matrice de covariance dans le test par un estimateur,
construit a partir des données secondaires supposées i.i.d. x1,--- ,X,. Ceci conduit
a une version dite adaptive du détecteur précédent. Ce détecteur sera appelé ANMF
(adaptive normalized matched filter) dans la suite de cet article. Les principales dif-
ficultés consistent maintenant a trouver les estimateurs de matrice de covariance qui
conduisent a de meilleures performances du test de détection. En pratique, les criteres
d’évaluation des performances considérés sont la probabilité de fausse alarme, la pro-
babilité de détection, la robustesse du détecteur (par rapport a une erreur de modele,
un ou plusieurs points aberrants, des données manquantes...).

Plusieurs estimateurs de C peuvent étre utilisés. Le plus naturel, et un des plus
étudiés dans la littérature est la matrice de covariance empirique (SCM) donnée par :

1 n
Ry =— E XX} .
n-
=1

Cet estimateur est I’estimateur du Maximum de Vraisemblance (Maximum Likelihood
Estimator, MLE) dans le cas d’un bruit additif gaussien, et aussi I’estimateur obtenu
par la méthode des moments. Cependant, en pratique, comme dans le cas du STAP,
la dimension N des observations peut étre grande, i.e. du méme ordre de grandeur
ou plus grande que le nombre n d’observations, ce qui conduit a un estimateur mal
conditionné, voire non-inversible, qui sera moins précis et entrainera des dégradations
dans les performances de détection?. Ainsi, une alternative a été de considérer une
version régularisée de la SCM, notamment la RSCM définie par :

Ry (p) = (1 - p)Ry + ply, 2

ol le parametre p € [0, 1], appelé parametre de régularisation, est utilisé pour donner
plus ou moins d’importance aux échantillons, selon le nombre d’observations. Dans
la suite, I’ ANMF dans lequel le RSCM est utilisé sera appelé le ANMF-RSCM.

3. Traditionnellement, on suppose que 2N observations sont nécessaires afin d’obtenir des performances
raisonnables en termes de détection, i.e. une perte de 3 dB sur le rapport signal-a-bruit (RSB ou Signal-to-
Noise Ratio, SNR) de sortie comparé au filtre optimal (Reed et al., 1974).
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Cependant, bien que cette régularisation soit intéressante dans le cas ou la dimen-
sion est grande, cet estimate reste tres dépendant des performances générées par la
SCM. Ainsi, en termes de robustesse, cet estimateur n’est pas adapté au cas ol les ob-
servations suivent des distributions a queue lourde, ou encore dans le cas ot des points
aberrants sont présents dans les observations. Pour palier ces problemes, des estima-
teurs issus de la théorie de ’estimation robuste, les M -estimateurs on été introduits
dans les années 70 avec les travaux de Huber et Maronna (Huber, 1964 ; 1972 ; Ma-
ronna, 1976), puis plus récemment 1’estimateur de Tyler ou estimateur du point fixe
(Tyler, 1987 ; Pascal, Chitour et al., 2008). L’estimateur de Tyler peut étre vu comme
I’estimateur limite des M -estimateurs en ce sens qu’il est le plus robuste par rapport
aux criteres de robustesse classiques tels que le point de rupture, la fonction d’in-
fluence ou encore le biais asymptotique. Il est de plus indépendant de la distribution
utilisée des lors que cette derniere appartient a la famille des CES. Ces propriétés le
rendent particulierement intéressant. De plus, tous ces estimateurs ont été récemment
analysés dans le régime des grandes dimensions (Couillet, Pascal, Silverstein, 2014a ;
2014b ; Zhang et al., 2014). Dans ces travaux, afin de répondre au probleme de grande
dimension et simultanément de robustesse, nous nous sommes intéressés a 1’estima-
teur défini dans (Pascal et al., 2014) comme 1’unique solution C ~(p) de I’équation de
point fixe suivante :

A 1 & X;X]
Cn(p) = (1_P)EZW+P1N~ 3)
i=1 NXi i

avec p € (max (0,1 — %),1].

Cet estimateur sera appelé 1’estimateur de Tyler régularisé (Regularized-Tyler Es-
timator, RTE). Comme indiqué précédemment, cet estimateur possede de tres bonnes
propriétés en termes de robustesse, mais il présente d’autres aspects tres intéressants.
Tout d’abord, il est adapté aux situations ot ¢y = % est grand tandis que les esti-
mateurs robustes classiques de matrice de covariance sont mal conditionnés ou bien
pas du tout définis si N > n. De plus, le parametre de régularisation p offre un de-
gré de liberté supplémentaire : cet estimateur varie de 1’estimateur sans biais de Tyler
lorsque p = 0 (Pascal, Forster et al., 2008) jusqu’a la matrice identité lorsque p = 1.
Le détecteur résultant sera appelé le ANMF-RTE.

Une fois ce détecteur adaptatif construit, i.e. lorsque la vraie matrice de covariance
a été remplacée par un estimateur le principal probleme est de caractériser les perfor-
mances de ce détecteur, dans ce cas I’ANMF-RTE. La robustesse de ce détecteur est
évidemment assurée par construction du détecteur et de I’estimateur de matrice de
covariance. En ce qui concerne les performances en détection, elles reposent sur la
distribution de la statistique de test. A distance finie, i.e. lorsque N et n sont fixés,
ceci parait impossible puisque aucune expression analytique du RTE n’est disponible.
Ce comportement statistique est en effet indispensable pour régler I’erreur de premiere
espece ou probabilité de fausse alarme. Ainsi, un premier probléme consiste a analy-
ser le détecteur en fonction de p afin de trouver la valeur de p qui maximiserait les
performances du ANMF-RTE. De récents travaux se sont focalisés sur I’optimisation
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de différents critéres par rapport a p, comme 1’erreur quadratique moyenne (Mean
Square Error, MSE) dans (Ollila, Tyler, 2014 ; Y. I. Abramovich, Besson, 2013). Bien
que les résultats soient attractifs dans la facon de calculer le p optimal, il semble que
cette approche ne peut étre optimale, vu que 1’application étudiée n’est pas prise en
compte. Ainsi, dans cet article, on s’intéresse aux valeurs de p qui, soit minimisent
la probabilité de fausse alarme, soit maximisent la probabilité de détection (pour une
probabilité de fausse alarme fixée). Ce deuxieme cas semble étre le plus pertinent pour
un probleme de détection.

Afin d’obtenir ces résultats, il est nécessaire de caractériser la distribution de
TRSCM () et de TETE(p) donnés par :

1 —1
T\II\K}SCM (p) _ ‘y RN (p)p’ (4)
VY Ry (0)yy/p Ry (0)p
N “Cyl(p)p
TN™(p) = ‘y v 7 ’ )

VY G 0y /P Cy ()b

sous les hypotheses Hy et H;. L’intérét de considérer ces deux statistiques de test est
de pouvoir traiter les cas classiques (e.g. observations gaussiennes homogenes) mais
aussi les cas non-standards (données hétérogenes, impulsives, données manquantes,
données aberrantes...).

Pour traiter ce probleme, nous considérons dans cet article le cas asymptotique
dans lequel N et n tendent vers I’infini a la méme vitesse, i.e. avec % — c € (0,00).
Ceci a permis d’obtenir les résultats dans le cas de la minimisation de la probabilité
de fausse alarme (Couillet, Kammoun, Pascal, 2014). La partie suivante présente les
résultats dans le cas gaussien.

3. Design optimal du ANMF-RSCM dans le cas d’un bruit gaussien

Dans cette partie, les données secondaires X1, - - - , X,, sont supposées i.i.d. gaus-
siennes centrées et de matrice de covariance Cy;.

Pour p € (0, 1], la RSCM est définie par I’équation (2) et la statistique de test cor-
respondante sera notée T2SM  Afin d’optimiser les performances de ce détecteur,
par rapport au parametre p, il est indispensable de caractériser, asymptotiquement, les
probabilités de fausse alarme et de détection, sous les hypotheses cy = % — ¢
lorsque N et n tendent vers 1’infini. Plus précisément, il s’agit d’évaluer les proba-
bilités P fESCM > I‘|H0} et P {T}\}SCM >T\H 1] pour un certain seuil de détec-

tion I' > 0, selon I’hypothese, i.e. Hy ou H;, ou de maniere équivalente y = x or
Yy =ap + X.
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Avant de calculer les performances asymptotiques, il est intéressant de remar-
quer que I’analyse en régime de grande dimension entraine des résultats différents
de I’approche classique de statistique inférentielle. En effet, selon les ordres de gran-
deur de « et I, par rapport a NV, des résultats tr1V1aux peuvent &tre obtenus C est le
cas par exemple sous Hy, puisque les quantités \Fy Ry (p) IIgH’ Xy R Yp)y et

*R N ( = Mol Sont des objets classiques dans la théorie des matrices aléatoires qui
convergent vers leur espérance lorsque IV et n tendent vers I’infini a la meme vitesse
(Wagner et al., 2012). Ainsi, comme ﬁy*f{]}l (p)p 255 0, TRSCM 22 0 pour tout
I' > 0, cela entraine que dans le régime asymptotique en grande dimension, la proba-
bilité de fausse alarme tend vers zéro pour toute valeur du seuil de détection I'. Ainsi,
le seuil de détection doit étre normalisé de la facon suivante : I' = N —ay pour une
valeur de r fixée. Cette renormalisation peut s’expliquer par la vitesse de convergence
qui dans le cas classique (IV fixe et n — o0) est en n'/2 tandis que dans le régime
considéré (N — oo et n — oo a la méme vitesse), elle est en n. Cette hypothese a
aussi été utilisée dans (Couillet, Kammoun, Pascal, 2014). De facon similaire, sous
I’hypothese Hy, la présence d’un signal d’intérét entraine la convergence presque siire
de TRSCM vers une constante positive si « est fixe (i.e. il ne varie pas avec V). En
effet, lorsque I' = N~ 27, P [fP‘SCM > F|H1} — 1, ce qui conduit comme précé-
demment a un cas trivial : le signal d’intérét est toujours détecté (asymptothuement)
quelle que soit son amplitude. Pour éviter ce probleme, définissons o« = N~ ig pour
a > 0 et fixé avec ||p|| = N. En pratique, ceci signifie que 1’exploitation de la dimen-
sion des observations, lorsqu’elle est suffisamment grande puisque la justification est

asymptotique, permet d’obtenir de (bons) résultats méme avec de tres faibles valeurs
du RSB.

Afin d’obtenir les propriétés asymptotiques de ces probabilités, plusieurs hypo-
theéses sont nécessaires :

1
SUPPOSITION 1. — Pour i € {1,--- ,n}, x;, = C3w; avec
- Wi, , W, sont des vecteurs aléatoires indépendants centrés de taille N et de
matrice de covariance I,
- Cy € CV* N est tel quelimsup |[C || < coet 1 trCy =1,
— liminfy Np *Cyp > 0.
O

Il est intéressant de noter que ﬁ trCny = 1 n’est pas une contrainte restric-
tive puisque les statistiques étudiées dans cet article sont invariante a un changement
d’échelle sur C . De plus, le dernier point des hypotheses 1 est nécessaire pour assu-
rer les fluctuations des statistiques sous Hy et Hj.
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Pour z € C\R,, soit my (z) I'unique solution complexe de :

my(z) = (=z+cn(1—p)
x% trCy (Iy + (1 — p)mN(z)CN)_l) )

qui satisfasse 3(z)S(mpy(z)) > 0 ou alors 'unique solution positive si z < 0.

Lexistence et I’unicité sont directement obtenues a partir des résultats de (Silverstein,

Bai, 1995). Cette quantité est déterministe et peut étre calculée simplement pour

chaque z a I’aide de 1’algorithme de point fixe. Ceci permet notamment de caracté-

riser le comportement asymptotique de la mesure spectrale empirique de la matrice
1 n

(1—p)L > | x;x}. Définissons aussi pour £ > 0, RE“M I'intervalle suivant :

REM £ [, 1]

Apres ces définitions préliminaires, nous pouvons obtenir le comportement asymp-
totique des probabilités de fausse alarme et de détection.

THEOREME 2 (Probabilité de fausse alarme). — Lorsque N,n — oo avec cy — ¢ €
(0, 00),

2

P’\RSCM > r H, —e 2Nscm® -0
PES”IIQJE%M N ) W' o)
ou
’ 2p*Qn(p)P tr CnQu(p)
1

1= pma(—p)2 % 0 CZQ% ()

et Qn(p) £ (In + (1= p)ymn(—p)Cn) ™.
Quelques remarques sur ce théoreme sont essentielles:

REMARQUE 3. —

— Dans le régime de grande dimension, ZA“J{}SCM(,O) suit asymptotiquement une
distribution de Rayleigh. C’est un résultat trés simple.

— Luniformité en p obtenue dans le théoreme 2 est essentielle pour la suite, no-
tamment pour obtenir le p optimal qui minimise la probabilité de fausse alarme.

— Cette uniformité dans la convergence implique évidemment la convergence pour
toutes les valeurs de p > 0 mais il permet aussi de gérer la convergence de la probabi-
lité de fausse alarme lorsque les valeurs du parametre de régularisation sont aléatoires.
Ceci est intéressant puisque le détecteur est réglé a partir d’observations aléatoires qui
permettent d’estimer les parametres.
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— Notons aussi que I’ensemble [0, k) pour £ > 0 aussi petit que 1’on souhaite est
retiré de la région de convergence uniforme pour des raisons techniques apparaissant
dans les preuves.

|

Le théoreme 2 fournit une expression analytique de la relation entre la probabilité
de fausse alarme, généralement fixée par 1’utilisateur selon les applications considé-
rées, et le seuil de détection. Cette relation est évidemment fonction du parametre de
régularisation. Ainsi, I’optimisation, i.e. la minimisation de la probabilité de fausse
alarme peut étre effectuée grace a ce parametre. Notons qu’il existe une infinité de
valeurs du seuil de détection pour une probabilité de fausse alarme donnée, ceci grace
au parametre de régularisation qui joue le role d’un degré de liberté supplémentaire.

Cependant, dans le théoréme 2, cette expression analytique dépend de la matrice
de covariance qui est inconnue en pratique. Il est donc essentiel d’avoir un estimateur
consistant de cette quantité. C’est I’objet de la proposition suivante:

PROPOSITION 4. — Pour p € (0, 1), soit

. 1_ PRy (pp
2 1 p*Ry'p
on.sem(p) = 2 (1 ent o R-L 2 uR-
cN + = tr ~ (P) N ~ (p)
et 6% sen(1) = limpp1 6% gonr(p) = ITTN:. Alors, pour tout k > 0, on a le
résultat suivant
N p-S.
sup }U?V,SCM(P) - GIQV,SCM(/))| — 0.

PERSOM

La preuve de la Proposition 4 est similaire a celle de la Proposition 1 dans (Couillet,
Kammoun, Pascal, 2014).

Maintenant que I’erreur de premiere espece est contrdlée, nous pouvons nous in-
téresser au comportement de la probabilité de détection en fonction du parametre de
régularisation, afin d’optimiser les performances de détection. Il est important de no-
ter que c’est I’ utilisation conjointe des performances calculées sous H et sous H; qui
permettent le design optimal du détecteur. Autrement dit, nous allons dériver 1’équi-

T

VN

valent asymptotique de P {fJI\D}SCM(p) > |H 1}, sous I’hypothése H1, i.e. lorsque

le signal recu est de la forme::

a

+ x
VNP

ol x suit la méme distribution que les x; dans I’hypothese 1.

Hy: y

Le théoreme suivant donne le comportement sous H7:
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THEOREME 5 (Probabilité de détection). — Lorsque N,n — oo avec cy — ¢, ona
pour tout K > 0

su
pERﬁpCM vN
r p.s.
—Q1 (QSCM(p), > =30.
UN,SCM(P)

o Q1 est la Marcum Q-fonction 4 on on,scMm est donné dans le théoréme 2 et on
g(p) est donné par:

V1= el = p)2m(=p)2 % tr CX Q% (1)

gscm(p) =
p*CnQ% ()P
<\ Zalp*Qu(p)p
—a .
N P Qn(p)P
PREUVE 6. — La preuve est donnée dans (Kammoun et al., 2015b). |
Les théorémes 2 et 5 montrent que TRSM () se comporte différemment selon les

hypotheses Hy et Hy, i.e. si un signal d’intérét est présent ou non. En particulier, sous
Hy, TRSCM(p) suit une loi de Rayleigh de paramétre oy som(p) tandis que sous Hj,
cette statistique suit une loi de Rice de parametres gscm et on som(p)-

Ces comportements asymptotiques sont assez intéressants puisque les distributions
obtenues sont simples et bien connues, ce qui n’est pas le cas dans le régime de conver-
gence classique, i.e. lorsque NV est fixe et que seul n — oo. Ainsi, dans des cas plus
simples, i.e. pour des expressions de détecteurs et/ou d’estimateurs plus simples, les
distributions obtenues peuvent étre trés compliquées, voire sans expression analytique
(voir par exemple (Pascal, Ovarlez, 2015 ; Kraut et al., 2001).

Le probléme maintenant consiste en I’optimisation par rapport au parametre de
régularisation p, qui est naturellement lié au seuil de détection r. Selon la théorie
de la détection radar, 1’objectif est de régler les parametres p et r afin d’assurer une
probabilité de fausse alarme asymptotique fixée, égale a n) afin ensuite de maximiser la
probabilité de détection. D’apres le théoréme 2, pour obtenir une probabilité de fausse
alarme égale a 7, les parametres p et r doivent vérifier :

! =+/—2logn.

UN,SCM(P)

Il est important de noter que, grace a ce degré de liberté supplémentaire qu’est le pa-
rametre de régularisation, il existe une infinité de seuil de détection r qui permettent

4. Q1(a,b) = fb+°° T exp (7 12;“2) Io(ax)dx avec Ip la fonction modifiée de Bessel de premiere

espece a I’ordre 0.
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d’obtenir une probabilité de fausse alarme donnée. Ainsi, il est possible grace au théo-
reme 5, de maximiser la probabilité de détection asymptotique en trouvant parmi les
différentes valeurs de p, I’argument maximum qui vérifie

1 <gSCM(p) r) :

’ JN,SCM(P)

Le deuxiéme argument de () doit étre fixe afin d’assurer la probabilité de fausse
alarme désirée. Ensuite, puisque la Marcum Q-fonction est croissante par rapport au
premier argument, 1’optimisation de la probabilité de détection se traduit de la fagon
suivante :

p € argmax { fscm(p)}
ou 1

fsem(p) £ T‘LQ!ﬁCM (p)

Cependant, comme dans le cas de 012\,7SCM(p), I’optimisation de fscm(p) n’est pas
possible en pratique puisque 1’expression de fscas(p) dépend de paramétres incon-
nus, notamment la matrice de covariance C N- Il est donc indispensable d’avoir un
estimateur consistant de fscm(p), basé sur Ry. C’est I'objet de la proposition sui-
vante :

PROPOSITION 7. — Pour p € (0,1), soit fscnm(p) tel que

(p*fifvl(p)p)2 (1-p) (1 —c+ ﬁ,otrfifvl(p))2

PRy (p)p — pp* Ry ()P

fsom(p) =

et soit fSCM(l) £ lim 4y fSCM(p) = p*g o Alors, on a la propriété suivante
N

sup
pERSCM

fsem(p) — fSCM(/))‘ 2200,

PREUVE 8. — La preuve est donnée dans (Kammoun et al., 2015b). |

Maintenant, comme les résultats de la proposition 7 et du théoréme 5 sont uni-
formes sur p, nous avons le corollaire suivant :

COROLLAIRE 9. — Soit fscn (p) défini dans la proposition 7. Soit {5 n’importe
quelle valeur satisfaisant

Py € argmax {fSCM(p)} .
pERSCM

Alors, pour chaque r > 0,
P (\/NTN(;S}‘V) > r\Hl)

— max {IP’ (\/NTN(/)) > T|H1>} 2% 0.
PER
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PREUVE 10. — La preuve est similaire a celle dans (Couillet, Kammoun, Pascal,
2014). [ |

Le corollaire 9 permet maintenant de proposer une facon de construire le détec-
teur optimal (au sens de la maximisation de sa probabilité de détection), de la fagon
suivante :

— Tout d’abord, choisissons une des valeurs du parametre de régularisation qui
maximise fscm(p) :

pn € argmax {f SCM(p)} (©6)
PER

— Ensuite, pour assurer une probabilité de fausse alarme asymptotique fixée et
égale a 7, prenons le seuil de détection 7, tel que :

7 =onsom(PN)V —2logn @)

Cette procédure permet de construire le détecteur optimal avec la RSCM. Notons
que cette procédure peut étre appliqué au cas plus simple de minimisation de la proba-
bilité de fausse alarme. Ces développements, adaptés a un bruit gaussien, ne sont plus
valables lorsque le bruit est non-gaussien, hétérogéne, impulsif ou encore dans le cas
ou des données aberrantes sont présentes dans les données d’apprentissage. Ceci fait
I’objet de la section suivante.

4. Design optimal du ANMF-RTE : bruit non-gaussien

Cette section traite donc du cas du détecteur ANMF-RTE pour du bruit non-
gaussien. L’approche est similaire a celle présentée précédemment si ce n’est que
I’analyse de I’estimateur RTE de la matrice de covariance est bien plus complexe.
Ceci est principalement dii a la définition de cet estimateur au travers d’une équation
de point fixe et induit une forte dépendance entre toutes les observations et rend im-
possible les approches classiques utilisées dans la théorie des matrices aléatoires en
grande dimension.

Pour le bruit non-gaussien, nous supposons que les observations vérifient les condi-
tions suivantes :

1
SUPPOSITION 11. — Pouri € {1,--- ,n}, x; = /7,Cw; = \/T;2; ol
- wi,- -, Wy, sont des vecteurs complexes de taille N x 1, indépendants, unitai-

rement invariants, centrés et vérifiant | w;|> = N,
- Cy € CM*N est telle que limsup [|Cn || < oo and + tr Cy = 1.
— 7; > 0 sont indépendants de w;.

— liminf %p*CNp > 0.
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Le modele décrit dans les hypotheses 11 est celui des distributions CES qui contient
une infinité de distributions connues, selon la distribution des 7;. Afin de conserver un
cadre complétement général, la loi des 7; ne sera pas spécifiée. Mais en particulier, le
cas précédent de la loi gaussienne peut étre simplement obtenue dans ce contexte pour
des 7; distribués selon une loi de Rayleigh pour tout <.

Avant de proposer le design optimal du détecteur ANMF-RTE, nous avons besoin
de résultats préliminaires, notamment sur le comportement asymptotique de I’estima-
teur RTE.

4.1. Préliminaires

Cette section présente de récents résultats prouvés dans (Couillet, Kammoun, Pas-
cal, 2014) sur le comportement asymptotique du RTE.

Rappelons que le RTE est défini pour p € (max {0, 1-%7, 1], comme 1’unique
solution de I’équation de point fixe suivante :
. 1 —
C =(1-p)— _—
Np)=(1—-p)- ; TG
Comme dit précédemment, I’analyse des estimateurs robustes de la matrice de cova-
riance (ou plus généralement de la matrice de dispersion) est bien plus compliquée
que dans le cas gaussien. Une des principales raisons est qu’il n’existe pas d’expres-
sion analytique de I’estimateur, autre que 1’équation de point fixe. De plus, la dépen-
dance entre les échantillons est non-linéaire, ce qui ne permet pas I’ utilisation d’outils
standards de la théorie des matrices aléatoires. Afin de répondre a ces problemes, de
récents travaux développés par Couillet et al. (Couillet, Pascal, Silverstein, 2014a;
Couillet, McKay, 2014 ; Couillet, Pascal, Silverstein, 2014b) ont proposés de nou-
velles approches. Le principe consiste a remplacer ces estimateurs robustes par des
estimateurs équivalents (asymptotiquement) plus simples, et pour lesquels les tech-
niques standards de matrice aléatoire peuvent s’appliquer. En particulier, le RTE défini
précédemment a été étudié dans (Couillet, Kammoun, Pascal, 2014). Il a été montré
dans cet article que le RTE se comporte asymptotiquement, i.e. dans le régime ou
N,n — oo tels que ¢y — ¢ € (0,00), comme la matrice aléatoire Sy (p) donnée
par :

XiX,L- T pIN .

. 1 1—p 1 —
Sn(p) = =S gz + ply, ®)
) = T 0 pewn 2 v

ol yn (p) est 'unique solution de

t
= / w(p)p+ (1 - p)tVN(dt)‘

Notons que cet estimateur est trés simple puisque que ¢’est une matrice de covariance
empirique classique dans lequel un coefficient (scalaire) est ajouté. De plus, ce coef-
ficient dépend d’une équation de point fixe en dimension 1 et non d’une équation de
point fixe en dimension /N comme c’est le cas pour I’estimateur RTE.
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Plus précisément, nous avons le théoreme suivant qui lie les deux estimateurs :

THEOREME 12. — Pour tout k > 0 petit, soit RE™® £ [k + max(0,1 — ¢ 1), 1].

Alors, lorsque N,n — oo avec ¢y — ¢ € (0,00), ona:

Cn(p) - SN(p)H =5 0.

sup
pERRTE

Le théordme 12 établit la convergence en norme de la différence C (p) — Sy (p).
Ce résultat permet de transférer certaines propriétés de S ~(p) a I’estimateur RTE,
notamment 1’analyse asymptotique au premier ordre de nombreuses fonctionnelles de
C ~(p). Cependant, si comme dans la section précédente, nous nous intéressons aux
fluctuations, ce résultat n’est pas suffisant. En effet, le théoreme 12 peut étre simple-
ment formulé par :

sup N~ CN(/))—SN(P)HEO-

pERRTE

Pour chaque € > 0, cette convergence n’est pas suffisante pour obtenir la convergence
de fonctions classiques dont les fluctuations sont de I’ordre N ~2 ou N~1. C’est le cas
par exemple des formes quadratiques de C ~(p) qui sont utilisées dans I’ ANMF-RTE
ou bien aussi des statistiques linéaires des valeurs propres de C ~(p). De plus, bien
qu’il semble qu’il soit impossible d’améliorer la vitesse de la convergence ci-dessus,
il a été récemment montré dans (Couillet, Kammoun, Pascal, 2014) que les fluctua-
tions de certaines fonctions pouvaient étre plus rapides. Ceci est principalement dii a
I’effet de moyennage qui élimine les termes fluctuant a vitesse lente. En particulier,
les formes bilinéaires du type a* C’]‘V (p)b ont été analysées dans (Couillet, Kammoun,
Pascal, 2014), dans lequel la proposition suivante a été montrée :

PROPOSITION 13. — Soita, b € CV avec ||a| = ||b|| = 1 déterministe ou aléatoire,
indépendant de x1,- - - ,Xy,. Alors, lorsque N,n — oo, avec cy — ¢ € (0,00), pour
tout € > 0 et pour tout k € Z,

sup _ N'=¢|a*Ck (p)b — a*Sk (p)b| 2% 0.
PERY

ot Ry, est défini dans le théoreme 12, k € 7 et représente n’importe quel exposant
des matrices Cp et Sy.

Cette proposition a des implications importantes. En effet, comme vu précédem-
ment I’analyse des objets aléatoires de la forme a*C’f\,(p)b semble tres compliquée
voire impossible. Cependant, les formes quadratiques du type a*S’fV(p)b sont bien
connues en matrice aléatoire et ont été largement étudiées. Ainsi, il est essentiel de
pouvoir transférer les propriétés de a*S%; (p)b a a*C% (p)b. La proposition 13 per-
met ce transfert de propriétés en prenant € < % Non seulement cette proposition
implique que a*C%, (p)b fluctue a I'ordre N ~2 (puisque c’est le cas pour a*Sk (p)b)
mais aussi elle prouve que a*éf\, (p)beta* géﬂv (p)b ont asymptotiquement les mémes
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fluctuations. Comme dans (Couillet, Kammoun, Pascal, 2014), nous nous intéressons
au cas k = —1. La partie suivante présente 1’utilisation de ces résultats dans le cas
de I’optimisation des performances du ANMF-RTE, notamment au travers du critere
receiver operating characteristic (ROC).

4.2. Design optimal du détecteur ANMF-RTE

Comme précédemment, pour construire le détecteur ANMF-RTE optimal, nous
avons besoin de caractériser la distribution (asymptotique, dans le régime considéré)
de TRTE () sous les hypotheses Hy et Hy. En utilisant la proposition 13, nous savons

que la statistique T ¥ (p) ne peut étre traitée directement, mais qu’elle a les mémes
fluctuations que la statistique 7' ©(p) obtenue en remplagant C (p) par Sy (p)

‘y*S )p’
\/p*S Py 83 (p)y

ol Sy (p) est donnée par I’équation (8).

TRTE

1 . .
Soit, maintenant, p = p (p+ NI ﬁ) . Alors, Sy (p) = pp~ 'Ry (p),

ot, avec un léger abus de notation, nous noterons R.y (p) la matrice (1— p)ESr  zz+
TRTE TRTE
TN TN (

pI . Puisque p) est invariant, dans le sens ol p) ne change pas si Sy (p)

est multipliée par un scalaire, idem pour y, on a aussi :

TRTE ’ fy g)p‘

\/p Ry )p\/;y*fifvl(p)y

ou 7 = 1 sous Hy.

Ainsi, conditionnellement & 7, les fluctuations de la statistique robuste TRTE (p)
sous Hy ou sous H; sont les mémes que celles obtenues dans les théorémes 2et5
lorsque a est remplacée par f et p par p Ainsi, nous avons les résultats suivants
concernant les probabilités asymptotiques de fausse alarme et de détection :

THEOREME 14. — Probabilité de fausse alarme, (Couillet, Kammoun, Pascal, 2014)
Lorsque N,n — oo avec cy — ¢ € (0, 00),

2

sup  |P |TRTE(p) > —e *Rrme® | 0,

H
s > it

5. Notons que le vecteur aléatoire y peut étre supposé gaussien sans que cela ne change les distributions
asymptotiques de v IV TJI\}TE sous Hop et Hy.
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ou p — p est défini précédemment et
1 P CnQ% (p)p
2p*Qu(p)P+ trCnQn(p)
o 1
(1= c(1 = p)*m(—p)*5 tr C QY ()

avec Qu(p) 2 (Iy + (1 — p)m(—p)Cx) .

UJQV,RTE(p) £

THEOREME 15 (Probabilité de détection). — Lorsque N,n — oo avec cy — ¢ €
(0, 00),
su P |TRTE(p) > I H}
[P TG > i
r
|1 (gure(r), )]+
onRTE(P)

o I’espérance est prise sous la distribution de T et oit o N rrE(p) a la méme expres-
sion que dans le théoreme 14 et

V1=l = p)?m(—p) % tr C3 Q% (p)

p*CnQ% (p)P

grTE(P) =

2
XA — .
0P Qn(p)p|
et Q1 est la Marcum Q-fonction.
PREUVE 16. — La preuve est donnée dans (Kammoun et al., 2015b). |

Maintenant que les performances asymptotiques ont été obtenues, de facon uni-
forme par rapport au parametre de régularisation p, et comme dans le cas gaussien,
il est nécessaire, afin d’obtenir un détecteur optimal, de construire des estimateurs
consistants des quantités faisant intervenir des parametres inconnus, i.e. G'ZQV’RTE (p) et

frrE(p) donné par : -

frre(p) = T“QQIQKTE(I))

Un estimateur consistant de 0%, g (p) est donné dans (Couillet, Kammoun, Pascal,
2014) et fait I’objet de la proposition suivante :

PROPOSITION 17. — Proposition 1 dans (Couillet, Kammoun, Pascal, 2014)
Pour p € (max({0,1 —cy'},1). Soit
_ pp*C:TIQZ(p)p
p*Cy'(p)p
l—cn +enp)(1—p)

R 1
012V7RTE(/)) = 5(
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et soit 63 g (1) £ limyyy 63,(p). Alors, ona :

sup ‘UJQV,RTE(P) - 6-12V7RTE(p)’ 2%0.
pERRTE

De fagon analogue, un estimateur consistant frrg(p) est donné par la proposition
suivante :

PROPOSITION 18. — Pour p € (max {0,1 — cy'},1), soit
£ *—1 2 1 ~
Jrre(p) = (p Cy (p)p) ~ TCn(p) =

(1 —cn +cnp)”
p*Cy' (p)p — pp*C ()P

et soit fRTE S limppq fRTE(p). Alors, ona :

sup | frre(p) — frre(p)| 25 0.
pERRTE
PREUVE 19. — La preuve est donnée dans (Kammoun et al., 2015b). |

Puisque les résultats de la proposition 18 et du théoréeme 15 sont uniformes en p,
nous avons le corollaire suivant :

COROLLAIRE 20. — Soit fRTE(p) défini dans la proposition 7, Soit py satisfaisant
PN € arg e {fRTE(P)} :
Alors, pour tout r > 0,
P (VNTx(py) > rlH: )

B pgtaf‘)%E {]P) (ﬁTN(P) > 7’) |H1} 22%00.

Ainsi, de facon similaire au cas gaussien, il est maintenant possible de construire
un détecteur, robuste cette fois-ci, et optimal (encore au sens de I’optimisation des
performances de détection) :

— tout d’abord, choisissons une des valeurs du parametre de régularisation qui
maximise frrg(p):
Ak P .
Py €arg max, {fRTE(p)} ;
— Ensuite, pour assurer une probabilité de fausse alarme asymptotique fixée et
égale a 7, prenons le seuil de détection 7, tel que :

# = 6nrrE(PN)V—2logn
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5. Simulations

5.1. Bruit gaussien

—_— Approche proposée

--- Performances théoriques

=-=- Approche utilisant pchen €t 7chen (Chen et al., 2010)
----- Détecteur non régularisé p = 0

Probabilité de détection

4 | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4
Probabilité de fausse alarme

Figure 1. Courbes ROC des détecteurs ANMF-RSCM pour a = 0.1,0.25, 0.5,
p = a(f) avec 8 = 20°, N = 30, n = 60 : cas gaussien

Dans une premiere simulation, nous considérons le cas ou le bruit additif est gaus-
sien, de matrice de covariance C  ayant une structure de Toeplitz :

pi—t ;< g
exly={ oy (350 el ©

ou b =0.965 N = 30 et n = 60. Le vecteur directionnel (steering vector) p est donné
par

p = a(0) (10)
ol 0 — [a(f)], = e~77F5in(9) Pour cette simulation § = 20°.

Pour chaque tirage Monte Carlo, les données simulées correspondenta y = ap+x
pour la donnée primaire (celle qui est testée dans le détecteur) etay; = x1, -+ ,yn =
x,, pour les données secondaires qui servent 2 estimer la matrice de covariance Ry (oN)
et le parametre py;. En particulier, les valeurs du parametre de régularisation et du seuil
de détection sont déterminées en utilisant les équations (6) et (7). A partir des résultats
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—_— Approche proposée

--- Performances théoriques

=+=+ Approche utilisant pcpen €t Fchen (Chen ef al., 2010)
----- Détecteur non régularisé p = 0

Probabilité de détection

0.2 I I I I
0 1 2 3 4 5

Probabilité de fausse alarme 1072

Figure 2. Courbes ROC des détecteurs ANMF-RSCM pour a = 0.9, p = a(f) avec
0 = 20°, N = 30, n = 60 : cas gaussien

numériques, nous avons constaté que la fonction fsonm(p) était unimodale et ainsi, le
maximum peut étre obtenu simplement par des méthodes classiques.

Afin d’évaluer les performances du détecteur proposé, i.e. le ANMF-RSCM, nous
avons comparé ce dernier avec deux détecteurs ANMF-RSCM pour lesquels le para-
metre de régularisation est obtenu de facon différente. Le premier, et le plus pertinent,
est celui obtenu avec le parametre de régularisation dérivé par Chen et al. (Chen et al.,
2010, Equation (19)). Il sera noté pcnen - Le second détecteur est celui obtenu lorsqu’il
n’y a pas de régularisation, i.e. lorsque p = 0. Enfin, afin d’assurer la probabilité de
fausse alarme voulue, nous supposons que pour le détecteur obtenu par Chen, le seuil
de détection fchen est donné par Fechen = 0N, 50 M (fchen )V —210g 7. Pour ’ANMF
non régularisé, la loi exacte (a distance finie) sous Hy, la relation entre la probabilité
de fausse alarme et le seuil de détection, de ce détecteur est utilisée. Elle est donnée
par I’équation (11) dans (Pascal et al., 2004).

La figure 1 représente les courbes ROC, i.e. la probabilité de détection en fonc-
tion de la probabilité de fausse alarme, pour le détecteur proposé et les deux autres
détecteurs. De plus, les performances théoriques données dans cet article sont aussi
représentées sur la figure 1. Les détecteurs sont tracés pour différentes valeurs de
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a=aVN,a=0.1,0.25,0.5. Notons que ce paramétre a correspond, de facon indi-
recte 2 cause de la renormalisation par v/N au Rapport Signal-a-Bruit (RSB).

Tout d’abord, on peut remarquer que pour toutes les valeurs du RSB, il y a une
parfaite adéquation entre les performances théoriques établies dans cet article et les
simulations Monte Carlo (courbes bleues et rouges pointillées). De plus, on peut aussi
constater que pour toutes les valeurs de RSB, le design proposé pour le détecteur
ANMEF-RTE présente les meilleures performances comparées aux autres approches.

D’autre part, afin d’illustrer le gain apporté par notre méthode dans les cas intéres-
sants en pratique, i.e. pour des faibles valeurs de la probabilité de fausse alarme, nous
avons représenté sur la figure 2 les courbes ROC obtenues pour a = 0.8 et pour des
probabilités de fausse alarme allant de 1072 2 0.05. Le gain en termes de probabilité
de détection va de 15 a 40 % pour les faibles valeurs de probabilité de fausse alarme.

5.2. Fouillis non gaussien

—_— Approche proposée
===+ Approche utilisant poiina, Tolilla (Ollila, Tyler, 2014)

Probabilité de détection

| | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Probabilité de fausse alarme

Figure 3. Courbes ROC des détecteurs ANMF-RTE pour a = 0.1,0.25, 0.5,
p = a(f) avec 0 = 20°, N = 30, n = 60: cas non gaussien, bruit K-distribué

Les deuxiémes simulations Monte Carlo s’intéressent aux performances de 1’ap-
proche proposée dans le cas non gaussien. Pour cette simulation, le bruit additif suit
une K-distribution, centrée de matrice de covariance Cp et de parametre de forme
v = 0.5 (Olilla et al., 2012). La matrice de covariance posseéde la méme structure
que celle utilisée dans les simulations précédentes, donnée par 1’équation (9), avec
b = 0.96y, avec ) = /—1, mais avec N = 30 et n = 60. Notons que les K-
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Probabilité de détection

06 | | | | | | |

0.6 038 1 1.2 14 16 1.8
a

Figure 4. Probabilité de détection en fonction de a, p = a(0) avec § = 20°, N = 30,
n =60, v = 0.1,0.9, 30: cas non gaussien, bruit K-distribué, probabilité de fausse
alarme =5 %

distributions correspondent bien aux modeles présentés dans les hypotheses 11 puis-
qu’une K-distribution est le produit entre un vecteur complexe centré gaussien et une
variable 7 suivant une loi Gamma, de parameétres v et 1/v (afin d’assurer une espé-
rance égale a 1).

Comme dans le cas gaussien, notre approche est comparée a celle d’Ollila and
Tyler, qui proposent une méthode pour trouver le parametre de régularisation optimal
(Ollila, Tyler, 2014, Equation (19)). Notons poila et Touila le parametre de régula-
risation et le seuil de détection correspondants. De plus, en accord avec les résultats
présentés dans cet article, le seuil de détection 71, doit étre fixé de la fagon sui-
vante, folila = ON,rTE(Ponila)V/—21logn afin de garantir la probabilité de fausse
alarme voulue. Les résultats sont présentés sur la figure 3.

A nouveau, on peut remarquer que pour tous les RSB étudiés, 1’approche proposée
présente un gain par rapport a la méthode développée par Ollila et al. dans (Ollila,
Tyler, 2014). De plus, comme dans les simulations pour le cas gaussien, on peut noter
que le gain augmente lorsque a augmente mais avec une pente plus faible.

Enfin, dans les dernieres simulations, I’impact de a et du parametre de forme v de
la K-distribution sont analysés. La figure 4 représente la probabilité de détection en
fonction de a pour une probabilité de fausse alarme fixée a 0.05 et pour différentes
valeurs du parametre . Notons que ce parametre de forme v contrdle 1I’impulsivité
de la distribution : lorsque v est petit, la K-distribution est trés impulsive (loi a queue
lourde) tandis que lorsque v — oo, la K-distribution tend vers la distribution gaus-
sienne.
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Sur la figure 4, on peut constater que pour les faibles valeurs de a, les meilleures
probabilités de détection sont obtenues pour des distributions & queue (tres) lourde
tandis que le comportement opposé est observé pour des valeurs élevées de a. Cette
différence de comportement s’explique par le fait que dans le cas de distributions a
queue lourde (v petit), il y a beaucoup de réalisations de 7 trés proches de zéro tandis
qu’il y a peu de valeurs « non nulles » mais tres élevées. Ainsi, I’augmentation de la
probabilité de détection peut s’ expliquer par le fait que virtuellement le RSB augmente
car il y a un nombre important de faibles valeurs de 7.

6. Conclusion

Dans cet article, nous sous sommes intéressés au parametre de régularisation lorsque
les estimateurs RSM et RTE sont utilisés dans la statistique du détecteur ANMF
a la place de la vraie matrice de covariance, inconnue en pratique. Ceci permet de
construire les détecteurs ANMF-RSCM et ANMF-RTE. Les modeles statistiques uti-
lisés pour modéliser le bruit additif sont restés tres généraux puisque le cas standard
gaussien a d’abord été analysé avant que les résultats soient étendus aux cas des dis-
tributions complexes elliptiques.

Dans un contexte de grande dimension, i.e. lorsque la dimension et le nombre
des données tendent vers I’infini a la méme vitesse, cet article a présenté 1’analyse
statistique complete de ces deux détecteurs sous les deux hypotheses de test, Hy et
H; en dérivant les distributions asymptotiques des probabilités de fausse alarme et de
détection. Il est intéressant de remarquer que les lois obtenues sont classiques dans la
théorie de la détection et trés simples a mettre en ceuvre : ce sont, sous Hy une loi de
Rayleigh et sous H; une loi de Rice. Cette analyse s’est basée sur les comportements
asymptotiques des deux estimateurs régularisés. Ensuite, a 1’aide de ces résultats, une
approche a été proposée pour trouver les parametres de régularisation optimaux, dans
les cas gaussien puis non gaussien, dans le sens ol les performances de détection
résultantes sont optimisées. Plus précisément, les probabilités de détection associées
a ces parametres de régularisation optimaux des détecteurs ANMF-RSCM et ANMF-
RTE sont maximisées.

Ces travaux permettent dans des scénarios appliqués difficiles (données hétéro-
genes, impulsives, données manquantes et/ou aberrantes) d’avoir une procédure de
construction d’un détecteur robuste et optimal, I’ANMF-RTE. Les résultats de cette
approche ont été comparés aux différentes méthodes présentes dans la littérature, et
cela a illustré une amélioration des performances de détection dans tous les scénarios
étudiés.

L’un des avantages majeurs de cette approche est la simplicité d’implémentation
de la méthode puisque les expressions analytiques obtenues sont parfaitement clas-
siques. Ceci est d’ailleurs surprenant, au vu de la complexité des résultats obtenus
dans le cas ou seul le nombre d’observations tend vers 1’infini et ou la dimension des
observations reste fixe. Dans ces cas, les solutions obtenues sont sous forme intégrale,
voir par exemple (Kraut et al., 2001 ; Pascal, Ovarlez, 2015). Le lien entre ces deux
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approches reste un probléme ouvert, méme si quelques pistes ont été récemment ex-
plorées (Kammoun et al., 2015a).

Remerciements

Les travaux de F. Pascal ont été partiellement soutenus par l'institut iCODE, projet
de recherche de I’'ldex Paris-Saclay.

Bibliographie

Abramovich. (1981). Controlled Method for Adaptive Optimization of Filters Using the Crite-
rion of Maximum SNR. Radio Eng. Electron. Phys, vol. 26, n° 3, p. 87-95.

Abramovich Y. L., Besson O. (2013). Regularized Covariance Matrix Estimation in Complex
Elliptically Symmetric Distributions Using the Expected Likelihood Approach: Part 1: The
Over-Sampled Case. Signal Processing, IEEE Transactions on, vol. 61, n° 23.

Bidon S., Marcos S., Ovarlez J.-P. (2011). Numéro Spécial : Traitements Spatio-Temporels
Adaptatifs (STAP). Traitement du Signal, vol. 28, n° 1-2. Consulté sur http://hal-supelec
.archives-ouvertes.fr/hal-00659845

Billingsley J. B. (1993). Ground clutter measurements for surface-sited radar. Rapport tech-
nique n° 780. MIT.

Carlson B. D. (1988). Covariance Matrix Estimation Errors and Diagonal Loading in Adaptive
Arrays. Aerospace and Electronic Systems, IEEE Transactions on, vol. 24, 1n° 4, p. 397-401.

Chen Y., Wiesel A., Eldar Y. C., Hero A. O. (2010). Shrinkage Algorithms for MMSE Cova-
riance Estimation. Signal Processing, IEEE Transactions on, vol. 58, n° 10.

Chen Y., Wiesel A., Hero O. A. (2011). Robust Shrinkage Estimation of High Dimensional
Covariance Matrices. Signal Processing, IEEE Transactions on, vol. 59, n° 9, p. 4907—
4107.

Chitour Y., Pascal F. (2008). Exact maximum likelihood estimates for SIRV covariance matrix:
existence and algorithm analysis. Signal Processing, IEEE Transactions on, vol. 56, n° 10,
p. 4563-4573.

Conte E., Lops M., Ricci G. (1995). Asymptotically Optimum Radar Detection in Compound-
Gaussian Clutter. Aerospace and Electronic Systems, IEEE Transactions on, p. 617-625.

Conte E., Maio A. D., Ricci G. (2002). Recursive Estimation of the Covariance Matrix of
a Compound-Gaussian Process and Its Application to Adaptive CFAR Detection. Signal
Processing, IEEE Transactions on, vol. 50, n°® 8.

Couillet R., Kammoun A., Pascal F. (2014). Second Order Statistics of Robust Estimators
of Scatter. Application to GLRT Detection for Elliptical Signals. Submitted to Journal of
Multivariate Analysis. (http://arxiv.org/abs/1410.0817)

Couillet R., McKay M. (2014). Large Dimensional Analysis and Optimization of Robust
Shrinkage Covariance Matrix Estimators. Journal of Multivariate Analysis, vol. 31, p. 99-
120.

Couillet R., Pascal F.,, Silverstein J. W. (2014a). The random matrix regime of Maronna’s
M-estimator with elliptically distributed samples. (to appear in) Elsevier JMVA. (http://
arxiv.org/abs/1311.7034)



RMT robuste pour la détection radar 347

Couillet R., Pascal F., Silverstein J. W. (2014b). Robust Estimates of Covariance Matrices in
the Large Dimensional Regime. Information Theory, IEEE Transactions on, vol. 60, n° 11,
p- 7269-7278.

Gini F., Greco M. (2002). Covariance Matrix Estimation for CFAR Detection in Correlated
Heavy-Tailed Clutter. Signal Processing, IEEE Transactions on, vol. 82, n° 12, p. 1847-
1859.

Huber P. J. (1964). Robust estimation of a location parameter. The Annals of Mathematical
Statistics, vol. 35, n° 1, p. 73-101.

Huber P. J. (1972). The 1972 Wald Lecture Robust Statistics : A Review. Annals of Mathema-
tical Statistics, vol. 43, n° 4, p. 1041-1067.

Kammoun A., Couillet R., Pascal F., Alouini M.-S. (2015a). Convergence and fluctuations
of regularized tyler estimators. Signal Processing, IEEE Transactions on (Submitted)
arXiv:1504.01252.

Kammoun A., Couillet R., Pascal F., Alouini M.-S. (2015b). Optimal design of the adaptive
normalized matched filter detector. Signal Processing, IEEE Transactions on (Submitted)
arXiv:1501.06027 .

Kelker D. (1970). Distribution Theory of Spherical Distributions and a Location Scale Para-
meter Generalization. Sankhya: The Indian Journal of Statistics, Series A, vol. 32, n° 4,
p- 419-430.

Klemm R. (2002). Principles of Space-Time Adaptive Processing. IET.

Kraut S., Scharf L. (1999). The CFAR adaptive subspace detector is a scale-invariant GLRT.
Signal Processing, IEEE Transactions on, vol. 47, n° 9, p. 2538-2541.

Kraut S., Scharf L., McWhorter L. (2001). Adaptive subspace detectors. Signal Processing,
IEEE Transactions on, vol. 49, n° 1, p. 1-16.

Ledoit O., Wolf M. (2004). A Well-Conditioned Estimator for Large-Dimensional Covariance
Matrices. Journal of Multivariate Analysis, vol. 88, n° 2, p. 365-411.

Liu J., Zhang Z.-J., Yang Y., Liu H. (2011). A CFAR Adaptive Subspace Detector for First-
Order or Second-Order Gaussian Signals Based on a Single Observation. Signal Processing,
IEEE Transactions on, vol. 59, n° 11, p. 5126-5140.

Mahot M., Pascal E., Forster P., Ovarlez J. P. (2013). Asymptotic Properties of Robust Complex
Covariance Matrix Estimates. Signal Processing, IEEE Transactions on, vol. 61, n° 13,
p. 3348-3356.

Maronna R. A. (1976). Robust M -Estimators of Multivariate Location and Scatter. Annals of
Statistics, vol. 4,n° 1, p. 51-67.

Nohara T., Haykin S. (1991). Canada east coast trials and the k-distribution. IEE Proceeding,
Part. F, vol. 138, n° 2, p. 82-88.

Olilla E., Tyler D. E., Koivunen V., Poor H. V. (2012). Complex Elliptically Symmetric Distri-
butions: Survey, New Results and Applications. Signal Processing, IEEE Transactions on,
vol. 60, n° 11.

Ollila E., Tyler D. E. (2014). Regularized M-estimators of Scatter Matrix. Signal Processing,
IEEE Transactions on, vol. 62, n° 22.



348  TS. Volume 33 —n° 2-3/2016

Pascal F., Chitour Y., Ovarlez J., Forster P., Larzabal P. (2008). Covariance structure maximum-
likelihood estimates in compound Gaussian noise: existence and algorithm analysis. Signal
Processing, IEEE Transactions on, vol. 56, n° 1, p. 34—48.

Pascal F., Chitour Y., Quek Y. (2014). Generalized Robust Shrinkage Esitmator and Its Ap-
plication to STAP Detection Problem . Signal Processing, IEEE Transactions on, vol. 62,
n° 21, p. 5640-5651.

Pascal F., Forster P., Ovarlez J., Larzabal P. (2008). Performance Analysis of Covariance Matrix
Estimate in Impulsive Noise. Signal Processing, IEEE Transactions on, vol. 56, n° 6.

Pascal F., Ovarlez J. P. (2015). Asymptotic Properties of the Robust ANMF. Proceedings of the
1EEFE International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing, ICASSP-15.

Pascal F., Ovarlez J.-P., Forster P., Larzabal P. (2004). Constant false alarm rate detection in
spherically invariant random processes. In Proc. of the european signal processing conf.,
eusipco-04, p. 2143-2146. Vienna.

Pascal F., Ovarlez J.-P., Forster P., Larzabal P. (2006). On a sirv-cfar detector with radar
experimentations in impulsive noise. In Proc. of the european signal processing conf.,
eusipco-06. Florence, Italy.

Picinbono B., Vezzosi G. (1970). Détection d’un signal certain dans un bruit non stationnaire
et non gaussien. Annales des Télécomm., vol. 25, p. 433-439.

Reed I., Mallett J., Brennan L. (1974). Rapid Convergence Rate in Adaptive Arrays. Aerospace
and Electronic Systems, IEEE Transactions on, vol. 10, n° 6, p. 853-863.

Scharf L. L., Friedlander B. (1994). Matched Subspace Detectors. Signal Processing, IEEE
Transactions on, vol. 42, n° 8, p. 2146-2157.

Scharf L. L., Lytle D. W. (1971). Signal detection in Gaussian noise of unknown level: an
invariance application. Information Theory, IEEE Transactions on, vol. 17, p. 404-411.

Silverstein J. W., Bai Z. D. (1995). On the empirical distribution of eigenvalues of a class of
large dimensional random matrices. Journal of Multivariate Analysis, vol. 54, n° 2, p. 175-
192.

Sun Y., Babu P.,, Palomar D. P. (2014). Regularized Tyler’s Scatter Estimator: Existence, Uni-
queness and Algorithms. Signal Processing, IEEE Transactions on, vol. 62, n° 19, p. 5143—
5156.

Tyler D. E. (1987). A Distribution-Free M-estimator of Multivariate Scatter. The Annals of
Statistics, vol. 15, n° 1, p. 234-251.

Wagner S., Couillet R., Debbah M., Slock D. T. M. (2012). Large system analysis of linear
Precoding in MISO broadcast channels with limited feedback. Information Theory, IEEE
Transactions on, vol. 58, n° 7, p. 4509-4537.

Ward. (1981). Compound representation of high resolution sea clutter. Electronics Letters,
vol. 17, n° 16, p. 561-563.

Ward. (1994). Space-time Adaptive Processing for Airborne Radar. Rapport technique. Lincoln
Lab, MIT.

Watts S. (1985). Radar detection prediction in sea clutter using the compound k-distribution
model. IEE Proceeding, Part. F, vol. 132, n° 7, p. 613-620.



RMT robuste pour la détection radar 349

Zhang T., Cheng X., Singer A. (2014). Marchenko-Pastur Law for Tyler’s and Maronna’s
Me-estimators. arXiv preprint arXiv:1401.3424.

Article soumis le 7/05/2015
Accepté le 18/11/2015






	Page vierge



