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Résumé et mots clés

Dans ce papier, nous nous intéressons aux treillis dits treillis dichotomiques, définis a partir d'attributs

binaires possédant une propriété de complémentarité par la borne supérieure. Il s'agit de la structure de

treillis utilisée dans la méthode Navigala, méthode de reconnaissance de symboles basée sur un parcours

(de type arbre de décision) dans le treillis. Nous mettons en évidence les liens structurels unissant les arbres

de décision et les treillis dichotomiques en montrant tout d'abord que tout arbre de décision est inclus dans

le treillis, mais également que le treillis est en fait la fusion de tous les arbres de décision. De ce lien de

fusion nous déduisons un algorithme d'extraction d'un arbre de décision a partir d'un treillis dichotomique.

Nous finissons par des expérimentations visant a comparer, pour de la reconnaissance de symboles,

les performances des arbres de classification et des treillis construits avec la méthode Navigala. S

Reconnaissance de symboles, classification supervisée, treillis, arbre de décision.

Abstract and key words

In this paper, we introduce a family of Galois lattice denoted as "dichotomic lattices". Such lattices are defined from
binary attributes, where each binary attribute may be associated to a non-empty set of complementary attributes. In
particular, lattices defined by binary attributes obtained after e discretisation pre-processing step are dichotomic. There
are two types of classification methods using a Galois lattice: as most of them rely on selection, recent research work
focus on navigation-based approaches. In navigation-oriented methods, classification is performed by navigating through
the complete lattice, similar to the decision tree. The Navigala approach is a navigation-based classification method that
relies on the use of a dichotomic lattice. It was initially proposed for symbol recognition, in the field of technical
document image analysis. In this paper, we define the structural links between decision trees and dichotomic lattices
defined from the same table of data described by binary attributes. Under this condition, we prove both that every
decision tree is included in the dichotomic lattice and that the dichotomic lattice is the merger of all the decision trees
that can be constructed from the same binary data table.

Symbol recognition, supervised classification, lattice, decision tree.
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1. Introduction

Depuis une vingtaine d'années, les treillis de Galois sont large-
ment utilisés en classification supervisée [14], ou ils donnent
des résultats comparables a des méthodes connues de la littéra-
ture : ID3, C4.5, .... Leur structure a base de graphe, nous a
semblé pertinente pour une application dans le contexte de la
reconnaissance de symboles bruités dans des documents tech-
niques. Ainsi, nous avons développé une méthode de classifica-
tion supervisée dédiée aux symboles, appelée Navigala [9].

Le treillis est un graphe dont les nceuds, appelés concepts, sont
des regroupements maximaux d'objets possédant le méme sous-
ensemble maximal d'attributs. La plupart des méthodes de clas-
sification supervisées basées sur le treillis [13, 14, 24, 20, 15, 23]
utilisent ce graphe pour sélectionner des concepts représentatifs
d'une classe qui serviront ensuite de base a la classification.

La méthode Navigala se distingue: il s'agit non pas de sélec-
tionner des concepts dans le treillis, mais d'utiliser la structure
complete du graphe pour une navigation de type arbre de déci-
sion. Elle propose ainsi plusieurs chemins vers un méme
concept, donc vers une méme classe, ce qui apporte en robus-
tesse par rapport a l'arbre de décision dans le cadre d'une classi-
fication de symboles détériorés. Dans cette méthode, les treillis
de Galois sont définis a partir d'attributs binaires issus d'un trai-
tement de discrétisation d'une signature, ce qui leur confere des
propriétés particulieres. Plus précisément nous introduisons la
définition de treillis dichotomiques pour les caractériser (cf.
définition [1]) : un treillis est dit dichotomique lorsqu'il est défi-
ni pour une table ou il est toujours possible d'associer a un attri-
but binaire x un ensemble non vide X d'attributs binaires (avec
x ¢ X) tel que les attributs de {x} UX soient mutuellement
exclusifs.

Dans ce papier nous montrons tout d'abord que les treillis dicho-
tomiques possedent la propriété de complémentarité par la
borne supérieure [5] noté V-complémentarité (ie. a tout concept
du treillis on peut associer un concept complémentaire pour la
borne supérieure du treillis, voir section [3]).

Cette propriété induit des liens structurels forts entre les treillis
dichotomiques et les arbres de décision: alors que pour un
méme ensemble de données discretes, tout arbre de décision est
inclus dans le treillis dichotomique (via un opérateur de ferme-
ture), nous montrons que dans le cas des treillis dichotomiques,
ce lien d'inclusion est renforcé par un lien de fusion: le treillis
dichotomique est la fusion de tous les arbres de décision issus
d'un méme ensemble de données. Ce lien de fusion nous permet
de proposer un algorithme d'extraction d'un arbre de décision a
partir d'un treillis dichotomique.

En partie 2, nous décrivons les structures de I'arbre de décision
et du treillis de Galois ainsi que les données manipulées, puis la
méthode Navigala. La partie 3 s'intéresse aux treillis dichoto-
miques issus de données qui ont été discrétisées. Les liens struc-
turels unissant les arbres de décision et les treillis dichoto-
miques sont étudiés et les preuves des différentes propositions

sont établies. Nous finissons par une présentation des résultats
expérimentaux de la méthode de classification Navigala que
nous avons développée dans la partie 4.

2. Descriptions

2.1. Données

Lorsque des données s'organisent classiquement sous forme
d'une table ou les lignes correspondent aux objets, et les
colonnes aux attributs, une distinction est a faire entre des attri-
buts discrets ou qualitatifs, et des attributs continus ou quantita-
tifs. Les méthodes de classification et d'apprentissage proposées
dans la littérature varient essentiellement en fonction de la natu-
re des attributs qu'elles peuvent manipuler. Ainsi, une large
panoplie de méthodes statistiques (SVM, réseaux de neu-
rones...) existe pour des données continues alors que les don-
nées discretes seront traitées par des classifieurs probabilistes
(Regle du maximum de vraisemblance, Regle de Bayes, ...) ou
encore symboliques (Arbres de décision, extraction de regles, ...).
La construction d'un outil de classification par apprentissage
supervisé (quel que soit son type) nécessite une base d'appren-
tissage contenant conjointement les valeurs des attributs expli-
catifs sur lesquels repose la classification et de l'attribut a expli-
quer (attribut discret de classe).

Le treillis de Galois et I'arbre de décision peuvent s'utiliser dans
un contexte de classification supervisée. Ces deux structures
s'inscrivent parmi les méthodes symboliques, et se définissent
naturellement a partir de données discretes. Néanmoins, la dis-
crétisation des attributs continus, opérée comme prétraitement
dans le cas du treillis de Galois, ou en cours de la construction
dans le cas des arbres de décision permet d'utiliser des attributs
explicatifs continus, au prix évidemment d'une perte d'informa-
tion que 1'on cherche a limiter.

Dans le cas du treillis de Galois, il se définit a partir d'une table
de données binaires, attributs a deux modalités. Toute variable
discrete se code naturellement sous forme binaire via un codage
disjonctif. L'intégration de données continues nécessite quant a
elle un traitement de discrétisation en prétraitement.

2.2. Arbre de décision

Depuis les années 1960-1970, 1'arbre de décision a fait I'objet de
nombreux travaux de recherche [18, 19]. Les méthodes de géné-
ration de l'arbre de décision les plus connues sont ID3 [17],
C4.5 [16] et CART [4].

Les nceuds de I'arbre sont construits depuis son sommet, appelé
racine, vers sa base ou les nceuds terminaux sont appelés
feuilles. La construction de l'arbre de décision nécessite un cri-
tere de division pour sélectionner, a chaque étape de division de
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I'arbre, un attribut de la table, un deuxieme critere pour discré-
tiser les attributs continus si nécessaire, et enfin un critere d'ar-
rét des divisions généralement il s'agit d'une mesure de la pure-
té des feuilles qui integre l'information de classe des objets qui
la composent. Le nceud-racine considere 1'ensemble des objets
de la table ; un attribut de la table est alors sélectionné de manie-
re a partitionner ces objets en deux sous-ensembles distincts
formant ainsi deux nceuds fils (dans le cas binaire). Le proces-
sus est ensuite réitéré sur chacun des deux sous-ensembles, et
ainsi de suite jusqu'a satisfaire le critere d'arrét.

Lorsque les données sont continues, elles nécessitent une dis-
crétisation qui peut étre réalisée:

- soit pendant la construction de l'arbre avec le critere de dis-
crétisation. Seuls les attributs sélectionnés pour la construction
de l'arbre seront alors discrétisés.

- soit en prétraitement.

La figure [1] présente un exemple d'arbre de décision construit
selon une mesure d'entropie a partir de la table [1] discrétisée.
L'attribut A a été discrétisé en deux intervalles al = [0-3] et
a2=[6-20]; l'attribut B a été discrétisé en deux intervalles
bl =[0-4] et b2=[12-20] et I'attribut C a été aussi discrétisé en
deux intervalles c¢1=[0-2] et c2=[11-20]. Pour construire cet
arbre nous aurions pu utiliser n'importe quel autre critere de
division tel que la distance maximale; le critere de Hotelling...
De nombreuses heuristiques sont envisageables pour réaliser la
construction d'un arbre de décision. Il est par exemple tres cou-
rant d'effectuer un élagage de l'arbre de décision obtenu, de
maniére a éviter un sur-partitionnement des données. Le princi-

Tableau 1. Table de données discrétisées.

Classe Id A B C

1 1 [0-3] [0-4] [11-20]
2 [0-3] [0-4] [11-20]
3 [0-3] [12-20] [11-20]
2 4 [0-3] [12-20] [11-20]
5 [0-3] [12-20] [11-20]
6 [6-20] [12-20] [11-20]
3 7 [6-20] [12-20] [11-20]
8 [6-20] [12-20] [11-20]

4 9 [6-20] [0-4] [0-2]

10 [6-20] [12-20] [0-2]

%]
adans al a dans a2
b dans b2 ¢ dans cl

bdans bl ¢ dans 2

Figure 1. Arbre de décision associé a la table [1].

Treillis dichotomiques et arbres de décision

pe est de remonter a partir des feuilles de I'arbre en transformant
certains noeuds de décision en feuilles selon un critere de pure-
té des nceuds. Dans la comparaison structurelle décrite par la
suite, les arbres de décision considérés ne sont pas élagués.
L'étape de classification d'une nouvelle donnée consiste a faire
parcourir a cette donnée l'arbre a partir de la racine, jusqu'a
atteindre une feuille, par validation de la valeur de l'attribut pro-
posé a chaque nceud. Le résultat de la classification sera 1'infor-
mation de classe portée par la feuille ainsi atteinte.

2.3. Treillis de Galois

Un rtreillis de Galois [2, 8] est défini a partir d'une table d'attri-
buts binaires décrite par une relation binaire R entre un
ensemble d'objets O et un ensemble d'attributs A. On associe a
un sous-ensemble d'objets X € O l'ensemble f (X) des attributs
en relation avec tous les objets de X ; duallement on associe a
un sous-ensemble d'attributs ¥ € A, I'ensemble g(Y) de tous
les objets en relation avec les attributs de Y:

f(X)={ae A|xRaV x € X}

g¥Y)={o€ O|oRyVyey}

Un concept formel est un sous-ensemble maximal d'objets pos-
sédant le méme sous-ensemble d'attributs, lui-méme maximal,
défini formellement par un couple (X,Y) avec X C O et
Y C A, qui vérifie f(X) = Y et g(¥Y) = X. On introduit alors la
relation < définie sur 'ensemble de tous les concepts formels de
la maniere suivante. Pour deux concepts formels quelconques
(X1,Y1) et (X5,Y5) ona (X1,Y)) < (X,,Y>) si et seulement si
X, 2 X, ou de facon équivalente ¥, C Y,.

La relation < possede les propriétés d'une relation d'ordre, i.e.
une relation transitive, antisymétrique et réflexive. Les proprié-
tés d'une relation d'ordre permettent de considérer 1'ensemble de
tous les successeurs et de tous les prédécesseurs d'un concept
selon <. On peut également introduire les successeurs immé-
diats et prédécesseurs immédiats en considérant la relation de
couverture de < notée <.

L'ensemble de tous les concepts formels équipé de la relation
d'ordre < est appelé treillis des concepts ou encore treillis de
Galois car il posséde la propriété de treillis: pour tous concepts
(X1,Y1) et (X,,Y,), il existe un unique plus grand successeur
(resp. plus petit prédécesseur) appelé borne inférieure (resp.

borne supérieure) noté (X1,Y1) A (X3,Y5) (resp.
(X1,Y1) V (X2,Y,)) défini par:

(X1,Y1) A (X2, Y2) = (g(Y1 N Y1), (Y1 N Y2)) (D
(X1,YD) V (X2, Y2) = (X1 N Xp), f(X1 N X3)) ()

Cette propriété de treillis implique l'existence d'un unique plus
petit élément L. = (O, f(0)), et un unique plus grand élément
T = (g(A),A). La figure [2] présente un exemple de treillis de
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12345678910
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Q
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Figure 2. Treillis de Galois.

Tableau 2. Table binaire.

1d Intervalles
a ar by by (& (&)
[0-3] [6-20] | [0-4] [12-20]]| [0-2] [11-20]
1 X X X
2 X X X
3 X X X
4 X X X
5 X X X
6 X X X
7 X X X
8 X X X
9 X X X
10 X X X

Galois construit pour un ensemble de 10 objets décrits par
6attributs explicatifs (al, a2, b1, b2, cl et c2) et un attribut
classe, représentés dans la table [2].

Remarque. Dans 1’usage habituel, (X1,Y7) < (X3,Y>) si et seu-
lement si X; € X5. Nous utilisons ici la relation inverse avec un
raffinement sur les attributs (Y7 € Y3) plutdt que sur les objets
par similitude a la fois avec la définition de I’arbre de décision,
mais aussi avec le treillis des fermés défini sur une famille d’at-
tributs (appelés fermés) par la relation d’inclusion entre fermés.
1 =(0,f(0)) et L =1(g(A),A). De méme,
toujours par similitude avec les arbres de décision, I’élément

Par conséquent,

minimal L est représenté en haut des dessins comme I’est la
racine d’un AD.

Les deux fonctions f et g définies entre objets et attributs for-
ment une correspondance de Galois. La composition
@ = f o g, définie sur la famille des attributs, permet d'associer
a un sous-ensemble d'attributs ¥ € A le plus petit concept
contenant Y: (g(p(Y)),p(Y)). Cette composition ¢ possede les
propriétés d'un opérateur de fermeture: (¢ est idempotent (i.e.
VY C A, 0*(Y) = ¢(Y)), extensif (i.e. VY CT A, Y C o(Y)) et
isotone (i.e. VY,Y C A, Y CY' = p(Y) C p(Y")).

L'utilisation d'un treillis de Galois en analyse de données, fai-
sant I'objet d'un domaine appelé Analyse Formelle des Concepts
(AFC) [8], est en plein essor ces dernieres années. En effet,

l'opérateur de fermeture ¢ porte une relation de corrélation
entre un sous-ensemble d'attributs Y, et les attributs de p(Y)\Y;
le concept (g(¢(Y)),p(Y)) est une représentation ensembliste
de cette corrélation, et le treillis une représentation de tous les
sous-ensembles possibles d'attributs ainsi corrélés et ordonnés
par inclusion. I1 s'en suit que des données fortement corrélées
engendreront peu de concepts, alors que des données trés peu
corrélées pourront engendrer jusqu'a 2! concepts.

En AFC, la terminologie d'usage est celle de treillis des
concepts. Une table binaire y est appelée un contexte, et une
table discrete, un contexte multivalué. Un contexte multivalué y
est défini par un quadruplet (O, A, W, R) avec O l'ensemble des
objets, A 1'ensemble des attributs, W 1'ensemble des modalités
des attributs et R une relation ternaire entre O, A et W.
(x,y,w) € R, que l'on peut également écrire y(x) = w, signifie
que l'attribut y a la valeur w pour I'objet x.

Pour plus d'informations sur le treillis de Galois ou treillis des
concepts, et les opérateurs de fermeture, le lecteur peut se repor-
ter aux références [2, 8].

2.4. Navigala: méthode de classification de symboles
par navigation dans un treillis de Galois

La plupart des méthodes de classification basées sur le treillis
[13, 14, 24, 20, 15, 23] utilisent ce graphe pour sélectionner cer-
tains concepts représentatifs des classes qui serviront ensuite de
base a la classification. La méthode Navigala se distingue [9] :
il s'agit non pas de sélectionner des concepts dans le treillis,
mais d'utiliser la structure compléte du graphe pour une naviga-
tion de type arbre de décision.

La méthode Navigala a été congue pour reconnaitre des sym-
boles issus de documents techniques. A partir des images de
symboles, nous extrayons des signatures (vecteurs de caracté-
ristiques) composées d'attributs continus. Nous avons implé-
menté trois signatures statistiques (la signature de Radon [21],
la signature de Fourier-Mellin [7] et la signature de Zernike
[22]) que nous avons comparées dans [9]. Nous avons égale-
ment développé une signature structurelle dédiée aux symboles
[6]. Cette signature est composée du nombre d'occurrences de
chemins dans un graphe topologique qui décrit les relations
entre les segments préalablement extraits du symbole, alors que
les signatures statistiques décrivent la répartition spatiales des
pixels.

La méthode Navigala integre les deux étapes classiques pour
réaliser le processus de reconnaissance que sont l'apprentissage
et la classification. Les données d'apprentissage sont tout
d'abord discrétisées selon un critere de coupe supervisé (le cri-
tere de Hotelling [10]), de maniere a obtenir une table binaire.
Les attributs de cette table sont des intervalles de valeurs, et les
objets sont les symboles. La discrétisation se termine lorsqu'il y
a séparation des classes, c'est-a-dire lorsque chaque classe se
distingue des autres par au moins un des attributs de la table. La
table binaire discrétisée est ensuite réduite: il s'agit de suppri-

412 traitement du signal 2009_volume 26_numéro spécial 5 Le document écrit



Treillis dichotomiques et arbres de décision

Tableau 3. Discrétisation d'une table continue.

Attributs Intervalles

1d a b c d ¢ 1d a b c d ¢

1 1 4 |15 | 14 1 [0-3] [0-4] [11-20] | [14 14] |

2 0 0 18 | 14 2 [0-3] [0-4] [11-20] | [14 14]

3 1 12 | 13 | 14 3 [0-3] [12-20] | [11-20] | [14 14]

4 0|16 |15 | 14| 2 4 [0-3] [12-20] | [11-20] | [1414] | 2

5 3 12 | 11 | 14 5 [0-3] [12-20] | [11-20] | [14 14]

6 8 16 | 15 | 14 6 | [6-20] | [12-20] | [11-20] | [14 14]

7 6 | 20|20 | 14| 3 7 [6-20] | [12-20] | [11-20] | [1414] | 3

8 1511215 | 14 8 [6-20] | [12-20] | [11-20] | [14 14]

9 18 | 4 0 14 4 9 | [6-20] [0-4] [0-2] [14 14] 4

10 | 20 | 12 | 2 14 10 | [6-20] | [12-20] [0-2] [14 14]

1- Table continue 2- Table discrétisée
Intervalles Intervalles

Id a b c Id a) ar bl bz C1 C2 C
] (03] [0.4] [11.20] ] [0X3] [6-20] [0X4] [12-20] | [0-2] [I11 X20]
2 [0-3] [0-4] [11-20] 2 % % % 1
3 [0-3] [12-20] | [11-20] 3 X X X
4 [0-3] [12-20] | [11-20] 4 % % % ’
5 [0-3] [12-20] | [11-20] 5 % % %
6 | [6-20] | [12-20] | [11-20] 3 X X X
7 [6-20] | [12-20] | [11-20] 7 X % % 3
8 [6-20] | [12-20] | [11-20] 3 X X %
9 | [6-20] [0-4] [0-2] 9 X X X
10 | [6-20] | [12-20] [0-2] 10 % % % 4

3- Table réduite

mer les attributs non discrétisés (i.e. possédant un seul inter-
valle). Cette réduction peut étre vue comme une étape de sélec-
tion des attributs explicatifs. A partir de la table binaire discré-
tisée et réduite, la construction du treillis de Galois ne nécessite
aucun parametre et permet 1'obtention d'une unique structure de
graphe. La table étant réduite, le min et le max du treillis sont
respectivement L = (0,0) et T = (#,A); cette réduction
empéche d'avoir des attributs redondants. Lorsque deux objets
de classes différentes ont la méme signature (ie. faux positif), un
critere d'arrét reposant sur l'absence de création de nouveaux
intervalles permet de stopper la discrétisation. La table [3] pré-
sente les étapes de discrétisation, réduction et binarisation d'une
table de données continues contenant 10 objets; 4 attributs a, b,
c, d et le label de classe C de chaque objet.

L'étape de classification de nouveaux symboles consiste ensui-
te a naviguer dans le treillis de Galois a la maniere d'une navi-
gation dans l'arbre de décision. Plus précisément, il s'agit, a par-
tir du concept minimal', de progresser pas-a-pas d'un concept
vers un successeur immédiat selon un criteére de choix paramé-
trable par l'utilisateur. Ce critere permet pour le concept courant
de sélectionner un concept parmi ses successeurs en fonction
d'une mesure de distance entre les attributs du symbole a recon-
naitre et les intervalles proposés par les concepts successeurs.
Trois criteres déterministes sont proposés dans Navigala [9]. La
navigation se poursuit jusqu'a atteindre un concept final. Ce

1. Le concept minimal d'un treillis de Galois est le concept noté

L =(0,0).

4- Table réduite binarisée

concept final permet d'attribuer une classe au nouveau symbole
a classer, puisqu'il contient un ensemble d'objets appartenant
tous a la méme classe.

3. Treillis dichotomiques

3.1. Définitions

Les treillis dichotomiques que nous introduisons dans ce papier
se définissent par une propriété portée par la table:

Définition 1. Un treillis est dit dichotomique lorsqu'il est défini
pour une table réduite ou il est toujours possible d'associer a un
attribut binaire y un ensemble non vide Y d'attributs binaires
(avec y ¢ Y ) tel que les attributs de {y}UY soient mutuelle-
ment exclusifs.

Au sein de la méthode Navigala, les données d'apprentissage
sont continues et discrétisées en plusieurs intervalles disjoints.
Ces intervalles sont donc mutuellement exclusifs dans la table,
et les treillis générés par Navigala sont dichotomiques.

La propriété principale des treillis dichotomiques est d'étre
V-pseudo-complémentés, c'est-a-dire que pour tout concept
(X,Y), il existe toujours un concept complémentaire (X',Y") tel
que:

X, VvX,Y)=T=(@®,A) 3)
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Proposition 1. Les treillis dichotomiques sont V-pseudo-
complémentés

Preuve. Pour montrer que tout treillis dichomique est Vv -pseu-
do-complémenté, considérons un concept quelconque (X,Y)
d'un treillis dichotomique. Il s'agit de montrer I'existence d'un
concept complémentaire a (X,Y). Considérons un attribut
binaire quelconque y de Y, et y un attribut complémentaire de
y appartenant A I'ensemble Y. Il s'en suit que les objets possé-
dant y, et ceux possédant y sont différents, ce qui se formalise
par g({yh) Ng({y}) =@. On considere alors le plus petit
concept contenant y qui, par définition, sera le concept
(g(e({y}h),2({y})) dont I'ensemble des attributs est ¢({y}). On
déduit de la définition des fonctions fet g que g(0({y})) = g({I}),
et que X C g({y}). Etant donné que g({y}) N g({7}) =¥, on
peut alors en déduire que X N g(p({y})) = ¥. Par conséquent,
(X,Y) Vv (g(e({yD).e({¥)) = (D,A), etle concept (g(¢({y}),
©({>})) est un concept complément de (X,Y), ce qui prouve la
V-pseudo-complémentarité du treillis. a

Une table dichotomique est définie dans [8] par 1'existence d'un
unique attribut complémentaire y pour tout attribut binaire y. La
propriété d'unicité étant ici ajoutée a celle de complémentarité,
ceci signifie que tout objet possede soit I'attribut y, soit son com-
plémentaire y. Ainsi, la table [2] est une table dichotomique.

Il apparait clairement que tout treillis issu d'une table dichoto-
mique est un treillis dichotomique, alors que 1'inverse n'est pas
toujours vrai. Plus précisément, ces treillis sont VV-complémentés,
i.e. ils sont V-pseudo-complémentés et vérifient en plus la pro-
priété d'unicité du concept complémentaire : a tout concept on
associe un unique concept complémentaire. La V-complémen-
tarité est donc une restriction de la Vv -pseudo-complémentarité,
et nous pouvons établir le corollaire suivant de la proposition 1 :

Corollaire 1. Les treillis issus d'une table dichotomique sont
V -complémentés.

Il est possible de rendre une table dichotomique en ajoutant tous
les attributs complémentaires manquants. Le nombre d'attributs
dans la table peut alors doubler et le nombre de concepts du
treillis peut croitre de facon exponentielle.

Une comparaison structurelle [11, 12] entre le treillis issu d'une
table dichotomique et tout arbre de décision issu de cette méme
table, les arbres variant selon le critere de segmentation, a per-
mis d'établir le résultat suivant:

- toute branche maximale? de 1'arbre correspond 2 une chaine
maximale du treillis.
- toute chaine maximale? du treillis correspond & une branche
maximale de 1'arbre.

Dans ce papier, nous montrons que ce lien structurel fort entre
arbre de décision et treillis issu d'une table dichotomique est

2. Une branche maximale est une section de I'arbre partant de la racine
allant jusqu'a une feuille et contenant tous les neeuds intermédiaires.

3. Une chaine maximale est une chaine du diagramme de Hasse du treillis
inclue dans aucune autre donc partant du concept minimal allant jusqu'au
concept maximal et contenant tous les concepts intermédiaires.

maintenu pour les treillis dichotomiques. D'ou une extension de
ce résultat ainsi que ses retombées dans un contexte de classifi-
cation utilisant des attributs explicatifs continus comme par
exemple Navigala.

Notre approche est néanmoins différente de celle de [11,12].
Nous établissons les liens structurels entre arbre de décision et
treillis dichotomiques de la facon suivante:

- Tout arbre est inclus dans le treillis dichotomique
- Le treillis dichotomique est la fusion de tous les arbres (variant
selon le critére de division)

3.2. L'arbre est inclus dans le treillis

L'inclusion de I'arbre dans le treillis est vérifiée dans le cas
général et non pour les seuls treillis dichotomiques. C'est une
conséquence immédiate de la propriété de fermeture d'un
treillis.

Nous associons a chaque nceud de 1'arbre de décision un unique
concept dans le treillis en utilisant 'opérateur de fermeture.
Considérons un nceud n de l'arbre, et 1'ensemble des attributs
binaires Y, proposés depuis la racine jusqu'a ce nceud. On asso-
cie alors au nceud 7 le plus petit concept contenant les variables
de Y,:

(gleY),o(Yy)) 4

12345678910
%]

34567810
b2

678910
a2

Figure 3. Inclusion de l'arbre de décision (en gras)

dans le treillis de Galois.

La figure 1 représente l'arbre de décision associé aux données
de I'exemple. Comme le montre la figure 3 1'arbre (en gras) est
inclus dans le treillis; on peut noter que tous les nceuds de
I'arbre de décision sont présents dans le treillis via une opéra-
tion de fermeture et les branches de 1'arbre se retrouvent dans le
treillis par transitivité. Cette propriété se vérifie dans le cas
général.

Proposition 2. Tout arbre de décision est inclus dans le treillis
dichotomique, lorsque ces deux structures sont construites a
partir des mémes attributs binaires.

Preuve. Considérons un arbre de décision ainsi que le treillis
dichotomique issu des mémes attributs binaires. Comme men-
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tionné ci-dessus, a tout nceud n de 'arbre de décision accessible
par validation de I'ensemble d'attributs Y, on associe le concept
(g(e(Yy)), ¢(Y,)). Pour montrer que l'arbre de décision est
inclus dans le treillis, il s'agit alors de prouver les trois points
suivants :

1. Deux nceuds différents d'un arbre de décision sont associés a
des concepts différents :
Par 1'absurde, si deux nceuds n; et n, sont associés au méme
concept, alors p(Y,,) = ¢(Y,,). Ceci signifie que ce sont les
méme objets qui partagent les attributs de Y,,, et Y,,, ce qui est
en contradiction avec le fait que les deux nceuds n; et n,
soient deux nceuds différents de 1'arbre de décision.

2.8i deux neeuds sont ancétres dans l'arbre de décision alors
leurs concepts associés sont en relation dans le treillis :
11 est clair que si un neeud 7 est ancétre d'un nceud 7, dans
l'arbre de décision, alors Y, C Y,,. L'opérateur ¢ étant isoto-
ne, on en déduit que ¢(Y,,) € ¢(Y,,), et par conséquent que
les deux concepts (8(p(Yn,)).(Yn,)) et (g(@(¥n,)),0(Yn,))
sont en relation selon <.

3.A l'inverse, si deux neeuds ne sont pas ancétres dans l'arbre
de décision alors leurs concepts associés ne sont pas en rela-
tion dans le treillis :

Si un nceud n; n'est pas ancétre d'un neeud n,, il s'agit alors
de considérer les fils du plus petit ancétre commun a n; et
ny, et en particulier le fils n} ancétre de n; et le fils n)
ancétre de n,. Ces deux nceuds n} et n) existent par
construction de la table et il est clair que, n} et n} étant
fréres aucun objet ne peut avoir a la fois les attributs des
concepts associés, a savoir go(Yn/l) et cp(Y,lrl). Ce qui se for-
malise par g((p(Yn/l)) N g(cp(Y,,/z)) = (. Ensuite, n| étant
ancétre de n;, on en déduit que Y”l €Y, dou
<,0(Y,,rl ) € ¢(Y,,) par isotonie de l'opérateur ¢, et a l'inverse
g(go(Y,,/l)) D g(¢(Yy,)) par définition de g. On aura de méme
g(<p(Y,,/2)) D g(p(Y,,)) car n) est ancétre de n,. On en déduit
alors que g(p(Y,,)) Ng(e(Yy,)) =@, ce qui prouve que les
concepts associés aux nceuds 77 et n, ne sont pas en relation
selon <. a

3.3. Le treillis est la fusion de tous les arbres

La propriété de fusion se déduit quant a elle de la Vv-pseudo-
complémentarité. Elle est par conséquent propre aux treillis
dichotomiques et renforce ainsi les liens structurels entre treillis
dichotomiques et arbres de décision. Nous en donnons une
preuve constructive qui montre que tout sous-arbre d'un treillis
de Galois est un arbre de décision (ie. qui sépare les objets de
classes différentes). De cette preuve se déduit un algorithme
d'extraction d'un arbre de décision a partir d'un treillis dichoto-
mique.

Proposition 3. Un treillis dichotomique est la fusion de tous les
arbres de décision lorsque ces structures sont construites a par-
tir des mémes attributs binaires.

Treillis dichotomiques et arbres de décision

Preuve. Nous avons déja montré que tout arbre de décision était
inclus dans le treillis dichotomique construit & partir des mémes
attributs binaires. Pour prouver que le treillis dichotomique est
en fait la fusion de tous les arbres de décision, il suffit de mon-
trer que tout concept est susceptible d'appartenir a un arbre de
décision, ce que nous allons faire par construction.

Considérons un concept quelconque (X,Y). On construit alors
le sous-ensemble C de concepts du treillis contenant: le
concept (X,Y), un concept (X',Y’) complémentaire a (X,Y), le
concept minimal L, et tous les concepts finaux successeurs de
(X,Y) et de (X',Y'). L'existence du concept complémentaire
(X',Y') se déduit de la propriété de V-complémentarité du
treillis dichotomique. De plus, elle induit que ce sous-ensemble
C équipé de la relation < forme un arbre. On ajoute alors dans
l'ensemble C un nombre maximum de concepts du treillis
dichotomique de telle sorte que la borne supérieure de deux
éléments non comparables de 1'ordre partiel (C,<) soit le top
T. Nous obtenons ainsi par construction un sous-arbre inclus
dans le treillis dichotomique, contenant (X,Y), et dont les
feuilles, qui sont des concepts finaux, correspondent a des sous-
ensembles d'objets qu'aucun attribut binaire ne peut séparer, i.e.
des classes lorsque les données ont été discrétisées jusqu'a sépa-
ration des classes. Cet arbre peut donc étre considéré comme un
arbre de décision, ce qui termine cette preuve. d

Notons que le choix d'un seul concept parmi les concepts com-
plémentaires engendre un arbre de décision non complet car
certaines classes peuvent ne pas y apparaitre. L'obtention d'un
arbre de décision complet est cependant possible si plusieurs
concepts sont choisis. L'arbre de décision est alors complet et
non binaire.

L'algorithme ExtraireArbre permettant d'extraire un arbre
de décision a partir d'un concept du treillis se déduit naturelle-
ment de cette preuve par construction. Initialement appelé pour
le concept minimal du treillis, cet algorithme prend également
en parametre l'arité de I'arbre a générer, un critere de sélection
d'un nceud parmi un ensemble de concepts ainsi qu'un critere
d'arrét précisant s'il s'agit ou non d'une feuille (souvent la pure-
té du concept vis-a-vis de l'attribut a expliquer). L'arbre ainsi
généré sera défini a partir des mémes attributs binaires que le
treillis.

Différents criteres de sélection sont envisageables permettant
d'intégrer a la fois des informations statistiques (concept le plus
hétérogene,....), mais aussi structurelles (concept dont le sous-
arbre est de hauteur /largeur minimale/maximale). La table 4
présente le déroulement de 1'algorithme d'extraction d'un arbre
appliqué au treillis de la figure 3, cet algorithme permettant
d'obtenir l'arbre représenté en gras sur cette méme figure. Les
criteres de choix du concept successeur et du concept complé-
mentaire sont identiques : choix du concept contenant le moins
d'objets. L'algorithme débute sur le concept min L et s'arréte
lorsque les concepts successeurs ne contiennent que des objets
de la méme classe.

Dans une étude récente [3], un arbre de hauteur maximale est
extrait a partir d'un treillis quelconque. Ses taux de reconnais-
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Treillis dichotomiques et arbres de décision

sance améliorent ceux des arbres de décision générés par CART
ou C4.5 sur plusieurs bases, offrant ainsi des perspectives inté-
ressantes.

Nom : ExtraireArbre
Données : un treillis de Galois7 ; un concept (X, Y) du treillis ; un critere de
sélection Cr d’un nceud ; I’arité n de I’arbre & générer ; un critere
d’arrét S

Résultat: un arbre d’arité n inclus dan s le sous-treillis issu de (X, Y)

début

Initialiser un arbre de décision de racine r;

si le concept (X, Y) ne vérifie pas le critére d’arrét S alors

Calculer I’ensemble S ucc des successeurs immédiat s du concept (X, Y)

dans le treillis ;

Choisir un concept (X /, Y’) dans I’ensemble Succ selon le critéreCr ;

Initialiser avec 1’arbre résultat de

ExtraireArbre (T,(X',Y’),Cr,n,S) ’ensemble des fils de r avec

comm e proposition les attributs de Y'\'Y;

Calculer I’ensemble Compl des concepts complémentaires a (X, Y’)

dans le treillis ;

pour i allant de 1 a n faire
Extraire un concept (X ;, ¥;) de I’ensemble Compl selon le critere
Cr;
Ajouter I’arbre résultat de Extrairearbre (7, (X, Y;),Cr,n,S)
a I’ensemble des fils der, avec comm e propositio n les attributs de
Y \Y;

Retourner I’arbre de décision de racine r;
fin

4. Expérimentation

L'ensemble des expérimentations présentées ont été réalisées
avec la méthode Navigala sur la base de symboles GREC 2003
[1] (voir figure 4) qui sont des symboles issus de plans archi-
tecturaux.

Nous avons tout d'abord comparé les taux de reconnaissance
(figure 5) et les tailles des structures générées (figure 6) par
l'arbre de décision (CART [4]) et le treillis de Galois, sur un
extrait de 10 classes de la base GREC 2003. La base d'appren-
tissage était composée de 10 symboles et la base de test de 900
symboles. Les trois signatures statistiques: invariants de
Fourier-Mellin [7], R-signature (Radon) [21] et moments de
Zernike [22], ont été étudiées pour ces tests. Il s'avere que pour

0 ©O = o

Symboll.bmp ~ Symbol2.bmp  Symbol3.bmp  Symbol4.bmp  SymbolS.bmp

W X Jd g ==

Symbolé.bmp ~ Symbol7.bmp  Symbol8.bmp  Symbol9.bmp  Symbol10.bmp

Figure 4. Exemples de symboles de la base GREC 2003.

chacune des signatures, la reconnaissance par le treillis de
Galois est plus efficace que celle utilisant l'arbre de décision. La
taille de l'arbre de décision est cependant plus condensée que
celle du treillis de Galois (figure 6). En effet, la taille d'un arbre
est polynomiale en la taille des données alors que celle d'un
treillis est exponentielle dans le pire des cas, mais reste polyno-
miale en pratique dans les nombreuses expérimentations qui en
ont été faites [14]. A la différence de l'arbre, le treillis propose
plusieurs chemins de classification ou de reconnaissance, ce qui
lui apporte une certaine robustesse lorsqu'il s'agit de reconnaitre
ou classifier des données détériorées.

100
90
80
70
50 [ Arbre
50 [l Treillis
40+

304
204
101

0_

FM Radon Zemike

Figure 5. Comparaison des taux de reconnaissance obtenus
par l'arbre de décision et le treillis de Galois.

140
120
[ Etapes de
100 discrétisation
B Intervalles
80 discrétisés
60 O Noeuds de 'arbre
[ Concepts du treilis
40 de Galois
204
0_
Fourier-Mellin Radon Zemike
Figure 6. Complexités des structures.
Tableau 5. Comparaison génération du treillis entier/
a la demande.
Apprent. Classif. Nb. de concepts
Treillis
entier 430,2 sec 2 sec 3185
Génération
a la demande 0,5 sec 9,8 sec 282

Tableau 4. Déroulement de l'algorithme ExtraireArbre sur le treillis de la figure 3.

(X,Y) successeurs choisis (X',Y”)

complémentaires de (X',Y’) :(X;, Y;)

Classes

1 =(0,9)

(6,7,8,910; az) (12,3455 aic2)

(6,7,8,9,10;a2)

Plusieurs classes par concept
(1,2,3,4,55a1¢2)

(9,10 ;a2¢2)
(1,2;a1b1c2)

(6,7.8;ab:¢)
(34,5, m10202)

9,10;az¢2)
(1,2;a1b1¢2)

Une seule classe par concept

fin de l'algorithme
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Pour remédier aux problemes de la taille du treillis de Galois,
nous avons réalisé une extension de l'algorithme de construction
du treillis de Galois afin de ne générer a la demande que les
concepts nécessaires a la navigation dans le graphe. Ainsi 1'ex-
périmentation suivante (Tab. 5), réalisée sur un extrait de
25classes de la base GREC 2003, témoigne de I'apport d'une
telle extension. La base d'apprentissage était composée de
25 symboles et la base de test de 10 symboles. Le nombre de
concepts générés a la demande (282 concepts) est bien moins
important que la construction du treillis entier (3185 concepts),
et ce en effectuant le méme parcours de reconnaissance dans le
treillis. Les résultats de classification obtenus avec et sans géné-
ration a la demande sont donc identiques. La génération a la
demande présente donc l'intérét de garantir 1'obtention de taux
de reconnaissance identiques a ceux du treillis entier, tout en
réduisant la taille de la structure a générer. On remarque que la
méthode de génération a la demande augmente le temps néces-
saire a la classification du fait que le treillis est généré selon la
phase de classification.

Dans cette derniere expérimentation, nous présentons les taux
de classification obtenus par le treillis de Galois a partir de la
signature de Radon (donnant le meilleur taux de reconnaissance
lors de la comparaison avec 1'arbre de décision figure 5) et de la
signature structurelle développée dans [6]. Cette signature
structurelle integre une information complémentaire de celle
proposée par les approches statistiques telle que la signature de
Radon. Elle décrit 1'organisation spatiale entre les primitives
structurelles composant chaque symbole sous la forme d'un
graphe topologique. Cette information spatiale est extraite du
graphe topologique en calculant des chemins caractérisant des
sous-structures spatiales (carré, losange, triangle,... ) incluses
dans le symbole. Ces chemins sont disposés sous la forme d'un
vecteur de valeurs, qui est utilis€é comme signature par la
méthode Navigala. D'apres les taux de reconnaissance obtenus
(voir figure 7), la signature structurelle semble suffisamment
fiable pour étre utilisée conjointement avec des approches sta-
tistiques pour améliorer les résultats actuels. Cette combinaison
pourrait &tre mise en place par une reconnaissance hiérarchique
itérative ou la classification a une étape donnée serait raffinée au
cours de 1'étape suivante.

Le treillis de Galois offre des perspectives intéressantes pour la
reconnaissance d'objets détériorés. Dans ce cadre, sa structure

100
90
80
70
60
50

W Taux de
reconnaissance
40 (%)
30
20
10
0

Radon Structurelle

Figure 7. Comparaison des taux de reconnaissance obtenus
par le treillis de Galois selon la signature utilisée.

Treillis dichotomiques et arbres de décision

apporte une plus grande robustesse a la classification que celle
de I'arbre de décision.

5. Conclusion
et perspectives

Ce papier s'intéresse aux treillis de Galois utilisés dans la
méthode de reconnaissance de symboles Navigala, basée sur un
parcours dans un treillis de Galois, et plus généralement aux
treillis dits treillis dichotomiques.

Parmi les différentes utilisations du treillis en classification
supervisée, celle mise en place dans la méthode Navigala est
basée sur une navigation dans le treillis, navigation similaire a
I'utilisation classique d'un arbre de décision. Une telle naviga-
tion dans un treillis de Galois induit les mémes avantages qu'un
arbre de décision, a savoir la lisibilité du modele et la capacité
a sélectionner automatiquement les variables discriminantes
parmi un trés grand nombre de variables.

Notons cependant que la taille de 'arbre de décision est plus
condensée que celle du treillis de Galois, mais que pour atténuer
cet inconvénient le treillis peut étre généré a la demande en
cours de classification. A la différence de I'arbre, le treillis pro-
pose plusieurs chemins de classification ou de reconnaissance,
ce qui lui apporte une certaine robustesse lorsqu'il s'agit de
reconnaitre des données détériorées.

Dans ce papier, nous décrivons les liens structurels qui unissent
arbre de décision et treillis dichotomique en montrant que tout
arbre de décision est inclus dans le treillis, mais aussi que le
treillis est en fait la fusion de tous les arbres de décision. Du lien
de fusion nous déduisons un algorithme d'extraction d'un arbre
de décision a partir d'un treillis dichotomique. Nous donnons
également quelques résultats expérimentaux mettant en valeur la
similarité existant entre ces deux structures, ainsi que la plus
grande robustesse du treillis par rapport a l'arbre. Une perspecti-
ve envisagée de ces travaux serait de mener une étude compara-
tive de tous les arbres que 1'on peut extraire d'un treillis dichoto-
miques dans le but de comparer différents criteres de sélection.
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