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Noise Soustraction With Sinusoidal Inputs

Christine SERVIERE

Centre d'Etude des Phénoménes
Aléatoires et Géophysiques

BP 46,

38402 Saint-Martin d’'Héres Cedex

Chiistine Sewiére a obtenu en 1986 le dipldme d'ingénieur de IEcole
Nationale Supérieure des Ingénieurs Electriciens de Grenoble. Elle a
soutenu en 1989 une thése de Doctorat de [llnstitut National
Polytechnique de Grenoble sur la comparaison de méthodes de
soustraction de bruit appliquées a des signaux de sonars. Elle est
actuellement chargée de recherche au CNRS depuis 1990. Ses
domaines de recherche concernent le filtrage adaptdtif, application
des moments d'ordres supérieurs & la soustraction de bruit et la
séparation de sources.

D. BAUDOIS

Centre d'ftude des Phénomeénes
Aléatoires et Géophysiques

BP 46,

38402 Saint-Martin d'Héres Cedex

Cet article traite de ’estimation du gain complexe d’un filtre linéaire et
homogene dans le cadre de la soustraction de bruit, lorsque le signal utile
et la référence-bruit sont corrélés. Nous étudions le cas ol ces deux
signaux contiennent des composantes déterministes de méme fréquence.

La méthode classique consiste a déterminer un filtre lin€aire et homogene
qui, excité par la référence-bruit, fournit une estimation du bruit
perturbateur. Les parametres de ce filtre sont obtenus en minimisant un
critere quadratique entre la référence filtrée et la voie signal. Cette
approche est couramment appelée méthode (ou filtrage) de Wiener.
Malheureusement, dans ce contexte, son utilisation entraine une dégrada-
tion des performances de la réduction de bruit.

Dans ce travail, nous chiffrons ces pertes de performances, puis nous

This paper deals with the estimation of the complex gain of a linear filter
in a noise cancelling problem. We consider the particular case where the
useful signal and the noise-reference are correlated because they all
contain sinusoids of same frequencies.
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proposons deux méthodes permettant d’améliorer cette réduction. Ces
méthodes prennent en compte des informations statistiques d’ordre 1, 2
ou 3 issues d’hypotheses de décorrélation et d’indépendance des parties
aléatoires contenues dans les signaux.

Nous comparons les deux méthodes proposées en calculant les variances
des deux estimateurs. Les résultats analytiques sont validés par des
simulations.

MOTS CLES

Soustraction de bruit, identification de filtres, filirage de Wiener,
statistiques d’ordre supérieur

The classical method of Wiener filtering cannot be used correctly in this
context when signals are correlated. We first study the decrease of the
performances of the noise cancelling. Then we propose two methods
which both estimate exactly a linear filter, considering a noise soustrac-
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tion model. These methods use informations at order 1, 2 and 3 in KEY WORDS
frequency-domain. These informations take into account decorrelation
and independence hypothesis of random terms contained in signals. The
two methods are compared by computing their quadratic errors. Theoreti-
cal results are validated with simulations.

Noise soustraction, filters identification, Wiener filtering, higher order
statistics.

1. Introduction

L’extraction de I'information contenue dans un signal additivement bruité est un probléme trés classique en traitement du
signal. Nous nous intéressons plus particulierement au cas pratique oll nous avons acces a une référence-bruit corrélée au
bruit perturbateur. Ce probleme conduit a la définition du soustracteur de bruit. Il s’agit de construire un filtre 3 réponse
impulsionnelle finie (R.I.LF.) #”, qui excité par la référence-bruit, fournit une estimation du bruit perturbant additivement le
signal. Une approche classique consiste a déterminer %~ en minimisant un critere quadratique : il s’agit de la méthode de
Wiener.

Lorsque la corrélation entre la référence-bruit et le bruit perturbateur résulte de 1’existence d’un filtrage linéaire et
homogene (&), la méthode de Wiener revient en fait a identifier le filtre &#. Dans le cas plus général ol le transfert
F n’est plus linéaire, le filtre obtenu #~ est son approximant dans la classe des filtres linéaires (au sens de 1’écart
quadratique moyen minimal).

La méthode de Wiener conduit a des calculs simples utilisant des moments du second ordre (fonctions de corrélations ou
densités spectrales dans le cas de signaux stationnaires). Le filtre #” peut &tre caractérisé, soit par les coefficients de sa
réponse impulsionnelle, soit par ceux de son gain complexe.

La premiere méthode, qui consiste a renouveler I’estimation de la réponse du filtre pour chaque échantillon des signaux a
déja été largement étudiée. Elle conduit a des solutions maintenant trés connues, optimales de type Moindres-Carrés-
Rapides [1] ou Treillis [2] ou sous-optimales de type Gradient [3].

La seconde méthode consiste a renouveler ’estimation du gain complexe du filtre en effectuant des transformées de Fourier
de tranches temporelles de signal. Elle conduit aussi & des méthodes optimales au sens des moindres-carrés de type Wiener
[4] [5] ou sous-optimales de type Gradient [6].

Les performances de toutes ces méthodes de soustraction de bruit sont fondées sur les propriétés statistiques de la
référence-bruit : indépendance avec le signal a estimer et corrélation avec le bruit perturbateur. Malheureusement, en
pratique la référence observée est souvent corrélée avec le signal utile (présence de composantes du réseau 50 Hz par
exemple ou de raies harmoniques...). Dans ces conditions, 1’utilisation de la méthode de Wiener entraine une dégradation
des performances du soustracteur. En particulier lorsque le filtre & est linéaire et homogene la méthode ne conduit plus &
son identification. Celle-ci repose en effet sur la décorrélation entre la référence-bruit et le signal utile, ce qui n’est plus le
cas.

Dans une premiére étape, nous chiffrons donc cette dégradation entrainée par I’utilisation du filtre #".

Dans une seconde étape, nous proposons deux méthodes qui conduisent a I’identification du filtre % supposé linéaire et
homogene. Ces méthodes sont élaborées dans le domaine fréquentiel et utilisent des informations statistiques d’ordre 1, 2
ou 3. Nous comparons ensuite ces deux méthodes en calculant les erreurs quadratiques effectuées sur les gains complexes
des filtres estimés sur des durées finies et montrons que les informations a I’ordre 3 sont intéressantes pour des références
particuliérement bruitées. Ces résultats théoriques sont finalement validés par des expériences sur signaux simulés.

2. Estimation du gain complexe d’un filtre dans le cadre de la soustraction de bruit

2.1. PRINCIPE DE LA SOUSTRACTION DE BRUIT

Dans la suite, nous supposerons que les signaux sont a temps discret. Le signal utile s(k) n’est pas directement observé.
L’opérateur dispose d’une observation bruitée x(k) = s(k) + v (k). La soustraction de bruit est une technique utilisée
lorsqu’en plus de x(k), un signal r(k), linéairement corrélé au bruit perturbateur v (k) et indépendant du signal utile
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s(k) est également accessible. La soustraction de bruit revient alors a un probléme d’identification de filtre. Il suffit en effet
d’estimer le filtre réel & qui engendre le bruit v (k) & partir du signal r (k), appelé « référence-bruit seul » (fig. 1). Excité par
r(k), le filtre reconstruit ¥  fournit alors une estimation du bruit, v (k), qui retranchée a 1’observation x(k) donne une
estimation du signal utile, s(k).

s(k x(k)
o - ) . S (K
+ +‘ﬁ4/
-8
] v
' (k)
F
r(k
) ‘w
Figure. 1. — Schéma de principe du soustracteur de bruit.

Nous nous intéressons dans la suite, a I’estimation des parametres du filtre linéaire et homogeéne #~ qui excité par le signal
aléatoire r(k), supposé stationnaire au second ordre et centré, approche au sens de 1I’écart quadratique moyen minimal le
signal aléatoire v (k) (fig. 1). v(k) et s(k) sont supposés eux-mémes €tre stationnaires au second ordre et centrés.

2.2. FORME DE L’ESTIMATEUR DU GAIN COMPLEXE

~

Le filtre #  est un filtre discret A réponse impulsionnelle finie (RIF) caractérisé par les N valeurs de sa réponse
impulsionnelle w(0), ..., w(N — 1) ou par les N valeurs W(0), ..., W(N — 1) de son gain complexe W (n) calculées pour
les fréquences discretes ng, ny, ..., 1y _ | Obtenues par transformée de Fourier discrete (TFD) des échantillons de la réponse
impulsionnelle. Le vecteur w (i) est obtenu par le principe de la projection orthogonale :

N -1
(N I“v,‘(p)—Zw(i)F,.,.(pai)z(); O<sp=N-1,

i=0

expression dans laquelle T',,(p) [resp: T',.(p)] est la fonction d’intercorrélation entre r(k) et v(k) [resp: fonction de
corrélation de r(k)]. Dans les hypothéses classiques de la soustraction de bruit, s(k) et v(k) sont indépendants et centrés. Le
vecteur w(i) peut donc étre calculé par ’expression (2) qui ne contient que des quantités accessibles :

@) T,(p)~ Y wi)T,(p—i)=0: O=p=N-1.

i=0
En général, W (n) est approchée par :

Yo (1)

W) =
3 (n) Ty

olt v, (n) [resp: v, (p)] est la TFD de T, (n) [resp: T, (p)]. Les expressions (2) et (3) ne sont pas rigoureusement
identiques a cause de la périodisation effectuée par I’opération de TFD. Cependant, on peut choisir N suffisamment grand
devant le support du filtre & a estimer pour diminuer I’influence de la convolution circulaire effectuée par les TFD.
En pratique, cette approche probabiliste est difficile 2 mettre en ceuvre car nous avons rarement une connaissance sur les
moments statistiques I',.(p) et T, .(p). ’
Deux méthodes sont alors possibles. Dans la premiére méthode, 1’estimation de W (n) est obtenue en remplagant
Yer (n) et v,,(n) par leurs estimations :/x,.. (n)et Q/X,. (n) calculées a partir d’observations de durée finie T. Ainsi Pestimation
W(n) de W(n) sera définie de la maniere suivante :

<> /‘;xr (n)
(4 W) = ——.
) Y1)

- . . e N ,
L’adaptativité du traitement n’est assurée que si les estimations v,,(n) et v,.(n) de v, (n) et v,.(n) sont renouvelées au
cours du temps en tenant compte de tranches successives des signaux observés. Nous supposons avoir acces, 4 un instant
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donné, a L tranches adjacentes ou non, constituées chacune de N échantillons temporels ot N est égal a ’ordre du filtre
choisi (ou nombre de points qui définissent la réponse impulsionnelle du filtre). Nous utilisons la méthode du
périodogramme moyenné pour estimer v,,(n) et v,.(n), en introduisant un facteur d’oubli A pour tenir compte d’éventuelles
non stationnarités lentes des signaux r(k) et x(k).

(5) @A,,‘(n) :% z %)\Lq () B ()
§,.,.(12) :Ll— Z %hL_i R(n) R (n)

oll x'(n)et #'(n) sont respectivement les transformées de Fourier discrétes calculées a partir des N échantillons de la i-
ieme tranche temporelle des signaux x(k) et r(k) et ou #'(n) représente le complexe conjugué de #Z'(n).

Dans la deuxi®me méthode qui est une approche totalement déterministe, W (1) est vu comme minimisant un critére
quadratique déterministe :

YA X () = W) ().

Les deux méthodes conduisent en pratique au méme estimateur W\(n) @), (5).

Dans la suite, nous considérons le cas pratique ol le signal utile s(k) est corrélé a la référence dans la mesure ou les deux
signaux contiennent une ou plusieurs composantes déterministes de méme fréquence, provenant par exemple d’un méme
signal physique. Ces signaux ne sont plus centrés : 1’équation (1) est toujours exacte mais 1’équation (2) qui ne contient que
des quantités accessibles n’est plus vérifiée [7]. Dans le domaine fréquentiel, pour ces fréquences communes, la densité
spectrale de puissance d’interaction entre s(k) et v (k) n’est plus nulle. Le gain complexe W (n#) de #~ ne peut plus &tre
calculé par ’expression (3) qui, sans aménagement, ne tend plus vers F(z). Un nouvel estimateur doit donc étre cherché.

3. Cas de la présence de sinusoides dans le signal et la référence

Dans cette partie, nous modélisons les signaux en 3.1, puis nous étudions en 3.2 la dégradation des performances du
soustracteur entrainée par 1’utilisation de la formule (3) contenant seule des quantités observées x(k) et r(k). Nous
proposons ensuite en 3.3 et 3.4 deux méthodes permettant une identification exacte du transfert linéaire & entre les signaux
r(k) et v(k). La premiere méthode centre les signaux observés tandis que la seconde utilise des informations a I’ordre 3.

3.1. MODELISATION DES SIGNAUX

Nous supposons dans une premiere étape que s(k) [resp. r(k)] est la somme d’une sinusoide et d’un bruit aléatoire
stationnaire au second ordre et centré :

(6) s(k) = A, sin (2 mwk + &) + b (k)

(7 r(k) = A, sin 2 mwk + ¢,) + b.(k)

A;, A, b, et &, sont des amplitudes et des phases déterministes et inconnues, la relation de phase entre ¢, et

¢, restant inchangée au cours du temps. La fréquence w est a priori inconnue. Les bruits b, (k) et b,(k) sont supposés
indépendants et centrés.

Les signaux sont découpés en tranches temporelles adjacentes, chaque tranche contenant N échantillons. La transformée de
Fourier discréte de la iéme tranche temporelle est alors égale a

. G+ )N -1 _2‘".@
(8) Fy=" Y  [Asin @Qmok+d)+bK)le N,
k =iN

Soit (9) :

ej[d>_y+2nmiN+1r(N—l) (m_§>] sin l:"n-(m_% ) Nj'
sin [ﬂ(m-%)]
,j[¢.\.+21'rwiN+~n(N_[) (u,Jr#)]Sin |:1T(m+%) ]

SuE)

i AS

— €
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Dans cette expression, #!(n) est la composante fréquentielle d’un bruit aléatoire centré de densité spectrale de puissance
. n
sin |[m{w+ =) N
[ ( N ) ]
. n
sin |[m{w+—= } N
(o)

partie significative de la transformée de Fourier [n =0, ..., (N —1)/2].

moyenne vyb,(v). La fenétre de pondération centrée autour de — wN a trés peu d’influence dans la

Fi(n) et #'(n) ne peuvent alors étre approximés par :
p 1YY P

n

(10, Py %éi[¢.\,+zmiN+ﬂ(N1) (‘""%)] :: %:Eii; :% + B(n)
N

(1 ng(n)=;ej[¢"+2wN”(N—” (=8)] [w<m—% ) N] + Bln).

(o 2]

Dans le cas ou il y a plusieurs sinusoides de méme fréquences w,, ..., wp dans s(k) et r(k), le modele proposé (10) et (11)
est encore correct si N est assez grand et si les différentes fréquences sont assez espacées. Chacune sera alors traitée de
maniere indépendante.

3.2 DEGRADATION DE LA METHODE CLASSIQUE

Nous cherchons maintenant a calculer la dégradation des performances du systéme soustracteur (3) pour les fréquences n

N R . N , v , o p ;
ol la fenétre de pondération n’est pas négligeable [cas d’une corrélation réelle entre & '(n) et

sin [’n‘ (w _ ) ]
. N
Z'(n)).
Le gain complexe du filtre W(n) a pour expression en supposant le filtre & linéaire :

E {X()Z'n)}
E {|2'm)|*}

. n
sin 'rr<w—— N

(12) W) =

11 se décompose en deux termes : I’un réalise la minimisation d’un écart quadratique entre ¥ (v)et Z'(v) tandis que 1’autre
est responsable de la dégradation du systeme.

CE(Cm @) A e " (o-%) N] 2.

(13) W (n) E (|2 (0]} 4E {|2'(m)|*} ‘ sin [ﬂ(w—%)]

L’erreur d’estimation qui en découle vaut alors :

E {(¥i(n) Z'(n)}
E {|2' )}

(14) e ()= | W) - ]ﬂ"(n)-

La puissance de cette erreur qui mesure la dégradation du systéme soustracteur de bruit s’exprime par :

(A, AT sin (:'n’(m —%) N] 2
16E{].@i(n)|2} sin [ﬂ(w‘%” |

(15) E {|e(m]*} =

Cette formule monire que la puissance d’erreur « résiduelle » est proportionnelle aux amplitudes des composantes
déterministes présentes dans les signaux et peut ne pas étre négligeable. La méthode d’estimation (3) est donc en général
inutilisable sans aménagement.
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3.3. METHODES PROPOSEES-ANALYSE PROBABILISTE

3.3.1. Espace des fréquences continues

Dans ce paragraphe, nous considérons les signaux dans les espaces a temps et a fréquence continus. Nous proposons deux
méthodes permettant I’identification exacte du filtre & supposé linéaire et homogeéne. Nous cherchons donc a évaluer le
gain complexe F(v) du filtre # (o@t » est la variable dans I’espace des fréquences continues) tel que ’on ait :

(16) xr(v) = L) + F@) + F(v) Z1(v)

ol x(v) est la transformation de Fourier du signal x(¢) de durée T.
Une premiére équation peut étre obtenue en faisant intervenir des moments d’ordre deux, c’est-a-dire en calculant la densité

spectrale de puissance d’interaction E { lim —%XT(V) Rr(v)}.
T

A, A,

(17) '\/X’.(V) = T

€ " s - wN)+e " ¥ 5 4 wN)] + F) y,, (v) .

Cette équation est obtenue en utilisant ’hypothese de décorrélation entre les parties aléatoires de Fp(v) et
A1 (v). Cette équation permet de calculer le filtre aux fréquences v différentes de N et — oN. Pour les deux autres
fréquences, une deuxidme équation est nécessaire. Elle peut &tre obtenue, soit en calculant le moment d’ordre 1 sous
I’hypothése de bruits aléatoires centrés, soit en calculant un moment d’ordre 3 sous I'hypoth&se de bruits aléatoires
indépendants et centrés.

A, y
(18) m(v) = Z (@ 8~ oN) — e /5w 4 wN)] + F) m,(v)

ol m,(v)estla trgnsformée de Fourier de E {x(¢)}. Cette quantité existe : elle est nulle pour la partie aléatoire stationnaire
et centrée et définie au sens des distributions pour la partie déterministe.

A : ; A, |2
(19) E [lim %XT(V) |%T(v)|2} - 2_ [ s - oN)— e 5w + oN)] H 5 l + yb,.(v)]
T J

.1
+FMWE {hm =R (v) | R (V)]
T > 0 T
Les moments d’ordre 3 existent : ils sont nuls en faisant 1’hypothése réaliste que les signaux aléatoires sont a densité de
probabilité symétrique ou sont définis au sens des distributions.
A |2

—2—' [B(v — wN) +3(v + wN)] + v, (v), on s’apergoit que nous avons deux inconnues : la
composante déterministe du signal s(¢) a la fréquence étudiée wN ou — wN et le coefficient du gain complexe que 'on
cherche F(v). Deux des trois équations parmi (17), (18) ou (19) forment donc un systéme linéaire de deux équations & deux
inconnues dont les coefficients ne dépendent que des quantités observées x(¢) et r(t). Les solutions sont les suivantes :

En remarquant que v,.(v) =

Y (WN) — m (oN) . m,(wN)
v, (N — [m,(wN)|?)

(20) F,(eN) =

(20) utilise les informations aux ordres 1 et 2.

v, (@N) . v, (@N) — E { lim %XT(wN) |.@T(mN)12} 7 (oN)

T- o0

1) Fy(oN) =
(v, (@N))? ~ i, (@N) E [ lim % Rr(wN) I%r(wmf}
T-

(21) utilise les informations aux ordres 2 et 3.
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m (wN).v,(oN) — E [lim %XT((»N) ]@T(wN)P}
T-
(22) F3(oN) =

m,(wN). v,(oN) - E {lim %—%T(wN) (@T(mN)P)
T~
(22) utilise les informations aux ordres 1 et 3.

On remarque que les expressions (20) et (21) sont identiques au filtre classique lorsque la moyenne statistique des signaux
est nulle (pas de corrélation entre le signal et la référence).

3.3.2. Espace des fréquences discretes

Nous proposons maintenant deux méthodes permettant 1’identification exacte dans les espaces a temps et a fréquences
discrets du filtre & supposé linéaire et homogéne. Nous cherchons donc a évaluer le gain complexe F(n) du filtre
& tel que pour chaque bloc temporel d’indice i on ait :

(23) X(n)=Ln)+Fn) R (n).

Une premicre equatlon peut étre obtenue en faisant intervenir des moments d’ordre deux, c’est-a-dire en calculant la densité
spectrale de puissance d’interaction E {x nR' (n)} a partir des équations (9) et (16).

; . n sin [7(w0-2 )N
[¢_,+27rwlN+Tr(N~1)(m—N):| [ ( N) ]

' ) A,
24) E{Z'(n) '(”)}zz;e ! [ ( S >]
174 77 s At | w — 2
N

Cette équation est obtenue en utilisant I’hypothése de décorrélation entre les bruits #/(n) et 8/(n). Pour chaque fréquence
n, nous avons donc deux inconnues : la composante déterministe du signal s(k) a la fréquence étudiée et le coefficient du
gain complexe que I’on cherche F (n). Une deuxiéme équation est donc nécessaire. Elle peut &tre obtenue, soit en calculant
le moment d’ordre 1 sous I’hypothése de bruits aléatoires centrés, soit en calculant un moment d’ordre 3 sous 1’hypothese
de bruits aléatoires indépendants et centrés.

25) E{Z(n)} __éiel[¢_\~+2‘rrwiN+Tr(N—l)(w_.l:‘_’_):I sin [w<w—_§_) N]
’ M 2]
(

sin [ﬂ w —

+E{Z'(m)y +FW)E{|Z ' (W)|*} .

+F(n)E{R'(n)}

)N]
S‘“[“(“’”ﬁ)]

+E{|2 )]’} + F()E{R ' (n)|R'(n)|?} .

Zl=

X . A Lo, 4 2miN 4 moN - oo
26 E{Zim|@ )|} = o Lo

Deux des trois équations parmi (24), (25) ou (26) forment un systéme linéaire de deux équations & deux inconnues dont les
coefficients ne dépendent que des quantités observées x (k) et r(k).

E{Z'(n). R (n)} —E{Z'(n)} .E{R'(n)}

(4D F(n) = - -
‘ E{|2 ()7} ~ [E{® ()} |

(27) utilise les informations aux ordres 1 et 2.
E{Z'(n). R ' (n)} .E{|R'(W|*} —E{Z' ()| R '()|*} .E{Z'(n)}
E{| 2 ()|*} —E{R (n)} E{R'(n)| R )|*}

(28) (Fy(n) =

(28) utilise les informations aux ordres 2 et 3.

E{Z'(n)} .E{|Z2')|*} ~E{Z ()| ()|*}

(29) Fy(n) = 4 — : —
E{#'(nm)} E{|Z'()|"} —E{R'W|R (M|}

(29) utilise les informations aux ordres 1 et 3.
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On remarque que les expressions (27) et (28) sont identiques au filtre classique lorsque la moyenne statistique des signaux
est nulle (pas de corrélation entre le signal et la référence).

Nous obtenons ainsi trois expressions rigoureusement équivalentes de F(n), a condition de connaitre les moments
statistiques des signaux. En pratique ceci est impossible. Nous nous intéresserons dans la suite a une analyse non
probabiliste oli les moments seront estimés en effectuant des moyennes sur des blocs temporels. Des précautions doivent
cependant &tre prises car les signaux ne sont pas ergodiques (présence du terme ¢ [2 mwiN] dans (10) et (11)).

3.4. METHODES PROPOSEES - ANALYSE NON PROBABILISTE

Développons les moments d’ordre 2, 1 et 3 (premiers membres des équations (24) (25) et (26)) en effectuant des moyennes
sur L blocs temporels. Nous obtenons les équations suivantes a deux inconnues dont les coefficients ne dépendent que des
quantités observées. On montre (annexe 1) que si L est assez grand et dans les conditions d’une fenétre d’observation finie,
les termes e1(n), €2(n) et €3 (n) sont faibles.

A o sin [w<w~£>N] Lo
o n(o-2)) AN

Lt —_ .
(30 %Zfr(n)@(n)——Je Y Fi(n)+

a8 o

+ F(n)% Y 12| + 1 (n)
i=0

Lilsrf(n);‘\s ifeemmv-n(o-f)] 5" [ﬂ<w-%) N] S

5 e +F(m) ¢ Z Ri(n) + £2(n)

1
L3 j in[7(a-2)]
N

(31)

Lol . s
= 2 (#(m)]
L

+ F(n)il: T R(n) |2 )+ 3).
i=0

Ces équations conduisent 2 trois estimateurs différents du filtre #~ identifiant le filtre &, calculés par (33), (34) et (35) en
supposant la stationnarité des bruits aléatoires sur L tranches.

L L L
RO UGN S AN W 20
(33) WII‘(I’I): i=1 i=1 i =
Ly i@mp-Lis @i
NLE N L,.;
1 & . 1 ¢ 2 1 & 2 1 ¢
L AR AOR S WERC] v Y Zin)| R (n) T Z 2'(n)
(34) Wh(n) = -
1 (1 (R (n)|* : Ly Ri(n )l S R(n)| R (n)|?
-I\_IE E i=zl " - N2 L izz:l L 1§1
1 & 1 & 1 &
NL Z Z'n)- i Z |«@ (n)[ -~ NL Z (”)|g (”)'
(35) \/N\Ij(n)——— 1 iil v li]:‘l :zl
N Y ') T Z (Z(n)|? —NL Z 92'(;1)|92'(n))2

Nous allons comparer les trois estimateurs proposés en calculant en 3.1 les erreurs quadratiques entre les filtres estimés par
(33), (34), (35) et le filtre réel F(v).
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4. Comparaison des méthodes proposées

4.1. CALCUL DE L’ECART QUADRATIQUE

Nous nous proposons de calculer I’erreur quadratique commise lorsque 1’on est proche de la convergence en effectuant des
développements limités au premier ordre des quantités estimées. Pour chaque méthode a comparer, ’estimateur se met
sous la forme suivante :

<+ N@m) N@) +38N@®n)
(36) W) =50 = Do + oD )

ol 3N (n) et 8D (n) sont les erreurs d’estimation commises par rapport aux numérateurs et dénominateurs théoriques des
expressions (27), (28) et (29) (§ 2-3-2). En supposant une durée d’estimation assez longue, les quantités 8N (n) et
3D (n) sont faibles vis-a-vis de N(n) et D(n). Développons I’expression (36) au premier ordre en prenant par exemple le
Logarithme de W () :

_ N(n)3D(n) . 3N (n)

3 3W = ~W == .
37 (n) = W (n) — Wn) DR, e

Nous avons supposé que sur chaque tranche d’indice i, on a (23) [filtre & linéaire] :
Zny=L " M)+Fn)R'(n) (23)

En examinant les équations (27), (28), (29), (33), (34) et (35), on remarque que les quantités N (n) et 3N (n) peuvent se
séparer en deux termes dont ’'un ne dépend que du signal s et I'autre que de la référence r.
38 N(n) = Ny(n)+ F(n) N.(n)

8N (n) = 8N (n) + F(n) 8N, (n).

D’apres (27), (28) et (29), et en utilisant ’hypothése de bruits aléatoires centrés, on obtient :

N,n) =0
(39) N,(n) = D(n)
3N, (n) =8D(n).

L’équation (37) devient alors :
3Ng(n)

(40) W(n) - F(n)~ 500

Les erreurs quadratiques des estimateurs 1, 2 et 3 sont alors calculées par :

3N§(n)
D)

(41) E{|W:(n) - F(n)|?} ==EH

2}
ol 8N§(n) est I’erreur commise en estimant les quantités sur L tranches temporelles de N échantillons. Nous supposerons
que les L tranches sont disjointes.
Le calcul de I’erreur quadratique (41) pour la méthode 1 est détaillé en annexe 2. Il conduit a:
1 i i
R EH OIS ERDIS
o7 2

(42) E{|Wi(n)-F,m)|} ~+

L Y (n)

Le calcul de I’erreur quadratique (41) pour la méthode 2 est détaillé en annexe 3. Il conduit 2 :

E{|6N§(n)|2}

(43) E{|WLn) - Fy(n)|*) =
{|Ws ) - Fym)|*} oy

161

Traitement du Signal —_— volume 10 - n° 2



R echerches
Soustraction de bruit en présence de sinusoides

N

ou :
1 i A\ i Ar\2 1 i 1 i
(44) E{|8N§<n)|2}sz{Ws(n)V}[(?) E{|®Bim)|"}+ <7> RI—zEz{lga,(n)P} +FE3{|.@,.(;1){2}}.

Le calcul de I’erreur quadratique (41) pour la méthode 3 est détaillé en annexe 4. Il conduit a:

E{|5N§(n)|2}
A, |2

2 'Y%aa,(”)

(45) E{|W5(n) - Fy(m)|*} ~

1 i Ar 2 i 1 i
E{|eNs(m)|*} ~ - E{|#/ (0]} [2( —2‘) E{#m[} +1_\I—4E2{l%(”)|2}] :

On remarque que l’erreur quadratique de I’estimateur 3 est toujours plus forte que dans le cas de la premiere méthode.
D’autre part, le dénominateur théorique de F;(n) (29) est proportionnel a A,/2. Cette méthode ne sera donc pas valable pour
tous les canaux de fréquence traités, ce qui la rend difficilement utilisable. Nous ne comparerons donc par la suite en 4.2
que les écarts quadratiques des deux premiers estimateurs proposes.

4.2. COMPARAISON DES ECARTS QUADRATIQUES

Le calcul de la transformée de Fourier discréte sur une durée finie entraine une erreur d’estimation sur les densités
spectrales. La relation entre la transformée de Fourier discréte et la transformée de Fourier du signal x(k), quand elle existe,
vaut [8]:

(46) Xin) = Jyﬂ.‘,’l"(v)H(n—v)dv
g
ol H(n — v) est la transformée de Fourier discréte de la fenétre de pondération utilisée. Dans le cas d’une fenétre naturelle :
H) = Sisli]n(?:i) ’
Alors :
NEIT R =g [ (R )

Supposons que les densités spectrales des bruits soient localement blanches autour de la fréquence considérée. L’intégrale
peut étre approchée en intégrant sur une plage correspondant 2 la largeur du lobe principal de la fenétre de pondération :

N ( sin (wvN) >2dv‘

1 T 1
47) NE{IEF m)°} = “/X(n)NJ prarp—

- I/N

Pour N = 64, 128 et 256, nous avons calculé I’intégrale numériquement avec un pas de 1/(128 %20 000). Le résultat est
quasiment indépendant de N. On obtient :

%E{lfl”"(n)lz} ~0.9y,(n).

L’erreur quadratique de la premiere méthode est alors :

1 092 'Y_g;.‘_(n)

/\L 2 L T
(48) E{|Wrn) —Fi(m)|"} = .

L’erreur quadratique de la deuxidme méthode est alors :

A, A,
1 ygax(n)[N2< —2- )4 0.9% vg (n) + < -2— )2 N 0.9> v () + yg,r(n)os“]

49)  E{|Wi() - F,n)|’} =
(49) {|Ws() - F,(m)|7} o
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Introduisons «, le rapport signal a bruit dans la voie référence au canal de fréquence .

4y

Ya,(n)

L’erreur quadratique de la méthode 2 est plus faible que celui de la méthode 1 lorsque :

(50) 0.9°+ «0.9%+a>0.9=<0.9

soit un rapport signal a bruit inférieur a — 7.5 dB.

Nous constatons donc théoriquement que la méthode 2 utilisant des moments d’ordre 3 est intéressante pour des signaux de
référence trés bruités, au prix d’un coit de calcul beaucoup plus important que la premiere méthode. Nous allons en 4.3
valider ces résultats par des simulations.

4.3. COMPARAISON SUR SIGNAUX SIMULES

Nous avons appliqué les deux méthodes précédentes a des signaux simulés. Le signal consiste en la somme d’une sinusoide
d’amplitude 1, de fréquence réduite 0.3 et d’un bruit blanc gaussien de puissance unité. La référence consiste, elle, en la
somme de la méme sinusoide (amplitude 1, fréquence réduite 0.3) et d’un bruit blanc gaussien de rapport signal a bruit o
variable dans la référence (de — 20 dB a 10 dB). Nous avons alors calculé la variance des estimateurs pour cette fréquence
en ayant pris soin de se placer au-dela de la durée d’apprentissage du filtre. Cet écart est moyenné sur 12 réalisations. Les
résultats sont présentés en figure 2. Aucun facteur d’oubli n’a été utilisé, étant donné la nature stationnaire des bruits.

o -20dB -10dB 0dB 10dB
Méthode 1 1E-8 2.2E-7 1.1E-6 34E-5
Méthode 2 6.4E-9 - 9E-8 22E-6 6.25 E-2

Figure 2. — Evolution de écart quadratique en fonction du rapport signal a bruit dans la référence.

Nous constatons donc que les performances de la méthode 1 sont supérieures a celles de la méthode 2 pour des rapports
signal a bruit supérieurs a 0 dB et inférieures pour des rapports inférieurs & — 10 dB lorsque 1’on se trouve proche de la
convergence. Ceci confirme les résultats théoriques obtenus au paragraphe 3-2. Nous remarquons aussi sur des signaux
simulés que ces résultats sont encore corrects pendant le temps de convergence du filtre. Nous avons tracé par exemple
pour chaque bloc temporel du signal trajté 1’écart quadratique pendant la durée d’apprentissage du filtre et le régime
permanent pour un rapport signal & bruit de — 10 dB (fig. 3). Cet écart est estimé comme précédemment. On remarque que

oal " ey ——r ———r———
i ~— methode 1 )
| — methode 2
-
0.8} e
W 3
&
§ 04 e
z
g ]
3
e2f -
}
o . b
0 50 100 150 200

TEMPS

Figure 3. — Evolution temporelle de ’erreur quadratique (rapport signal 2 bruit de — 10 dB).
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la méthode 2 est toujours meilleure (erreur quadratique plus faible) et que le filtre estimé converge beaucoup plus
rapidement. Pour un rapport signal a bruit de 0 dB (fig. 4), on remarque, comme prévu par la théorie, que la méthode 1 est
meilleure. Les transformées de Fourier sont calculées sur 64 échantillons, avec un taux de recouvrement de moitié. La
durée du taux de convergence est & peu prés de 50 blocs, soit 1 600 échantillons.

On peut, a titre de comparaison, évaluer I’erreur commise en utilisant le filtre de Wiener dans le cas précédent.
Considérons un rapport signal a bruit de 0 dB dans la référence, ’erreur quadratique commise (15) serait alors égale a
0.041.

L .— mathode

—_— methode 2

05 ~

ERREUR QUADRANIQUE

Figure 4. — Evolution temporelle de erreur quadratique (rapport signal 2 bruit de 0 dB).

5 o Conclusion

Cet article traite de 1’estimation du gain complexe d’un filtre linéaire et homogeéne en soustraction de bruit dans le cas d’un
signal et d’une référence corrélés par des composantes déterministes de méme fréquence. La méthode de Wiener classique
n’est plus valable sans aménagement car elle nécessite I’hypothése de décorrélation entre le signal et la référence. Nous
avons chiffré cette dégradation puis proposé deux méthodes d’identification de filtres utilisant des informations sur les
signaux aux ordres 1, 2 ou 3. Nous comparons ces deux méthodes en calculant les erreurs quadratiques des estimateurs des
filtres prés de la convergence en effectuant un développement limité. Nous montrons que l’information a I’ordre 3
(moments d’ordre 3 dans le domaine fréquentiel) peut étre intéressante en cas de référence fortement bruitée, au prix d’un
coiit de calcul plus important. Ces résultats ont &té€ validés sur des signaux simulés. Cette étude peut avoir des applications
pratiques en séparation de bruits de machines tournantes. Les méthodes proposées sont d’ailleurs actuellement appliquées
sur ce type de signaux.

Manuscrit re¢u le 13 décembre 1991.
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Annexe 1

Mise en ceuvre de 1’approche statistique.
Les équations (30), (31) et (32) sont obtenues en remarquant que :

1 "¢ 2m-uN
(1.1) T g
est proche de 1 dans une plage de valeurs de L adéquate pour I’estimation du filtre,

lL_ i Tl
(1.2) EZ Bl(n)e 2N

tend vers O lorsque L tend vers I’infini,
1 L-1 . 5 N
(1.3) E,»;o I.%’,.(n)le’ !

est proche de v4 (n) dans la plage des valeurs de L définie précédemment.

Démonstration de (1.1) :
(1.1) est obtenue en écrivant tout d’abord que N = M + a ou M est entier et — 1/2 < a < 1/2. Donc :

A(L) Z ZﬂwlN Z e/Zfria'

Si a vaut O (cas d’une sinusoide sur un canal de fréquence de la TFD) A(L) vaut 1. Dans le cas de bonnes connaissances a
priori sur la fréquence o (cas d’élimination de bruits de machines tournantes), le terme exp ¢/ >2™N) peut étre compensé sur
chaque tranche temporelle d’indice i. Dans le cas général, o est au maximum égal a 1/2 et cette borne est trop grande pour
considérer que A(L) est proche de 1 sur une durée assez grande. Calculons & '(n) et Z '(n) pour Kj canaux compris entre
M/N et (M + 1)/N. Il existe alors un canal Kj et un réel a tel que : ©N = M + Kj + a. En compensant le terme exponentiel
exp(j 2 wKji) sur chaque tranche d’indice i et pour chacun de ces K canaux, A(L) devient :

- 21110:
AL) = E g
ol & est au maximum égal a 1/2 K pour le canal Kj.
cm(L)
/7K
AL)=L1=¢
L s
1-¢ K

Si K est assez grand, w/K peut étre considéré comme infiniment petit et A(L) = 1. Ceci est vrai tant que L n’est pas trop
grand puisque L . A (L) est un terme borné. Par exemple, si K est égal a 128, A (L) est compris entre 1,01 et 0,99 quand L
est compris entre 55 et 120 blocs. Ensuite A (L) décrofit pour tendre vers 0 lorsque L tend vers 1’infini. Cet exemple montre
que la plage des valeurs oi A (L) est proche de 1 est suffisamment grande pour une estimation correcte du filtre, surtout
dans le cas pratique ou les signaux et le systtme 2 identifier ne sont que localement stationnaires sur une fenétre
d’observation finie. Les deux expressions précédentes permettent, pour toute valeur de K choisie, de savoir sur quelle
fenétre temporelle intégrer. D’autre part, on peut remarquer que plus K est grand et plus la plage des valeurs possibles de L
est grande.

Pour les autres canaux Kj, A(L) tend rapidement vers O : il y a alors décorrélation des deux signaux et les méthodes
proposées 1 et 2 conduisent au filtre de Wiener.
Démonstration de (1.2) :

L~-1
Montrons que B(L) = l 2 RBi(n) el 2N tend vers 0 lorsque L est assez grand, en particulier sur la plage précédemment

i=0
définie. B (L) peut s’exprimer de la maniére suivante :

(1.4) B(L)+— i Bi(n) 5 o 2TON _ i Bl (n) i o 2N

i=0 k#i = k=0
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Le bruit #/(n) étant centré,

. [ )
BL)~- 1 ¥ &l Y 7™
i=0

ki

si L est assez grand. Prenons le module carré de 1’expression précédente :

(1.5) |B(L)|2sE1§ EHOE

i=0

Z ejZ-mnkN 2

ki

On remarque que |B(L)| est borné par un terme qui tend vers O quand L est assez grand. Démonstration de (1.3):
(1.3) s’obtient facilement en remplagant |§ (n )l2 par la somme de la densité spectrale de b, (v) et d’une variable aléatoire
centrée, et en utilisant les résultats (1.1) et (1.2).

Annexe 2

Caicul de la variance de 1’estimateur 1.
Nous supposerons par la suite pour simplifier que » = wN, dans les annexes 2, 3 et 4.

2}
oll 3N} (n) est I’erreur commise en estimant les quantités sur L tranches temporelles de N échantillons. Le filtre exact est

calculé par (27). En supposant I’hypothése d’ergodicité des signaux aléatoires, les moyennes statistiques peuvent &tre
remplacées par des moyennes temporelles (2.2) lorsque N tend vers I’infini.

Les erreurs quadratiques des estimateurs 1, 2 et 3 sont calculées par :

8Ns(n)
D(n)

2.1 E{|W:(m) - F(n)|?} %E{

1 i R 1 i P
NE{Q’ (n).#'(n)} —NE{EK (n)} .E{2'(n)}

2.2) F,(n) = - —— 4 -
SE{IZ2' ™[} - [E{2 ()} |

On remarque que lbrsque les moments d’ordre 1 sont nuls (pas de corrélation entre le signal et la référence), on retrouve
I’expression du filtre de Wiener (12). Cette méthode est donc applicable pour tous les canaux de fréquence.

Calculons D’erreur quadratique obtenue par la méthode 1 par (2.1). Le dénominateur théorique de F;(n) (2.2)
D(n) vaut v4#,(n). La contribution du signal au numérateur estimé par (33) vaut :

(2.3) N§(n) = NLL y yf(n).g_?"(n)—ﬁ y y"(n).% Y #'(n).

i=1 i=1

En utilisant I’équation (10), on obtient :

. 1 L ' . 1L L
L - i . i _ i Lo i
Ng(n) N i; Bi(n)- BNUn) NL i; Bs(n) i [§ Bl (n)
NL(n) est 2 moyenne nulle donc 1’erreur commise 8N§ () vaut :
L 1 &L . . 1 &L . 1 L =
(24) BNS(n):N—EiZI .@S(n)'gr(’l)——ﬁ'ﬂigl .@S(n)'figl .@,.(n).

Chacune des sommes de (2.4) est 2 moyenne nulle et peut &tre considérée comme infiniment petite. Nous effectuons un
développement limité au premier ordre pour calculer ’erreur quadratique, soit :

1

L P
(2.5) 3N§(n) ~

Y Bi(n). Bl(n).
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Ce qui conduit & I'erreur quadratique suivante (2.6) en supposant les bruits aléatoires b, et b, indépendants entre eux et les

transformées de Fourier effectuées sur des tranches temporelles disjointes indépendantes.

E{(%é(n)m E{]@,{(n)f}

1
E{|Wt(n) - F (n)
{ ol =g Y3, (7)

Annexe 3
Calcul de la variance de ’estimateur 2.
Celle-ci est calculée par:

— dNL(n) |2

3.1 E{|W'(n) - F@m)|?} ~E i
3.H {IW" () ()|} D)

ol 8N§(n) est I’erreur commise en estimant les quantités sur L tranches temporelles de N échantillons. Le filtre exact est
calculé par (28). En supposant I’hypothe¢se d’ergodicité des signaux aléatoires, les moyennes statistiques peuvent étre

remplacées par des moyennes temporelles (3.2) lorsque N tend vers ’infini.

LE(Z ) BTy} -E{| R0 —ﬁl—z-E{L?l“i(n)lg?'(n)lz} E{Z'(n)}

(3.2)F,(n) = - . —— - .
e E{| R (|*} ) - ﬁE{ge'(n)} E{Z'(n)|R'(n)|*}

On remarque que lorsque les moments d’ordre 1 sont nuls (pas de corrélation entre le signal et la référence), on retrouve

I’expression du filtre de Wiener (12).

Calculons lerreur quadratique obtenue par la méthode 2 par (3.1). Le dénominateur théorique de F (n) (3.2)

D(n) vaut vy .@ (n). La contribution du signal au numérateur estimé par (34) vaut :

L

(3.3) @m=

Zlﬂ()l

1:1 r:l i=1

En utilisant I’équation (10) et en supposant pour simplifier que n = N, on obtient :

. A, .
(3.4) Fim =57 IN+ Bi(n)

A

. A, :
(M)%MH( ; )[1Z@M)@MP—ZQW)—Z%W4

i=1 i=1

Bi(n)- Bl(n)

+
>
aQ

i

s
Zj~
—
-
-
f"l"‘

%w@m»%zﬁmﬂ

i i=1

e

L
i 1
T &m-g

L L
hHETGIETBIEES A |wm@

t"‘l
qu

[1Z%mmmn Z@m%—Z@MWM)—ZWMH]

i=1 1—] = i=1

NL(n) est 2 moyenne nulle donc I’erreur commise N5 (n) vaut :

(3.6) Ni(n) = Ni(n).
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Nous effectuons un développement limité au premier ordre pour calculer ’erreur quadratique, soit :
A e_l‘b
37

L | A et
)%2 (). Bin) + ~ ‘[ S Bin)- | Bl

(3.7) d3Nk(n)~ ( 5

i=1
L

-1 3 A Bl @w]| - &

1

> Bi(n)- B/ E|Bl0)]’

Supposons maintenant que les bruits b, (k) et bg(k) sont gaussiens. Les transformées de Fourier de ces signaux le sont aussi.
On montre alors que leurs moments d’ordre 3 sont nuls. Il vient alors :

a9 ellonswl} = Le(aiml) [ (5) Bl@ol) + (5) Seaiwl) Lo (awl)].

Annexe 4
Calcul de la variance de ’estimateur 3.
Celle-ci est calculée par :
— 8NL(n) |2
4. L(n) — n L s
4.1) E{|{W"(n) - F(n)|"} EH D) }

ot 8NL(n) est I’erreur commise en estimant les quantités sur L tranches temporelles de N échantillons. Le filtre exact est
calculé par (29). En supposant I’hypothese d’ergodicité des signaux aléatoires, les moyennes statistiques peuvent €tre
remplacées par des moyennes temporelles (4.2) lorsque N tend vers I’infini.

LE(@im} -E{|# 0]} - §E{grf(n)1@"(n)|2}
4.2) F3(n) =

-I%E{g?i(n)} E{R0) - L E{R0)] 2 0]

Calculons Dl’erreur quadratique obtenue par la méthode 3 par (4.1). Le dénominateur théorique de F;(n) (4.2)

)

D(n) vaut — ¥4 ,(n). La contribution du signal au numérateur estimé par (37) vaut :
L 1 - { 1 L i
4.3) Ny =7 & S T (Rl - z )| R )

| i=1 l<]

En utilisant 1’équation (10), on obtient :

j b,

A, e L L &
4.4y Ni(n) = ( 5 )[ ; in)- B! (n)+f,-; @S(n).z.»g HB,(n)] +
ATl 1k L .
" 2j N [Eizl .@S(n)i’_,ezl r(n) =Z (n) ‘@f(n)]

L L
+_1_[_iz Bin)- |Bim)| +%233(n) —Z l@(”)l]

1 i=1 i=1

I/\T\'g (n) est 2 moyenne nulle donc V’erreur commise 3Nk (n) vaut :

(4.5) SNk (n) = Ni(n).
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R echerches
Soustraction de bruit en présence de sinusoides

Nous effectuons un développement limité au premier ordre pour calculer I’erreur quadratique, soit :

L A& 1 & g i Atk i i 1 & o PN
(4.6) 8Ns(n>~—( 57 )ﬁii;”s(”)%(’““ 27N L B0 B~ 3 i) E{| B0}
1 i Ar\2 ; 1 ;
@7 E{|3Ns(n)|*} ~ - E{|#/(m)]"} [z(—z— ) SE{|8im]%} +ﬁa2{|ga,l<n)|2}] :

On remarque que I’erreur quadratique est toujours plus forte que dans le cas de la premiére méthode. D’autre part, le
dénominateur théorique de F;(n) (29) est proportionnel a A /2. Cette méthode ne sera donc pas valable pour tous les canaux
de fréquence traités, ce qui la rend difficilement utilisable.
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