SOUSTRACTION DE BRUIT

Avant-propos

Francis CASTANIE (*)

L’ouvrage présenté par les auteurs vient tenter une
synthése nécessaire entre les trés nombreuses métho-
des de soustraction de bruit.

Ces méthodes sont originaires de domaines thémati-
ques trés variés : optimisation classique en Moyenne
Quadratique dans le cadre stationnaire (filtre de
Wiener standard), méthodes adaptatives, filtrage
optimal (filtre de Kalman), etc. En ce sens, le travail
effectué¢ dans cet ouvrage est d’une grande utilité
pour la communauté du Traitement du Signal.

Le lecteur de la revue y trouvera une vision synthéti-
que et surtout comparative de ces méthodes, qui ne
Iui sont pas familiéres, en général, dans leur totalité.

Il est clair qu'une telle analyse, appliquée a un sujet
aussi vaste et aussi ancien (sinon plus) que le
Traitement du Signal lui-méme, ne peut prétendre a
une compléte exhaustivité ; mais le « pannel » de
méthodes choisi par les auteurs est trés complet et
trés représentatif des tendances actuelles de notre
discipline.

Dans la premiére partie, la problématique du filtre
de Wiener classique est rappelée, de fagon claire et
simple. Cette simplicité se fait quelque peu au
détriment de la totale prise en compte des hypothe-
ses de validité ; en particulier les cas singuliers ne
sont pas évoqués, de méme que le cas d’une
cohérence partielle.

La deuxiéme partie aborde ’aspect estimation de la
méthode précédente ; certains lecteurs pourront étre
en désaccord sur ’emploi du terme « adaptatif » qui
n’est peut-étre pas utilisé dans son acception habi-
tuelle. On relévera que la présentation adoptée
pourrait entrainer une confusion regrettable entre la
nécessité d’introduire un facteur d’oubli et le carac-
tére éventuellement non stationnaire du signal ; de
méme un certain flou demeure dans la définition des
transformées de Fourier directes des processus aléa-
toires : en toute rigueur elles n’existent pas, et leur
définition sur une tranche mériterait d’étre précisée.

Nonobstant ces remarques de détail, ’ensemble est
clair et didactique.

Dans les troisiéme et quatriéme parties, les estima-
teurs récursifs sont présentés, soit sous leur forme
optimale, soit sous leur forme gradient. Le parti-pris
des auteurs est de présenter en parallele les formula-
tions temporelles et fréquentielles: ceci est trés
intéressant, et permettra au lecteur d’avoir une
vision d’ensemble de ces méthodes, qui ne voisinent
pas en général dans la littérature. On doit cependant

(*) Directeur du Laboratoire d’Electronique de 'ENSEEIH,
Toulouse.
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relever des imprécisions dans les parties théoriques :
par exemple, la notion de «canal de fréquence »
reste assez vague, la distinction entre I’algorithme du
gradient (réservé ici au gradient a pas décroissant) et
I'algorithme de Widrow (réservé ici au gradient a pas
fixe) n’est pas acceptée par tous. Il manque siirement
aussi quelques éléments de démonstration sur les
algorithmes fréquentiels, qui auraient aidé le lecteur
plus familier des formulations temporelles.

De la quatriéme a la septiéme partie, les auteurs
s’intéressent aux algorithmes rapides associés aux
différentes méthodes : Fast-Kalman, FAEST, FTF,
formulation en treillis. Leur souci de clarté et de
concision est évident, et trés méritoire, dans un
domaine ou le nombre des algorithmes et de leurs
variantes est trés grand, et ou il est usuel de donner
des noms différents a de subtiles variations des
mémes algorithmes. Le choix des algorithmes pré-
sentés est pertinent, et satisfera le lecteur a la
recherche d’une synthése efficace. Cela se fait bien
sir un peu au détriment de I’exhaustivité : on ne
traite pas ici d’algorithmes en racine carrée, ni de
méthodes de stabilisation récentes pourtant citées en
bibliographie (e.g. Benallal ez a/.) qui auraient pu
étre utilement exposées. Les méthodes d’initialisa-
tion, si sensibles pour 'utilisateur débutant, ont une
place certainement insuffisante. Quant aux algo-
rithmes en treillis, qui sont en général pergus comme
« rapides », i.e. a complexité calculatoire plus faible
que les algorithmes transverses, ils auraient mérités
d’étre examinés tant sous cet aspect 1a que du point
de vue de leur procédure d’initialisation, dont il n’est
pas fait mention.

~La huitiéme partie rassemble des observations sur

I’ensemble des méthodes, qui sont plus la concaténa-
tion de remarques qui n’avaient pas leur place dans
les chapitres qu’une véritable synthése ; celle-ci est
du reste trés difficile 4 imaginer.

En conclusion, on doit relever tout d’abord que cet
ouvrage est le résultat d’un trés volumineux travail
de synthése, dans une bibliographie trés dispersée ;
cette tdche sera ainsi épargnée au lecteur, et cela
constitue en soi un résultat important pour la Revue.
L’analyse est conduite de fagon tres didactique, et en
général trés claire. Les aspects théoriques sont un

‘peu sacrifiés dans I'ensemble du document, et ’on

peut n’étre pas tout a fait d’accord sur les choix des
nécessaires omissions. Mais ces choix ont visiblement
été dictés par le souci permanent de clarté, qui
anime les auteurs tout au long de Particle. Il sera
slirement un guide trés utile pour le lecteur, dans la
jungle vraiment trés foisonnante des méthodes de
réduction de bruit.
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RESUME

Les auteurs ont effectué un large tour d’horizon des méthodes d’identification de filtres applicables a la soustraction de
bruit. La premiére partie du travail est consacrée 4 la présentation théorique, la seconde comporte I'algorithmique
correspondant aux grandes classes de méthodes d’identification et la troisiéme, enfin, présente une abondante
bibliographie.
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Référence-bruit ; RIF ; Kalman ; Filtres en treillis ; Algorithme du Gradient.

SUMMARY

A wide analysis of filters identification methods has been achieved. It emphasizes the peculiar noise cancelling application. The
first part of the paper is devoted to theoretical results ; the second part involves algorithms of main classes of identification
methods ; the third part consists of an abundant bibliography.

KEY-WORDS : Noise cancelling ; Filters identification ; Adaptive filters ; Adaptive estimation ; Wiener filtering ; Noise-reference ;
FIR ; Kalman ; Lattice filters ; LMS.
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Préambule

L’élimination de brouilleurs reconnus, présents sur
une ou plusieurs voies d’une antenne préformée
peut €tre abordée sous deux angles différents :

—- la soustraction de bruit ;
— la formation de directivité.

Depuis une vingtaine d’années, de nombreux travaux
ont été conduits, couvrant trés largement les domai-
nes de lestimation des signaux et du traitement
d’antenne adaptatif.

La présentation de ce travail comporte trois volets :

1. Le premier est un exposé général de I’estimation
d’un signal additivement perturbé, mettant 'accent
sur les particularités du traitement en présence de
« références-bruit-seul ».

Les raisons du choix du critére d’écart quadratique
moyen minimal étant données, les cheminements
qui, a partir de la formule de Wiener conduisent,
tant dans le domaine temporel que dans le domaine
fréquentiel, aux différentes approches du probléme
sont présentés.

2. 11 a paru utile de préciser sous forme synoptique,
les différentes formes de traitement, en s’attachant
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plus a la logique de leurs relations qu’a la chronolo-
gie de leur apparition.

Le diagramme synoptique comporte également :
— les renvois aux annexes ou le lecteur trouvera les
développements du ou des algorithmes de traitement
associés a chacune des méthodes ;

—— les coiits de calcul ;

— les renvois a la bibliographie (publications a
caractére fondamental).

3. Le troisiéme volet est la bibliographie qui a été
établie
— d’abord a partir :
e de la base de données INSPEC (accés CEDO-
CAR)
e des actes de colloques du GRETSI
o des actes des conférences IEEE (particuliére-
ment ICASSP)
— puis, a partir des publications citées par les
premiéres.

Ainsi, sans prétendre a un résultat exhaustif, il nous
a semblé avoir «ratissé » finement le domaine
concerne.
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Principales notations utilisées

Espace bruit

Bruit perturbateur
(bruit a éliminer)
Estimation de V (k)
Observation vectorielle
réalisée 4 I'instant &k
Filtre estimant V (k)
Coefficients de la

réponse impulsionnelle
du filtre W~
Filtre générateur de

V (k) a partir de b(k)
Gain complexe du filtre
F

Gain complexe du filtre

Estimation a [Iinstant

Jj de H(v)
Erreur quadratique
déterministe cumulée

sur I’estimation de V (k)
Erreur quadratique sta-
tistique sur [’estimation
de V (k)

Signal utile

Signal estimé
Observation bruitée
[X(k) = S(k) + V (k)]
Matrice d’autocorréla-
tion de I'observation Y
Vecteur d’intercorréla-
tion entre VetY
Vecteur d’intercorréla-
tion entre X et Y
Référence bruit seul sca-
laire dans le cas ou
Y, (k) =b(k-p)
Estimation a [linstant
Jj de W

Estimation a [linstant
J de Lyy, Lyy, Ixy

Traitement du Signai

Z;(v), bj(v), ¥ ;(v)

Z;(v)*, (¥, ¥V (n)*
K;
GO)

b

r&G)
rn()
Ay

B?N]

Ed(j +1)
Er(j +1)
edy( + 1)
edy(G + 1)
ern(j + 1)

ErN(j + 1)
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Transformées de Fourier
des tranches temporelles
de rang j de X(k), b(k),
V(k)

Complexes conjugués de
ij("), b/(")a Vj(v)
Matrice gain
(K, = [T4y]™")

Gain de Kalman [écrit
par la suite Gn(j)]

Observation b(),
b(] - l)a oo
b(Gj—-N+1)

J
Z b(‘[)éq_l[N]
qg=0

j
z b(q — N)Qq[N]
q=0

Coefficients du prédic-
teur direct d’ordre N de
b(G+1)

Coefficients du prédic-
teur rétrograde d’ordre
Nde b(j —-N+1)
Erreur cumulée de pré-
diction  directe sur
bG+1)

Erreur cumulée de pré-
diction rétrograde sur
b(j —N)

Erreur de prédiction
directe d’ordre N a priori
sur b(G + 1)

Erreur de prédiction
directe d’ordre N a pos-
teriori sur 6(j + 1)
Erreur de prédiction
rétrograde d’ordre N a
priori sur 5(j — N + 1)
Erreur de prédiction
rétrograde d’ordre N a
posteriori sur

bG—-N+1)
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Estimation adaptative d’un signal
en présence d’une référence bruit seul

Premiere Partie

CADRE THEORIQUE :
ESTIMATEUR LINEAIRE EN MOYENNE QUADRATIQUE
FORMULE OPTIMALE DE WIENER

1. Introduction

Un des problémes majeurs du traitement du signal
est Pextraction de P'information contenue dans un
signal bruite.

Dans le cas de la soustraction de bruit, il s’agit
d’estimer le bruit perturbateur a I'aide d’une proce-
dure adaptative, puis de retrancher cette estimation
au signal bruité. On obtient alors a la sortie de ce
soustracteur une estimation du signal.

2. Hypothéses

\
Yol v
W
Fig. 1. — Observation effectuée a instant k.

Le bruit V(k) est supposé réel, scalaire, discret
[k = — o0, ..., + 00 ], stationnaire au second ordre
et centré, i.e. :

E{V(k)} =0 Vk
E{VKIV()} =Tywlk-j)
V (k) est non observé

Afin d’estimer V (k), c’est-a-dire d’estimer la valeur
du bruit parasite {V(k)} a l'instant k, on dispose de
N + 1 observations Yg(k), ..., Y (k) corrélées a
V (k). Cet ensemble constitue 'information disponi-
ble a 'instant k et sera appelé dans la suite observa-
tion vectorielle Y.

Les N + 1 composantes de Y, sont réelles, aléatoi-
res, stationnaires au second ordre, conjointement
stationnaires au second ordre et centrées.

Les intercorrélations E {Y,(k) Y, (k)} sont suppo-
sées connues. On se propose d’estimer le bruit
perturbateur V(k) a partir de la connaissance de
Y;.

Cela signifie qu’a linstant &, on dispose d’une
information vectorielle (& N + 1 composantes) nous
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permettant, au sens d’un critére a déterminer,
d’estimer V (k).

3. Estimation optimale

3.1. CHOIX DE LA FORME DE L’ESTIMATEUR

La dépendance entre V (k) et les différentes observa-
tions Yy(k), ..., Y n(k) est caractérisée par la donnée
des intercorrélations

E{V()Y,()} (p=0,.,N).

Cette information traduit le fait qu’il existe un
filtrage, éventuellement non linéaire, entre V et
chaque observation Y,. On peut alors toujours
définir un filtrage linéaire et homogéne équivalent
au second ordre, tel que les sorties des deux filtres
aient méme statistique au second ordre. On choisit
alors un estimateur linéaire. L’estimation V (k) est
obtenue par combinaison linéaire des N + 1 compo-
santes de Y,.

Fig. 2. — Estimation de V (k).

(1 V)= Y W, Y,(k)

ce qui peut s’écrire sous forme matricielle
©) V) = W'Y, = Y[ W
expression dans laquelle :

W= [Wo W, .. W]
YT = [Yo(k) Yi(k) . Y ()] .
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Les coefficients Wp sont supposés indépendants du
temps. On dit dans ce cas que lestimateur est
homogéne.

3.2. CHOIX DU CRITERE D’ESTIMATION

3.2.1. Approche déterministe

V (k) étant considéré comme un signal déterministe
[réalisation particuliére du signal aléatoire V (k)], on
calcule les coefficients du filtre qui minimisent
Perreur quadratique cumulée :

k

3) Rp= Y V() - V()HI*.

j=0

3.2.2. Approche statistique

. On utilise une approche Baysienne qui comnsiste a
minimiser I'écart quadratique moyen, appelé aussi
Risque Quadratique

O] Rg=E{[V(k) - V()T*} .

Le choix d’une fonction de colt quadratique est
souvent justifié par des raisons techniques (calculs
simples), mais également par des considérations
théoriques : il s’agit en réalité du critére de minimisa-
tion de la distance entre V (k) et V (k) dans 'espace
vectoriel des variables aléatoires.

3.3. RESOLUTION (APPROCHE STATISTIQUE)

Les coefficients Wy, ..., W \ sont tels que :

Rg = E {[V (k) — V(k)]*} est minimal

(i?(k) =YW, Y,,(k)) )

p=90

On peut :

o dRg
— soit écrire que W =0
— soit utiliser le théoréeme de la projection orthogo-
nale qui exprime que V(k) est la projection orthogo-
nale de V(k) sur Ulespace engendré par
[Yo(k), ... Y n(K)].

On obtient alors (N + 1) équations linéaires a
(N + 1) inconnues :

(5) E{[V(k)- V)Y, (k)} =0 ¢=0,.,N.

Vge [0, N]

En utilisant (1), il vient :

6) E{V(K)Y,(k)} = ¥ W,EB{Y,(k) Y, (k)}

qg=0,..,N.

Cet ensemble d’équations peut étre décrit a aide
d’un systéme matriciel. En posant :

— T qu(O) =E{V(k) Y, (k)} [intercorrélation
entre V (k) et Y (k) pour le retard nul},
— Ly y,(0) = E{Y,(k) Y,(k)} [intercorrélation
entre Y,(k) et Y, (k) pour le retard nul],
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Pensemble des (N + 1) équations (6) peut s’écrire :

@)

Py (0) o Py (0) W, Iyy,(0)
Ty, (0) ... Py v (0) W, _ vy, (0)
Iy (0) - Ty v (0) W Iy, (0)

Cest-a-dire: [yy. W = Iyy ou
[yy est la matrice de corrélation des observations

Y, (k). '

Lyy est le vecteur d’intercorrélation entre V(k) et
les Y, (k).

On peut écrire :

® Lvy = B{Y, Yi}

©) Lyy = E{V(Kk) Y;} .

Sous réserve d’inversibilité de Lyy, on obtient la
formule de Wiener

10 W = [Cyy]™ ' Dyy

Dans ces conditions, en remplagant dans (4) V(k)
par son expression {V(k) = Y Dyyl™! [VY}

(1Y R minimat = Tyy (0) — W7 Lyy .

4. Cas particulier important: utilisation

d’un seul signal d’observation

L’information disponible & linstant k& peut étre
obtenue a I’aide de N + 1 observations simultanées a
I'instant k (issues de N + 1 capteurs), mais le plus
souvent (pour des raisons de moyens) résulte de
I’observation d’un seul processus #(j) aux instants
j=k~-N, k-N+1,.., k-1,

Les formules précédentes sont modifiées, en posant
par exemple :

Yo(k) = b(k)
Y (k) =b(k—1)

Yy(k) = bk —N).

P’estimateur linéaire en moyenne quadratique est
un filtre classique — dit « transversal » de mémoire
N + 1 (i.e., constitué de N + 1 cellules) — (fig. 3)

b (k-1) b e-2) F———o s

Wo Wy W,

e

v (0
=

Fig. 3. — Estimation de V (k) a partir dun seul signal observé.
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Dans ces conditions :
E{V(k)Y,(k)} =E{V(K)bk-q)} =Tyw(q)
E{Y, (k) Y, (k)} =E{b(k~p)b(k~q)}
=Ty —9q)
T (0) Tpp (1) .. T (N)

1>

I_:YY = I;bb

Iy (0)
(matrice d’ordre N + 1)
L'y, (0)

Fb[;.(.N)

>4

I:VY = I:Vb .

Ty, (N)

5. Mise en ecuvre

L’utilisation de la formule (10) nécessite la connais-
sance de L[yy et de [yy.

Lorsque les connaissances a priori ne permettent pas
de modéliser ces deux quantités, on est conduit a les
estimer & partir de mesures.

L'yy peut étre estimé puisque les Y, (k) sont obser-
ves.

En revanche I’estimation de ['yy nécessite I"observa-
tion de V, ce qui n’a pas de sens, puisque la méthode
présentée a précisément pour objectif son estima-
tion !

Le probléme est résolu expérimentalement si ’obser-
vateur dispose d’une N + 2-iéme observation scalaire
X(k) réelle, telle que

X(k) = S(k) + V(k) .

S(k) est dans le cas de la soustraction de bruit, l¢
signal utile recherché.

L’estimation V(k) de V(k) retranchée a X(k)
fournit alors une estimation de S(k).

S(k) est aléatoire, scalaire, réel, stationnaire au
second ordre et centré (de fonction d’autocorrélation
TssG))-

S(k) est statistiquement indépendant de V (k) et des
Y, (k).

En résumé, I'observation de {V} est constituée de
N + 2 quantités scalaires Yy(k), Y (k), ..., Y n(k),
X(k).

Les liaisons statistiques de chacune d’entre elles avec
V (k) se traduisent différemment :

— par leur corrélation avec V (k) dans le cas des
Y, (k)

—— par le modéle analytique (observation additive-
ment bruitée) dans le cas de X (k), ce qui constitue
une information plus contraignante.

Dans ces conditions, en calculant le Risque Quadra-
tique vis-a-vis de {X} il vient:

E{[X(k) - V(k)1*} = E{[V(k) - V(k) +S(K)}}
=Rg+ E {[S(k)]z} +2E {S(k)[V(k) - V(k)]} .

Or E{[S(K)}’} =Tss(0) = Cte
E{S(K)[V(k) - V(k)]} =0.

A%ngi, _minimiser le Risque Quadratique /X revient a
minimiser Ry (Risque Quadratique /V).
Ayant de plus :

Lvy = E{V(k) Yi} = E{[X(k) - S(k)] Y,}
= E{X(k) Yi} — E{S(k) Y;}
= Ixy

puisque E {S(k) Y, } =0,
la formule de Wiener (10) peut étre écrite
(12) W = [[yy] ' Ixy-

Le schéma de la soustraction de bruit est alors décrit
figure 4

Fig. 4. — Modélisation de la (N + 2)-iéme observation.

Ce schéma peut étre contracté suivant la figure 5

Fig. 5. — Schéma de principe du soustracteur de bruit.

X (k) est appelé « Voie Signal » ou « Entrée Pri-
maire ».

Y, est appelé « Référence-Bruit-Seul » (ou « Entrée
Secondaire ») parce qu’indépendante de S(k) et
corrélée uniquement au bruit perturbateur V (k).

En définitive, la soustraction de V(k) a X(k)
conduit & I'estimation de S(k); le dispositif de la
figure 5 est appelé « Soustracteur de Bruit ».

6. Interprétation: la soustraction de bruit
vae comme un probléme d’identification de
filtre

Bien qu’il soit possible de traiter directement le cas
général, nous allons nous limiter pour l'instant au
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cas onn Y, résulte de 'observation d’un seul signal
h(j) aux instants j = k - N, ..., k (Partie 1, § 3).

S (k)

X Xk +

50

b p” Uik

Fig. 7. — Reconstruction de &
et estimation de S(k).

Fig. 6. — Construction de X.

b est alors appelé « Référence-Bruit-Seul scalaire »
et peut étre interprété comme Je bruit qui engendre
V par filtrage linéaire et homogene (fig. 6)

La réduction de bruit est obtenue en identifiant le
filtre & qui engendre V a partir de . Une fois
identifié ce filtre est reconstruit [filtre #7]. Le
résultat du filtrage de 5(k) par # constitue une
estimation de V (k) qui, retranchée a X (k), fournit
une estimation de S(k) (fig. 7).

Si Iidentification et la reconstruction sont parfaites

(ie.: W = F), alors
Vk) = V(k) et S(k)=S(k).

et la réduction de bruit est totale.

Deuxieme Partie

ESTIMATION ADAPTATIVE OPTIMALE
NON RECURSIVE

1. Généralites

L’utilisation de la formule (12) exige la connaissance
de Lyy et de [xy.

Lorsqu'un manque de connaissance a priori ne
permet pas de modéliser ces deux quantités, on
utilise des observations successives pour les estimer.
Soient i_j’w et @XY les estimations respectives de
[yy et [xy d Pinstant j (compte tenu des observations
réalisées aux instants 0, 1, ..., j).

On conviendra qu’on obtient l'estimation de W a
I'instant j (notée W) en remplagant I'yy et Iyy par
leurs estimations :

(13) W= [[4y] " Ty

Cette substitution ne conduit pas au systéme optimal
mais en pratique donne de bons résultats. De plus,
en utilisant les estimateurs ergodiques on retrouve
alors la solution optimale relative au critére détermi-
niste (Partie 1, § 3.2.1)

(14) Ly = z Y, Y]
p=0

(15) By = § X@) YT
p=0

En réalité, I’estimation de Lyy et de Iy nécessite
une division par j + 1 des expressions (14) et (15).
Celle-ci n’est pas effectuée, puisqu’elle n’est pas
utile lors de Vexploitation de la formule (13). (Les
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formules (14) et (15) ne font pas intervenir de
moyennage exponentiel.)

Lorsque les conditions de stationnarité ne sont plus
respectées, les estimations doivent étre réalisées sur
des durées finies, ce qui peut étre obtenu en
pondérant les différents produits intervenant dans
les expressions (14) et (15).

2. Estimation adaptative temporelle non

récursive : le Corrélofiltre

Dans le cas ou Y, constitue une séquence blanche
normée (i.e. [yy = I) la formule de Wiener (12)
s’écrit :

(16) W =TIxy e W,=E{X(k)Y,(k)}.

Le poids W, est égal a lintercorrélation entre
X(k) et Pobservation Y,(k). Il est estime a l'aide
d’un corrélateur.

Dans le cas particulier ou I’on ne dispose que d’une
Y

référence-bruit-seul scalaire b, blanche et normée,
ayant posé Y, (k) = by(k —p) (Partie 1, § 3):

W, = E{X(k) bo(k ~p)} = Tx(P) .

L’ensemble est appelé CORRELOFILTRE. Il est
constitué d’un corrélateur qui estime l'intercorréla-
tion entre les deux signaux observés by(k) et
X(k) pour des retards 0, 1,...,N, et d’un filtre
programmable 2 N + 1 coefficients, le p-iéme coeffi-

~ cient ayant pour valeur I'x, (p) (fig. 8).

Le corrélateur identifie la réponse impulsionnelle du
filtre & excité par 'entrée b,(k) blanche et normée.
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S (k)

|
Y Xky=S (K +VK

‘;(k)

[ CORRELATEUR
F
W =

by (k) - V(K
blanc normé wi

Fig. 8. — Principe du CORRELOFILTRE. Cas d’une référence-bruit-
seul blanche et normée.

A Tinstant j, les coefficients du filtre #~ sont tels
que :

/B o]
W = T, .

Lorsque la référence-bruit-seul n’est pas blanche, il
est nécessaire d’introduire en amont du corrélofiltre
un filtre blanchisseur normeur inversible 4.

Le corrélateur réalise alors [Iidentification de

B F (fig. 9).

S (k)

-+
X (k)

g |
'V(k)
CORRELATEUR |

(Wenticaonce B F )

b k) ] 5 Do (k)

blanc normé

Estmation de B F

Fig. 9. — Principe de ’ensemble blanchisseur-corrélofiltre. Cas d’une
« référence-bruit-seul » quelconque.

3. Estimation adaptative fréquentielle non
récursive : le Spectrofiltre

Le schéma de la figure 9 peut étre interprété dans la
représentation fréquentielle. Dans ce cas, le filtre
W est défini par son gain complexe H(v).

Le gain complexe F(v) du filtre & a identifier est tel
que:

17 Y (V) = F(¥) v (v)
s (V) et v, (v) étant respectivement la densité

spectrale d’interaction entre V (k) et b(k), et la
densité spectrale de puissance moyenne de b (k).

L’identification de & est réalisée en estimant :

Yvp (V) _ Yxp (V)

(18) FO) = You (V) a Yoo (V)

pour les différentes valeurs de v.

L’estimation H/ (v) du gain complexe H(v) du filtre
W est obtenue en substituant dans la formule (18)
aux valeurs vraies de vy, (v) et vy, (v) leurs estimées
calculées a l'instant j.

¥ (V)

(19) H@y)=_—""_"
' Yis (V)
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Un analyseur de spectre fournit I’estimation de
vxp(v) et de v, (v), puis le gain complexe ainsi
calculé est chargé dans un filtre. Pour cette raison
I’ensemble est appelé SPECTROFILTRE. En prati-
que, les estimations sont réalisées a partir d’un
découpage des signaux b(k) et X(k) en tranches
temporelles sur lesquelles sont effectuées des trans-
formées de Fourier.

Les estimations de vy, (v) et de vy, (v) peuvent étre
obtenues récursivement au moyen des formules
suivantes :

Yo (v) = ¥ ' (1) + ()b (v)]*
(20)
Voo (V) = ¥ ' (v) + b, (v)[B,(]* .

Dans ces expressions Z;(v) et b;(v) représentent
respectivement les transformées de Fourier de
X(k) et de b(k) évaluées sur la tranche temporelle
de rang j.

Un facteur d’oubli peut étre introduit dans les
formules (20) pour tenir compte des non stationnari-
tés des signaux.

Une caractéristique du SPECTROFILTRE, et d’une
maniére générale des méthodes élaborées dans la
représentation fréquentielle, est de travailler par
tranches temporelles (nécessité imposée par 'utilisa-
tion de la Transformée de Fourier Discréte T.F.D.).

Lrutilisation de la T.F.D. qui périodise a la fois en
temps et en fréquence demande quelques précau-
tions d’emploi. Le résultat du filtrage de b(v) par
H (v) est une convolution circulaire (et non pas une
convolution linéaire), ce qui entraine [Iapparition
d’un transitoire d’établissement a chaque début de
bloc traité (et d’un transitoire d’extinction a la suite
du bloc).

Ces transitoires ont a convergence une durée égale
au support de la réponse impulsionnelle du filtre

Deux méthodes permettent d’éliminer ces transitoi-
res :

— la premiere consiste a ne retenir que les estima-
tions significatives (donc situées dans le bloc, hors
du transitoire d’établissement) en travaillant sur des
blocs temporels se recouvrant partiellement. On
constate que les résultats s’ameliorent lorsque le
recouvrement (nombre de points communs a deux
tranches consécutives) augmente, cela au prix d’un
volume de calcul croissant avec le recouvrement.
Cette méthode est appelée « Méthode par Recouvre-
ment » (ou Overlap-Save-Method) ;

— la seconde dite « par addition de blocs » (ou

Overlap-Add-Method) consiste a calculer a I’aide de
la formule de filtrage

¥ (v) = W (v) b;(v)

2 N + 2 échantillons temporels de sortie, pour un
filtre ¥~ d’ordre N + 1, a partir de N + 1 échantil-
lons d’entrée, complétés par N + 1 zéros. Ainsi le
transitoire d’extinction d’un bloc et le transitoire
d’établissement du bloc suivant se compensent
mutuellement.
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Troisieme Partie

ESTIMATION ADAPTATIVE OPTIMALE RECURSIVE
1%¢ approche : FORMULE DE KALMAN

La mise en ceuvre des méthodes précitées nécessite
I’estimation de fonctions de corrélation ou de densi-
tés spectrales en tenant compte de I’ensemble des
échantillons X(b) et b(k).

Nous allons transformer ces méthodes en rendant
récursives ces estimations, ce qui va entrainer une
diminution importante du volume de calcul.

1. Estimation récursive temporelle

Les formules (14) et (15) peuvent étre écrites sous
forme récursive :

1) Dy =

=D

W+ YY)
(22) By = By' + XD Y,

En utilisant une formule d’inversion matricielle
(Woodbury) il est possible d’obtenir une relation
récursive pour calculer W-.

Ce calcul est développé dans I'annexe A (expressions
(23), (24) et (25)).

Les coefficients du filtre #  évalués a linstant
J sont calculés a l'aide de la formule

(26) W =W-'"4 K Y[X(G)- YW

Cette formule est souvent appelée Formule de
Kalman par analogie avec le filtre de Kalman dont la
structure algorithmique est identique.

Elle exprime le fait que les coefficients du filtre
évalués a linstant j — 1 sont corrigés linéairement
par une quantité proportionnelle a la nouvelle
information issue de Il'observation effectuée a
I'instant j.

Cette nouvelle information [X(j) - Y] W/~'] est
I'innovation a l'instant j. Elle est égralement Perreur
d’estimation a priori, le terme Y; W/ ~' étant le
résultat du filtrage des données Y, mesurées a
Iinstant j par le filtre #  évalué¢ a [linstant
j—-1

La matrice K;, qui est égale 4 I'inverse de i_:fYY est
calculée récursivement par la formule (24)

(annexe A)
K YY) K,
(24) 1=<j=1=<j71_-11; il
1+Y K1Y

Cette expression fait intervenir des produits de
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matrices d’ordre (N + 1), ce qui entraine des
complexités de calcul d’ordre (N + 1)? plus faibles
que lors de Pexploitation directe de la formule de
Wiener {I'inversion d’une matrice d’ordre (N + 1)
implique une complexité en (N + 1)°}.

La quantit¢ G(j) = K; Y; est souvent appelée Gain
de Kalman.

Cet algorithme converge en moyenne quadratique
vers la solution optimale de Wiener donnée par

(12):
ie.: lim E{”V_V/—WHZ} =0.

Jj—o

2. Estimation récursive fréquentielle

Des algorithmes récursifs définis dans la représenta-
tion fréquentielle ont également été développés. Ils
sont établis en combinant les expressions (19) et
(20).

Pour un canal de fréquence v, le gain complexe du
filtre #  est calculé récursivement au moyen de
Pexpression (25').

@5) H/(v)=H '(v)
L br )2, (v) - W1 () b,(v)]

b6 (v)

+

pour v = vy, vy, ..., Vp, ey Vo

Dans cette expression Z;(v) et b;(v) sont les
transformées de Fourier des tranches temporelles de
rang j, B/ ~'(v) est le gain complexe du filtre
W estimé en tenant compte des informations obte-
nues a partir des (j — 1) premicres tranches.

¥hs (v), qui est 'estimation de la densité spectrale de
b est calculée récursivement par (20).

La formule (25') suppose une décorrélation entre
canaux de fréquence différents.

La formulation la plus générale est donnée par (26')
(26" W(w)=H ')+ [C_I"'E _,(v).

Dans cette expression matricielle H (v) et E _(v)
sont les vecteurs gain et innovation pour les fréquen-
ces analysées

[ W] = [H(v) ... H/(v,) .. H/ ()]
[E;(0)]" = [E;(¥) .. E;(v,) ... E ;(v,)]
E;(v,) = [Z;(v,) = H/(v,) b;(v,)] b}*(v,)

C; est une matrice qui dépend des fréquences
Vi, ..., ¥ ,, €t qui est diagonale dans le cas de canaux
décorréles, I'élément {p,p} é€tant ¥, (v,).
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Quatrieme Partie
ESTIMATIONS SOUS-OPTIMALES

1. Approximations dans le domaine

temporel

L utilisation de la formule de Kalman nécessite
moins de calculs que celle de Wiener ; cependant,
pour des ordres de filtre importants, le volume de
calcul est encore élevé.

Des algorithmes sous-optimaux ont été définis &
partir de la formule de Kalman. IIs sont déterminés
de telle sorte qu’ils convergent vers la solution
optimale de Wiener.

1.1. ALGORITHME DU GRADIENT STOCHASTIQUE (OU A
PAS DECROISSANT)

Lors de l'exploitation de la formule de Kalman,
Pexcés de calcul provient du renouvellement du gain
K; qui fait intervenir des produits matriciels (24),
(annexe A).
La premiére approximation sous-optimale consiste &
remplacer dans la formule de Kalman (26), la
matrice gain K; par p; I, p; étant un scalaire, et
1 la matrice identité.
On montre que (conditions suffisantes) :
si: py; est positif Vj

0

w; diverge

i=1
[+9)

Y converge
=1

alors W/ converge en moyenne quadratique vers
W,

ie.: lim E{|W - W[’} =0

J =X
ce qui constitue une convergence forte.

1.2. ALGORITHME DE WIDROW (OU A PAS CONSTANT)

Cet algorithme se déduit de I'algorithme précédent,
; étant pris constant (p; = p Vj).

Les conditions suffisantes de convergence ne sont
plus remplies.

Cependant, on montre que si les observations a
Iinstant j sont indépendantes de celles réalisées a

Pinstant k différent de j et si p < » Amax €tant la

max
plus grande des valeurs propres de Lyy,
W converge en valeur moyenne vers W, i.e. :

lim E{W} = W.

j =0

Cette convergence est faible. La convergence en
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moyenne quadratique n’est assurée que si p — 0,
1e. :

lim E{[|W - W|’} =0.
j—»oo

M—vo

11 s’agit donc d’une « pseudo-convergence » en
moyenne quadratique, puisqu’elle n’est pratique-
ment assurée que pour p trés petit.

On montre que lorsque w est petit, la mémoire du
systéme s’allonge, ce qui signifie que l'algorithme
converge moins rapidement.

Il faut donc, dans chaque cas d’espéce, réaliser un
compromis en choisissant une valeur de w assez
petite pour obtenir une convergence satisfaisante
sans trop altérer le pouvoir adaptatif du systéme.

L’algorithme de Widrow :
@7 W=W'+uY[X()-Y W]

est en fait 'algorithme du gradient, le coefficient
correctif n’étant rien d’autre que le gradient du carré
de lerreur instantanée [X(j) -~ Y] W ~']* par rap-
port aux coefficients du filtre. I est aussi appelé
algorithme L.M.S. (Least Mean Square).

Bien que sous-optimal, il est trés utilisé en raison de
sa simplicité de mise en ceuvre et du faible volume de
calcul exigé.

2. Approximations  dans le domaine

fréquentiel

Des approximations du méme type peuvent &tre
définies a partir de la formule optimale fréquentielle
25).
La structure de I'algorithme L.M.S. fréquentiel est
alors

28) H()=H"'(»
+ r(v) bF (Z;(v) - H 7 1(v) b;(v)]

En général le paramétre p est différent pour des
canaux de fréquence différents. Chaque canal pos-
séde ainsi une vitesse de convergence qui lui est
propre.

Pour un canal donné p(v) peut étre soit constant,
soit variable au cours du temps (c’est-a-dire en
fonction du rang de la tranche temporelle traitée).

La convergence est assurée Si p < ou A\, st la

max
plus grande des valeurs propres de la matrice
interspectrale des b(v,) (Partie 3, § 2).
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Cinquieme Partie

ESTIMATION ADAPTATIVE OPTIMALE RECURSIVE
2¢ approche : ALGORITHMES DE TYPE KALMAN RAPIDE

(ALGORITHMES FAST KALMAN, FAEST ET FTF)

La meéthode est exposée pour le traitement d’une
référence-bruit-seul (k) unique.

La méthode de Widrow envisagée dans le chapitre
précédent est facile a mettre en ceuvre, mais est
sous-optimale. De plus la valeur a donner a p pour
assurer la convergence et une bonne adaptativite est
délicate a déterminer pratiquement.

D’autres méthodes sont apparues plus récemment.
Elles sont optimales ¢t nécessitent un volume de
calcul tres inférieur a celui exigé lors de ’exploitation
de la formule de Kalman (26) ou le renouvellement
de [f 717! est obtenu a l'aide d’une expression
matricielle (24).

Une premiére classe d’algorithmes de type « Kalman
rapide » (Fast-Kalman) réalise ce renouvellement en
utilisant un partitionnement judicieux de la matrice
L.

Cette approche permet d’utiliser plus finement les
propriétés de symétrie de fbb, ce que ne fait pas
l'utilisation directe de la formule de Woodbury. Le
partitionnement est choisi de telle sorte que chaque
sous-matrice ainsi constituée est interprétée en ter-
mes de prédicteurs direct et rétrograde. Enfin, on
obtient une récurrence sur le gain G(j), ce qui
diminue encore le volume de calcul.

1. Partitionnements de la matrice E{,,,

La formule de Kalman (26) est en fait écrite pour
estimer un filtre d’ordre N + 1.

Nous allons donc désormais 'écrire en précisant cet
ordre qui sera dans la suite un paramétre du
probléme

(29) Win, = Wikig+ Mn. gl
bin e nIXG) — WL 1" By 1]
avec :
Bine gl = [BG)BG 1) .. b (G —N)T.
Dans cette expression,
B0 Ty =
): b*(q) S b -N)b@) ]

o
- TP

’Eb(q)b(q_l) b(q N)b(g—1)

S b(g)b(g-N) .. i‘ bq —

Traitement du Signal

404

La premicre partition consiste a isoler la lre ligne et
la 1re colonne de cette matrice.

On obtient alors :

g;b(N+ = -__H._-_g.__.:_l_% 1
212 i ézz N
1 N

Les différentes sous matrices s’interprétent de la
fagon suivante :

J
(30.1) Ay = Z Aq) = fbb[l]
7
(30.2) Ap= Y b(9) b, 1N Ar&()
qg=0
(30.3) Ay = i:-bb_[ N] -
Ainsi
. It T
(€19) i:ib[Nn] = [ il [_ITIU)] :
r4() ' ijl;nl\x]

La seconde partition consiste & isoler la derniére
ligne et la derniére colonne de I LN

Aiy Aj,
s 1] = | e bommemneee N
[ALIT | A% 1
N 1

Les différentes sous matrices S’interprétent alors de
la fagon suivante

GLD Al = fbbm

(3L2)  Ap Z b(g — N) byny ArnG)

q=0

4 2 i - N
Y 6%(g -~ N) = iy

g=0

]

(31.3) Al

1

Ce second partitionnement est donc :

, fbb IN]
(32) i:ib[N F1] = | s

e ————

Les expressions (31) et (32) établissent le lien entre

Ejbb[Nn] et E,b_[ﬁ] d’une part
ct

Eb[NH] et tjl;b[N] d’autre part ,
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autrement dit, entre les matrices de corrélation
d’ordre N, estimées aux instants j —1 et j et la
matrice de corrélation d’ordre N 4+ 1 estimée a
I'instant j.

En utilisant la formule d’inversion d’une matrice
carrée partitionnée, nous aurons alors une liaison
entre les inverses de ces matrices.

2. Inversion d’une matrice carrée

partitionnée

Sous réserve de linversibilité des termes figurant
dans les expressions suivantes, A, et A,, étant des
matrices carrées (pxp) et (gxq) [p+q =
N + 1],

An | Apl-t
la matrice |-...... I peut étre calculée de
AL | Ay

deux fagons différentes. Le résultat est donné sous
forme d’une matrice partitionnée du type :

211 i Bi
......... — B,; ayant les mémes dimensions que
]—_3=1T2 | Bxn
A, i,j=12
1¢ calcul
C =Ap-ApAltA]
(33) By = [C]!
By,=-[Aul"'ApBy
B = [énTl - By, ész[én]_l
2¢ calcul
D =A,-ApAp' AL
(33bis) B, = [D]™'
B, =-B 1@12[@22]*1
By = [Anl' = [An] AL By,

3. Lien avec le probléme de prédictions
linéaires directe et rétrograde d’ordre N

Dans 'annexe B nous avons déterminé les coeffi-
cients du prédicteur d’ordre N qui estime b(j) au
sens des moindres carrés a partir d’une combinaison
linéaire de 6(j — 1), ..., & (j — N).

Les coefficients de ce filtre sont définis par la
relation (34), annexe B, ou A est le vecteur de
prédiction directe :

G4 Doy Ay = 240D = 3 B(@) b1y

g=90

L’erreur d’estimation étant

(35  Ed() = Dy — (A1 r4G)
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De méme les coefficients du filtre linéaire qui estime
b(j—N) a partir de b(j —N+1),...,b () sont
déterminés par la relation (36) annexe B, ou
B est le vecteur de prédiction rétrograde :

(36) Dy Bhny = 1RG) = T (g~ N) by

g=0

Perreur d’estimation étant,
37 Er(j) = B] — Bin]" i)

Les formules (34) et (36) permettant de calculer les
coefficients des prédicteurs direct et rétrograde
d’ordre N sont en fait les formules de Wiener
adaptées aux cas de la prédiction.

Elles peuvent étre écrites sous forme récursive en
adaptant a ces deux cas la formule de Kalman (26).

(38) Al = Al

+ [fbb[N]] b 1l G) — (A1 8 _ 1]
(39 BJ[N] [N]
+ [Lppal™ im0 G = N) — B T byl -

En faisant apparaitre le gain de Kalman et les
erreurs a priori dans ces deux expressions, il vient :

(40) Al = A’iﬁ]l + GNU = 1) edn()
41 Biny = B[N] + Gn(G) ern() -
expressions dans lesquelles

Gn(k) = [i:]l;b[N]]_l b

est le gain de Kalman d’ordre N a linstant
klk=j,j—1]

(4L.1)  edny(j) =>b(i)—[é S LI

est erreur de prédiction directe a priori d’ordre N
de b(j)

41.2) ery(G)=06(G —N) - [Bjiﬁ]I]T bimn

est l’erreur de prédiction rétrograde a priori d’ordre
N de b(j — N).
La formule de Kalman (29) peut étre écrite sous la
forme :
(42) Win,1 = Winiy

+ Gn a1 DIXG) = W] Byl -

L’algorithme de Kalman rapide permet de passer
directement de Gy, (/) 4 Gy, 1(f + 1). Pour cela
les expressions (40) et (41) seront utilisées comme
intermédiaires.

4. Exploitation des formules d’inversion
L’utilisation des formules (33) permettant de trouver

deux expressions différentes de fbb[N 417 est décrite
en annexe C.
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Le calcul relatif au premier partitionnement conduit
a Pexpression suivante :

@3) [yl ' =

"+ AfglAfN]T

et celui relatif au second :

@4 (L.l

Er () [Lmg]™" + B [Bing1"

“50

Nous allons utiliser ces deux résultats pour exprimer
globalement le produit matriciel donnant le gain de
Kalman

Gn,U) = [fbh[N+l]]

Le calcul de Gy, (/) utilisant la formule (43) est
mené en utilisant une partition judicieuse du vecteur

JIN+ 1] -

bin s 1y
. 1 ~ [AN]" [ b() ]
OGN U) = 555 e R
Bd() | _ Al i Ed(])[fbb(N) + A[N][A[N]] LI
bG) - [AN]T b
—N+1(]) O,
Ed(7) ) )
(]) N DG + Ed(])[fbb(N)]_l bi 1Ny + AflANTT B i
0 | b(j) - [AJQN)]T ZZj—l[N]
(45) Gn1() = + v R
1 (—}NU—I)} BdG) A ][AJiN] bj—l[N]_Ath]b(j)
) Er(j)[i:jl;b(N)]VI + Bl [Binl" i — By bimNy
GN+1(j) = Er(i . ;‘ ,:
a Bl RTINS
( GnG) Bin(Bin1" & — Bl 26 — N)
46 G i) =
) _N+1(]) 0 +E7‘(j) b(] N) [B ]]
— [Bn

Les expresswns (45) et (46) expriment que Gy, ,(j)
peut étre calculé soit a partir de Gy(j — 1) (45), soit
a partir de Gn(j), (46).

L’égalité de ces deux expressions permet d’établir
une relation directe entre Gn(7 — 1) et Gn(7) qui est
la relation cherchée.

Il convient cependant de posséder I’ensemble des
quantités intervenant dans ces deux expressions.

L’expression (45) peut étre mise sous la forme :

@47 Gn.i0) =

Traiternent du Signal
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=j[N]

expression qui fait intervenir
(43) edn(i) = b () — [Af]" &

qui apparait comme une erreur de prédiction directe
a un pas d’ordre N a posteriori.

De méme, en posant
ern(j) =b(G —N) - [B[N]]

erreur de prédiction rétrograde a un pas d’ordre N
a posteriori, (46) peut étre écrit :

GnG)

0

— 1[N]

<IN} >

.. [— B
ern() __ __[iﬂ_

(_}N+1(j) =
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5.9. DESCRIPTION SCHEMATIQUE DE L’ALGORITHME

Fig. 10. — Représentation synoptique de Valgorithme Fast-Kalman.

6. Algorithme FAEST (Fast A Posteriori
Error Sequential Technique)

L’algorithme « Fast-Kalman » développé dans les
paragraphes précédents est structurellement dissy-
métrique. En effet, certaines quantités (erreur de
prédiction rétrograde a posteriori, erreur de prédic-
tion rétrograde cumulée) ne sont pas calculées alors
que P'introduction des équations des systémes prédic-
teurs direct et rétrograde, parfaitement symétriques
laissent penser le contraire.

En combinant différemment les équations du sys-
téme « Fast-Kalman », il est possible de définir un
algorithme plus symétrique qui a de plus Pavantage
d’abaisser le volume de calcul par itération.
L’algorithme FAEST développé par Carayannis,
Manolakis et Kalouptsidis [9] est présenté en
annexe 7.

La récurrence ne porte plus sur le gain de Kalman
Gn(j) mais sur la quantiteé G(j) appelée « gain
alternatif de Kalman ».

GN( ) est tel que:

(52) GG = [Thp] ™' By

En se souvenant de la définition du gain de Kalman :

Gn,10) = [i.:]iwb[N+ i

la formule (25) de P’annexe A peut s’écrire :
GnGD)

(53) GnGU) = . .
I+ bfT[Nl[E/b[f[rlq]]”l b

Soit en posant :

(54) an(j) =1+ Q,T[N][i:il;[rlﬂrl bing

(53) s’écrit :

GNG)

an()

L’algorithme FAEST a pour objectif de calculer
récursivement Gy(j) et an(j).

a apparait comme facteur de proportionnalité entre
les erreurs de prédiction a priori et a posteriori :
On montre que :

(55) Gn( ) =

-

Le déroulement de lalgorithme fait apparaitre un
partitionnement du gain alternatif de Kalman du

type :

(56) G{\x.m(]) = oo

gy [ ][O
BIG-D o] o)

L’ensemble de l'algorithme est décrit en annexe 7.

L’introduction du facteur ay(j ) présente deux avan-
tages :

— il permet le calcul simple de toutes les variables,
et 'utilisation de la symétrie qui en découle diminue
le cofit de calcul.

— si le filtre converge, les erreurs a posteriori
doivent étre inférieures aux erreurs a priori, ce qui
signifie :

0<[oanG)] '=1.

On peut donc ainsi « contrdler » la convergence de
I’algorithme en observant :

OLN(j)'

7. Algorithme FTF (Fast Transversal Filter)

En gardant esprit de P'algorithme FAEST, pour
tenter de diminuer encore le volume de calcul, Cioffi
et Kailath [8] ont abordé le probléme en utilisant
directement le théoréme de la projection orthogo-
nale. Se placant dans I’espace vectoriel engendré par
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En posant
M)

(50) Gn.o1() = [ ---------- ] alors (49) devient
m(j)

GU) ) My() ) era() [~ Bin
0 mGy | EUO g
d’ou
Gr() = Mn) + o B m ) =
et GnG) = MyG) +m () Bl -

En utilisant la formule (41)
GnG) = MnG) + m () [Bl' + GrG) ern()]

on obtient la formule :

MnG) +m () B[N]
L —m(j)ern()

(51 GnG) =

5. Description de Palgorithme « Fast-

Kalman »

L’algorithme Fast-Kalman a donc pour but de calcu-
ler itérativement le gain Gy, 1(]) apparaissant dans
la formule récursive (42), qui permet le calcul de
W[N 1] a partir de Wig 11y et de la nouvelle informa-
tion issue des observations réalisées a [I’instant

J-
Wi, n=Wnxin
+ Gny 1 DOIXG) ~ [W [N+1]] [N+1]] (42)
Nous supposons connues les quantités calculées a
P'instant précédent :
Wi ARG B GG - 1),

ainsi que les observations réalisées a linstant j:
b(]), donc b FIN + 1] et X(])

5.1. CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION DIRECTE A
PRIORI A L'INSTANT j (ORDRE N)

Cette relation est décrite en (41.1)

edy(G) =b() — (AT iy . (41.D)

5.2. MiSE A JOUR DES COEFFICIENTS DE PREDICTION
DIRECTE

Al = Al + GuG - D edy() . (40)

5.3. CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION DIRECTE A
POSTERIORI A L'INSTANT j (ORDRE N)

11 est décrit par la formule (48)
edn() = bG) — [ANIT b iy - (48)

5.4. RENOUVELLEMENT DE L'ERREUR DE PREDICTION
DIRECTE CUMULEE
Cette expression est décrite dans ’annexe D.

Ed(j) = Ed(j — 1) + edn(j) edn() -

5.5. CarcuL DU GAIN Gy, ((f)

L’expression (47) permet de calculer Gy, (/)

0 1
Ay
------------- ] + NG NCY)

5.6. CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION RETROGRADE
A PRIORI A L'INSTANT j (ORDRE N)

Ce calcul découle de la définition (41.2)

ern() =b( —N) - BT by - (41.2)

5.7. CarcuL DE Gy{j)
On utilise la formule (51)
MnG) + m () By

N = TGy en)

(630

expression dans laquelle My(7) et m(j) résultent du
partitionnement de Gy, (/) défini en (50)

My ()
Gn () = {J : (50

5.8. MISE A JOUR DES COEFFICIENTS DE PREDICTION
RETROGRADE

Elle est obtenue a l'aide de la relation (41)

B’{N] = ijﬁ]l + GnG ) ern() - 41

On est alors en possession de Afn;, Binjy Gn(/) qui
permettent de mettre en ceuvre, a ’aide des observa-
tions réalisées a 'instant j + 1, la nouvelle itération.
En clair, cet algorithme permet, non pas de calculer
récursivement Gy, ,(j) mais Gy(j). Il faut donc
utiliser la formule (42), écrite & Pordre N c’est-a-
dire :

(42bl S) W[N] W[N]
+ GNODIXG) — W' 2]
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la référence {b6(j), ..., b (J— N + 1)} (si la mémoire
du filtre estimé est N), ils considérent I'estimateur de
X(j) comme projection orthogonale de X(j) sur
I’espace-référence.

Les opérations de projection sur l’espace des
b(k) sont reliées simplement aux systémes prédic-
teurs direct et rétrograde de b. Un autre intérét de
cette méthode est de permettre 1’élaboration d’un
algorithme normalisé [8] ; celui-ci diminue la dyna-
mique des variables en les normalisant par la racine
carrée de la puissance de sortie. Deux variantes,
intermédiaires entre la version de base FTF (annexes
8 et 9) et la version normalisée (annexe 12) existent
et réalisent un compromis entre 'augmentation du
taux de calcul apportée par la normalisation et une
stabilit¢t numeérique accrue. La premiére version,
proche du FTF normalisé, appelée « FTF quasinor-
malized » (annexe 13) [8], normalise toutes les varia-
bles, sauf le gain intermédiaire Gn(j) qui en général
ne présente pas une dynamique importante. La
deuxiéme, appelée « FTF  overnormalized »
(annexe 14) [131], divise tous les paramétres par la

puissance de sortie (au lien de la racine carrée de
cette puissance).

La version de base FTF est en fait identique au
FAEST (Partic 5, § 6) en changeant le facteur de

proportionnalité ayn(j) en .
()

formule de renouvellement.

et en modifiant sa

vn(j) apparait comme le cosinus carré de I'angle
séparant le sous-espace engendre par
{(j)o ... b G —N+1)} et celui engendré par
(b(G-1),...6 (G—=N)}.

Outre T'utilisation de la projection orthogonale,
I'originalité de la méthode FTF est de proposer une
procédure d’initialisation exacte pour démarrer
Palgorithme (Partie 6, § 1.2).

La référence [4] est trés intéressante car elle propose
I'unification des trois algorithmes Fast Kalman,
FAEST et FTF.

Il est montré que sous réserve d’un choix judicieux
des conditions initiales, ces algorithmes sont équiva-
lents.

Sixieme Partie

EXPLOITATION DES ALGORITHMES
DE TYPE KALMAN RAPIDE

1. Choix des conditions initiales

1.1. ALcorituMEs Fast Kaiman BT FAEST

L’erreur de prédiction cumulée Ed(j) intervient
comme diviseur dans les algorithmes Fast Kalman et
FAEST. Pour éviter la division par zéro a l'instant
initial il faut, d’aprés la définition de Ed, lui assigner
une valeur non nulle et positive

Bd() = 3 [ed()].
q=0

Par raison de symétrie il convient de prendre
Er(0) = Ed(0).

Examinons comment borner cette valeur. Elle ne
doit pas étre trop grande, car elle modifie le critére
de minimisation. En effet, on minimise :

j Py . .
z [X() - [V_VJ[N]]T llp[N]]2 + Ed (0)[WJ[N]]T Wing
p=0
au lieu de

Zo X (@) — [Win1" b,

P
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Cela peut étre interprété comme une erreur intro-
duite avant toute estimation qui détruit l'exactitude
de la solution des moindres carrés.

La sous-optimalité qui en découle influe sur la
vitesse de convergence de I’algorithme et sur ses
performances. Une valeur trop grande de Ed(0)
ralentit 1’algorithme ; il convient donc de prendre
Ed(0) le plus petit possible. Mais il est nécessaire
pour des raisons liées a la dynamique des calculateurs

-d’imposer une borne inférieure a Ed(0) et a

Er(0) pour éviter les divisions par de trop faibles
valeurs.

De plus, la structure récursive de ces algorithmes
propage les erreurs d’arrondi dont le cumul sur le
produit ed(j) ed(j) peut faire passer le diviseur
Ed(j), théoriquement positif, par zéro et faire ainsi
diverger I’algorithme (cf. Partie VI, § 1.2).

En considérant les erreurs d’arrondi fait sur le calcul
de i:f[N], les auteurs de la référence [182] obtiennent
une borne inférieure de Ed(0).

Noj
)\N—l

Ed(0) =

est 'ordre du filtre adaptatif
est la puissance de la référence
est le facteur d’oubli.

RZe
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Ils notent que Ed (0) peut tout de méme étre choisi
plus petit que cette borne car, avec une bonne
précision du calculateur, le cumul des erreurs sur le
calcul de [Y, () Teste suffisamment faible pour éviter
la divergence pendant la phase transitoire. Ils
conseillent avec les précisions courantes de calcul de
prendre :

Ed(0) = o} .

Des essais sur une arithmétique a 16 bits ont montré
[183] que la stabilité initiale était obtenue avec :

Ed(0) > 07/100 .

Enfin les coefficients des filtres prédicteurs et des
gains sont mis a zéro en l'absence d’informations
particuliéres.

1.2. ALcoritaME FTF

Cioffi et Kailath [8] proposent une procédure
d’initialisation exacte pour démarrer 1’algorithme
FTF. Dans le cas le plus courant (fenétre a priori ou
« prewindowed ») le vecteur bgpy) est nul. Il s’agit
alors d’estimer un filtre d’ordre N pour les valeurs de
Jj.allant de 0 jusqu’a N — [. La matrice des données
Inj utilisée dans le calcul du gain du filtre est non
inversible pour j <N, et 'on ne cherche pas a
minimiser la quantité :
j=<N

Y [X(9) — [Wing]" byl
7-0

mais on la force a zéro.

Donc ex(j) = X () — [WingI" b,y est nulle.

A chaque instant j <N on calcule un filtre a

J coefficients tel que:
[Wiil" by = X ()

X(j) est strictement une combinaison linéaire des

b(j)...b (0) si et seulement si S(j) est nul, et dans

ce cas lorsque j = N on obtient la solution exacte des

moindres carrés.

Sinon il est nécessaire d’observer plus de N échantil-
lons pour estimer Wy, en tenant compte des erreurs
e(j) significatives. La procédure d’initialisation est
détaillée en annexe 10.

2. Influence des instabilités numériques sur
les algorithmes Fast Kalman, FAEST et FTF

L’instabilit¢ numérique provient de la propagation
des erreurs d’arrondi inhérentes aux calculateurs ;
elle ne provient pas de I'algorithme lui-méme. Ce
probléme surgit dans la mise en ceuvre des algo-
rithmes récursifs qui enchainent le calcul de variables
a partir d’autres variables. Aprés un certain nombre
d’itérations les erreurs d’arrondi accumulées peu-
vent, en annulant des diviseurs théoriquement posi-
tifs, faire diverger I'algorithme.

Nous présentons ci-dessous les diverses techniques
de contrdle de stabilité qui ont été élaborées.
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2.1. CONTROLE DE LA STABILITE DU FAST KALMAN ET
pu FAEST

2.1.1. Contréle global de l'algorithme

I ed(j)
an(j)  ed(j)
entre 0 et 1 des lors que la matrice Lypy est
inversible, offre un moyen de contréle de la stabilité.

Si

Le rapport qui doit &tre compris

sort de lintervalle [0, 1] il faut arréter le

an(j)
déroulement des calculs et réinitialiser les variables.
Cette méthode pose de séricux problémes pratiques
dans les cas ou la phase de réinitialisation risque
d’occulter I’estimation de signaux brefs.
Il est aussi possible de prévoir, pendant tout le
calcul, un rappel a zéro des coefficients de prédiction
Ay €t By en introduisant un facteur d’oubli B dans
leurs équations de renouvellement.
Ceci est particuliérement intéressant [182] dans le
cas de signaux non stationnaires.

2.1.2. Influence sur le diviseur Ed(j)

Nous avons évoqué (Partie 6, § 1.1) la détermination
d’une borne inférieure de la valeur initiale de ce
diviseur. Il est possible aussi d’introduire une cons-

tante de stabilisation C dans la formule de renouvel-
lement de Ed [182], telle que:

Ed(j) = \EBd(j — 1) + ed(j) ed(j) + C
A : facteur d’oubli.
On est ainsi toujours assuré que :

Ed(j)=C/(1-\).

Dans la référence ci-dessus, les auteurs conseillent le
choix suivant :

C~ (1-\)Ed(0).

Cependant cette constante ne suffit pas a assurer la

stabilité si N, la plus petite des valeurs propres de

la matrice de corrélation de b, [, [N]» €st proche de
b-

En tenant compte d’erreurs d’arrondi dans le calcul

de [}, v [182] on peut exprimer une borne inférieure

du facteur d’oubli A, permettant de s’adapter aux
non stationnarités des signaux.

)‘min

l-\A=< — -
O'bN

2.1.3. Influence sur le diviseur [1 — m(j) ern(j)]

Le terme [1 — m(j) er(j)] (Partie 5, § 5.7), théori-
quement positif, intervient aussi comme diviseur :

, . Er(j - 1)
O<l—-—m@G)er =A——=___“"<1.
W) () =A== <
D. Lin [7] remarque que linstant ou ce terme
devient négatif pour la premiére fois, par accumula-
tion des erreurs d’arrondi, est indicatif d’une diver-
gence imminente.

En pratiqgue c’est ce diviseur qui pose d terme le
probléme de Ulinstabilité numérique, alors que Ed
influe sur la stabilité initiale.
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Le terme [l -m(j)ern(j)] est utilisé comme
« variable de sauvegarde ». Aprés négativité de cette
variable, a P’instant j;, on garde les coefficients du
filtre W[N] ! estimés a Pinstant Ji— L

W’[}q]l est plus proche de la solution exacte que
n’importe quel vecteur arbitraire puisque le filtre,
qui a convergé avec le Ed(0) choisi, n’a pas encore
commencé a diverger par accumulation des erreurs
d’arrondi.

E{e?)

Fig. 11. — Courbe d’apprentissage du systéme.

Au lieu de chercher Wiy, qui estime :
SG) =XG) = [WinI" & -y
on cherche AWIN] pour j =j; qui estime :

SU) =XG) — IWi Ty _1pq — [ANIT 8, 1y

c’est-a-dire que, ayant figé W[N)l on redémarre
Palgorithme pour estimer AW, avec AW[N] =0 et
un vecteur initial 4; non nul.

Alors :
SG)Y=XG) - [[WJ[

~1 .
N1+ AW By -

L’intérét de cette procédure est de ne pas provoquer
de réinitialisation totale.

2.2. CONTROLE DE LA STABILITE bu FTF

Dans une autre approche, Cioffi et Kailath [8]
proposent une procédure d’initialisation exacte pour
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J =N, alors que L,n est non inversible, utilisant
une matrice pseudo-inverse (Partie 6, § 1.2).

Toutefois cette procédure souffre d’instabilité numé-
rique surtout lorsque le systéme est d’ordre élevé ou
de rapport signal a bruit fort [4]. Elle peut étre
améliorée, si N est grand, par une réinitialisation
utilisant la variable de sauvegarde de Lin. Aprés
négativité a Pinstant j, de cette variable, on recom-
mence une nouvelle estimation en donnant arbitrai-
rement un poids p a la nouvelle condition initiale
W’[}\ﬁ] sauvegardée.

Alors, pour j =j; on minimise [8] :

WwG) = M”wjiN]—Wﬂ\ﬂlﬂz
+ Z X))~ W[N] 1[N]]2'

=1

Bien siir ceci rend lalgorithme sous-optimal.

Cioffi et Kailath proposent [8] trois méthodes pour
allonger les périodes entre réinitialisations :

— par un algorithme plus stable, dit « 7TN+N »,
corrigeant le gain Gy a P'aide d’inverses généralisées
[annexe 11] lorsque la variable yn(j) sort de inter-
valle [0, 1]

— par addition de bruit blanc sur & () pour éviter la
singularité¢ de [,y

— par lutilisation d’un algorithme normalisé dimi-
nuant la dynamique des variables.

Cependant dans la référence [4], Wang et Trussel
montrent que linitialisation exacte n’est applicable
que dans des cas limités et ne semble pas présenter
d’avantages catégoriques. La stabilité numérique
dépend fortement du conditionnement de la matrice
de données i:fbb ) €t des fluctuations de 'observation
X{).

Wang et Trussel préferent utiliser une séquence
d’essai si le systéme est d’ordre faible pour éviter
cette instabilité. D’autre part ils proposent comme
variable de sauvegarde vy (j) dont le changement de
signe est condition nécessaire et suffisante de celui
de la variable de Lin [1 — m (j) ern(j)]. Ils indiquent
que dans certains cas, I’algorithme peut aussi diver-
ger si yy(j) > 1, ou bien lorsque les deux variables
sont simultanément positives mais trés faibles.
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3. Chronologie et dénomination des algorithmes de type Kalman rapide

Dénomination | Présentation [ Année | N’ Base de | Valeur initiale
Particle
|
D. Falconer/L. Ljung FK Matricielle = 978 {162 -0
' 157
G. Halkias
G. Carayannis FK Matricielle | 1982 10 #0
J.Dologion/D.Emmanoulopoulos
G. Carayannis
D. Manolakis FAEST Matricielle 1983 9 =0
N. Kalouptsidis
M. Bellanger MCR basé sur| Matricielle 1983 137 #0
Iensemble
des erreurs |
* de prédiction

M. Bellanger MCR basé sur{ Matricielle 1985 11 =0

Perreur # 0

a priori
J. Cioffi/T. Kailath FTF Espaces 8 Initialisation

Vectoriels exacte

[4] : Article d’unification de Wang et Trussel utilisant I’approche vectorielle

| B T T 1 ) B T
Précisions sur les dénominations des algorithmes optimaux,
a ordre fixe et a faible taux de calcul.
FK FAEST FTF

Chez Falconner et Ljung L.
« prewindowed »

Chez Halkias, Carayannis, ...
« sans la restriction de fenétre
a priori »

publications en anglais de cet

Fast Least Square) »

Chez Bellanger, « MCR (algorithme
des Moindres Carrés Rapide) » ou
« FLS (Fast Least Square) dans les

auteur », ou encore « TELS (Transversal

Diminution du taux de calcul

en éliminant les redondances

Partitionnement de I'!
approche matricielle chez
Carayannis, Manolakis,
Kalouptsidis

MCR basé sur ’ensemble des
erreurs de prédiction chez
Bellanger (ou FLS dans les
publications en anglais)

Partitionnement de I'!
approche géométrique ou
vectorielle,

chez Cioffi

Chez Benallal, Gilloire, Faucon algorithme des moindres carrés Transversaux Rapide (TR)
Chez Botto, Fast Transversal Filter (FTF)

[

I
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Septieme Partie

ESTIMATION ADAPTATIVE OPTIMALE RECURSIVE
3¢ approche : UTILISATION DE LA STRUCTURE EN TREILLIS

L’algorithme en treillis permet de résoudre simulta-
nément les problémes de prédictions directe et
rétrograde.

Dans I'annexe B nous avons présenté les calculs
permettant de déterminer les coefficients des deux
prédicteurs. Ces derniers sont solutions des équa-
tions de Yule-Walker (35bis, 37 bis). En réalité
dans la mise en place de I'algorithme Fast-Kalman
ces équations ne sont pas directement utilisées,
sinon par le biais du partitionnement de la matrice
i:jbbJr [ILI + 1]

L’introduction d’une récurrence sur 'ordre des pré-
dicteurs induit naturellement une structure consti-
tuée de cellules en cascade, ce qui permet de passer
aisément d’un prédicteur d’ordre N a un prédicteur
d’ordre N + 1.

En fin de chapitre, nous exposerons le principe de
I'utilisation des structures en treillis pour la soustrac-
tion de bruit.

1. Introduction de la structure en treillis

1.1. PREDICTEURS D’ORDRE |

Dans 'annexe B nous avons développé le calcul des
coefficients des prédicteurs linéaires direct et rétro-
grade d’ordre N.

Ces coefficients sont solutions des équations de
Yule-Walker. En réalit¢ les coefficients Afy; et
B{y; sont solutions des relations (34) et (36).

Nous allons reprendre ces calculs dans le cas ou le
critére d’estimation est un critére statistique.

Le coefficient Al(j + 1) du prédicteur direct d’ordre
1 qui estime b(j +1) a partir de 'observation
scalaire b(j) au sens EQM est tel que:

E{[b(G +1)— Al + 1)b(j)]’} soit minimal .

En utilisant par exemple, le théoréme de la projec-
tion orthogonale, il vient :

E{[b( +1)-A{G+1Db(]b()} =0,

ce qui signifie que lerreur de prédiction directe a
posteriori

(57) edG+1)=b(G +1)=AlG+1)b()
est orthogonale a 4(j).
E{ed,(j +1)b()} =0

Il en découle immédiatement la valeur de A} + 1)

_E{bG+1)b())
E{[6()]%)

(58)

59 AlG+1)

Traitement du Signal
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En utilisant une démarche analogue, le coefficient
Bl(j) du prédicteur rétrogade d’ordre 1 qui estime
b(j — 1) a partir de b(j), est tel que:

(60) E{er,(j +1)b()} =0

expression dans laquelle :

(61) en()=bG -1 -Bi()b()

est lerreur de prédiction rétrograde d’ordre 1 a
posteriori.

L’exploitation de (60) conduit au calcul de BI().

E{6G =D b0}

62
©2 E{[6()1*)

B() =

1.2. CAs DES PREDICTEURS D'ORDRE 2 AU SENs EQM

Le prédicteur direct a un pas d’ordre 2 s’écrit :

63) b(G+11j,j~1)=A3G+1)b({)
+AIG+ )G —1).

L’erreur de prédiction directe a posteriori
edyj+ 1) =b(G+1)=bG+11j,j-1)

doit étre orthogonale & b(j) et b(j — 1), soit:

(64) E{ed,(j + 1)b(j)} =0

(65) E{ed,( +1)b(—1)} =0

La résolution de ce systéme linéaire fournit les deux
coefficients du filtre prédicteur d’ordre 2 dans le sens
direct.

Dans le cas du prédicteur d’ordre 2 cette résolution
est simple a mettre en ceuvre, les coefficients étant
solutions d’un systéme linéaire composé de 2 équa-
tions & 2 inconnues.

Dans le cas du prédicteur d’ordre N, les coefficients
cherchés sont solutions d’un systéme linéaire
composé de N équations a N inconnues. Il est alors
intéressant de déterminer récursivement les coeffi-
cients du prédicteur d’ordre N a partir des coeffi-
cients des prédicteurs direct et rétrograde d’ordre
N-1.

Cette méthode est connue sous le nom d’algorithme
de Levinson.
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1.3. MISE EN PLACE DE L’ALGORITHME DE LEVINSON
DANS LE CAS DU PREDICTEUR DIRECT D’ORDRE 2

Il est possible de déterminer une relation entre les
erreurs de prédiction d’ordre 2 et les erreurs de
prédiction d’ordre 1.

Par définition, lerreur de prédiction d’ordre 2 dans
le sens direct est :

edy+1)=b(G +1)
—AIG+DBG)-AG+ )G~ 1).

Remplagons b(j + 1) et b(j — 1) par les expressions
(57) et (61),

edy(j + 1) =ed G+ 1)+ AlG + 1) b()
-AlG+1)b()
—A3( + 1) [er,(j) + BI() b()] -
Ce qui peut étre écrit :
(66) ed,(j+1)=¢edG+1)+
[AIG +1) = AJG + 1) - A3G + 1) BI()H] 6()
—A3G + 1) er ().

En tenant compte du fait que ed,(j + 1), ed,(j + 1)
et er (j) sont orthogonaux & 4 (j) [(64), (58) et (60)],
il vient :

(67) Al +1) — A} + 1)~ A3G + 1) Bl() =0,

puisque E {[A(j)]°} est différent de 0.
Dans ces conditions la formule (66) s’écrit :

(68) edy)(j + 1) = ed,(j + 1) = A3(j + 1) er,(j)

er;(j) étant une combinaison linéaire de 5(j — 1) et
b(j) (61), est orthogonal a ed,(j + 1) (relations 64
et 65); ainsi

E{edy,(j + 1) er,(j)} =0.

La relation (68) entraine donc:

E{ed,(j+1)er;(j)}

69) AiG+1)=
@ MU0 = on

De la méme maniére les formules (67) et (68)
permettent de calculer ed,(j + 1) et A3(j + 1).

ATG +1) = A1( +1) = A3( + 1) Bj(j) (67)
eds(G+1) =ed G+ 1) —A3G + 1) er,Gj) . (68)

En utilisant une technique analogue, il est possible
de déterminer les relations qui permettent de calcu-
ler les coefficients du prédicteur rétrograde d’ordre 2
en fonction des coefficients des prédicteurs direct et
rétrograde d’ordre 1.

L’estimateur linéaire de 5(j —1) au sens EQM
(dans le sens rétrograde) est :

bG—11j,j+1)
=Bij+1)b(j)+B3G +1)b(+1).

L’erreur d’estimation est alors :

(70) ery,j+1)=5b(G—1)
-BiG+1)b(j)—B3G +1)b(+1).

La minimisation de E{[sr20 + 1)]2} entraine les
relations d’orthogonalité suivantes :

(71) E{er,(G +1)b6()} =0
(72) E{er,+1)bG +1)} =0

En utilisant (61) et (57) Pexpression (70) s’écrit :
er,(j) = er1(j) + Bi()) () = BIG + 1) b())
~B3( + DlediG + 1) + AjG + 1) 6()]

b(j) étant orthogonal & er,(j) (71), & er (j) (60) et &
ed (j + 1) (58) et ayant

E{[b()]*} #0,
(73) BiG)~Bi(G +1) =BG +1)A}(+1)=0
d’ou

(74)  en(G) = er(j) —B3(G + 1) ed,(j + 1)

er,(j + 1) étant orthogonal a b(j) et 6(j + 1), est
orthogonal & ed;(j + 1) qui est une combinaison
linéaire de b(j) et b(j + 1) (57)

(75) E{er,(j + 1) ed,( + 1)} =0.

En exploitant cette relation dans (74), il vient :

E {er,(j) ed) (G + 1)}
E{[ed,(j + 1)]2}

(76) B3 +1) =

1.4. PROPAGATION DES ERREURS: CELLULE EN TREILLIS

Les relations (68) et (74) peuvent étre écrites :
[ edy + 1) = ed (G + 1) —K5G + 1) er,(j)

ery(j) = er () — K4G + 1) edi (G + 1)

_ E{ed ( + 1) eri(G)}
E {[er;())]*}
E{eri(j) ediG + 1)}

E {[ed,( + D]*}

(77
5+ 1) =A5G + 1)

KiG+1)=Bi(j+1) =
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L’ensemble des expressions (77) est souvent repré-
senté par le schéma suivant, appelé « Cellule en
Treillis » d’ordre 2.

Ed (j+1) €d,(j+1)

v+

£, (i) :C €6 ()

Fig. 12 — Schéma de la cellule en treillis.

K4 et K5 sont appelés respectivement coefficients de
réflexion directe et rétrograde.

L’ensemble des coefficients des deux prédicteurs
d’ordre 2 est calculé au moyen de lexpression
récurrente suivante :

2, 2
(78)[ 21' _A;g+1) —A2(1+1)]=
| -B3G+1) —-Bi(G+1) 1
1 ~KG+D][1 —AlG+1) 0
—KiG+1) 1 0 -—Blj) 1

(voir (67), (69), (73) et (75)).

1.5. GENERALISATION : CAS DES PREDICTEURS D’ORDRE
N

La définition et les propriétés des prédicteurs d’ordre
N sont présentées en annexe B.

Les coefficients de ces prédicteurs sont solutions des
équations de Yule-Walker (35 bis et 37 bis, annexe
B). L’algorithme de Levinson a pour objectif de
deéfinir une méthode itérative du calcul de ces
coefficients. Dans I’annexe B les calculs ont été
développés en minimisant un critére déterministe.

On peut bien sur, utiliser un critére statistique. Dans
ces conditions, le prédicteur linéaire d’ordre N qui
estime 4(j) dans le sens direct [au sens EQM)],

b(jlj=N,..j=1)=Y AF() b — k)
k=1

est tel que 'erreur de prédiction d’ordre N,

edy(G) =b(G)-bGlj =N, ....j~1)

est orthogonale aux observations b(j —1), ...,
b(j — N), soit:
(79) E {edn()b(i—k)} =0 k=1,..,N.

(83)
E{[bq_1)]2} .. E {bg_l)bg—N+ 1)}

E{b(,-_ﬁ+1)b(;_1)} . E {[bG—N+1)]Z}

Traitement du Signal
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De méme, le prédicteur rétrograde d’ordre N qui
estime b(j — N) au sens EQM,

bG-NIlj-N+1,..,j)
N

= ¥ BN k() BG —k+ 1)
k=1

est tel que l'erreur de prédiction
ery() =b(G = N)—b(G ~NIlj —N+1,...j),

est orthogonale aux observations b(j — N + 1), ...,
b(j), soit:

(80) E {ern(/) (G —p)} =0

Le calcul de edn(j) — edy _ (j) peut étre conduit de
la maniére suivante :

edy(G) —edy _1G) =bGlj—N+1,..,j—-1)

—b(Glj-N,..,j=1)
edn() — edn_ ()

= Y AN () bG—k)— Y AYGIBG - k)
k=1 k=1

p=0.,N—1.

edn(j) — edn ()
N-1

= ¥ {AN-1G) - AN bG - k)
k=1

~AY(G)b(G —N)
or,

b(i—N)=8rN-1(f‘1)

+b(G-NIj=N+1,.,j~-1)

b(j—N)=ery_1G-1)

+N21B§:,L 1) b — k).
k=1

Dans ces conditions
(B1) edn() —edy_1(G) =

N-1

Y IAY-1(G) - AYG) - ANG) BRZ LG - 1]

xb(j—k)—AR()ern_1( - 1)

En écrivant P'orthogonalité de edy_;(j), edn(),

ery_(j — 1) vis-a-vis de b(j —¢q)
N - 1), il vient:

N-1

Y AR 'G) - ARG) ~ ANG) BN LG ~ )]

k=1
xE{bG-k)b(—q)} =0 (g=1,..,N—1).

Ce qui peut étre écrit sous forme matricielle :

(g=1, ..,

(82)

AYT'G)-ATG) - ARGY BRIIG - D)

ARZIG) - ARLG) —ARG)BY G - 1)
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Ce systtme n’admet que la solution banale puisque
la matrice du premier membre est la matrice de
corrélation statistique d’ordre N — 1 du bruit 5(;) et
est donc réguliére,

Ainsi
(84 AF'G)-ANG)-ANG)BXN-] '—1)=0
k=1 .,N~-1.

L’expression (81) devient alors :

(85) edn() = edn_1() — ARG ery (G~ 1)

En remarquant que edy(j) est orthogonal a
ern_1( — 1), ery_;(j — 1) étant une combinaison
linéaire de b(j — 1), ..., b (j — N) qui sont orthogo-
naux a edy(j), expression (85) entraine :

E{edy_1(G)ern1(G - 1)}
E{[ery (G~ D]}

(86) ARG) =

Une démarche analogue définit les relations de
récurrence permettant de déterminer les coefficients
BY a partir des coefficients BY ~'

BNZ40 - 1) = BY_x() - BNG) AN () =0

k=1.,N-1

(87) ern(j) = ern_1( — 1) = BR() edy_1(j)

E{ery ,G-1) edy _1()}

BY(j) =
N0 E {[edyn_ ()17}

La récurrence sur les coefficients constitue [’algo-
rithme de Levinson.

Niiy E{edy_ () ern_ (G - 1)}
ANG) = E{[ery_1G — DF}
. E{ery_ (G —1)edy_10)}
BN() =
I B E {[edy ()1}

ARG = AFT'G) - ARG BRZAG - 1)

L BY_.() = BYZ}

Traitement du Signal
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Les erreurs de prédiction se propagent suivant les
expressions :

edn() = edn_ () ~ ARNG) ern (G = 1)

(89)

ern(j) = ery_ (G —1) — BE(}') edy ()
En posant
(90) NU) = ANO)

coefficient de réflexion rétrograde
K{(G) = BR()

coefficient de reéflexion direct, les formules (89)
peuvent étre illusirées par le schéma de la figure 13,
appelé cellule en treillis d’ordre N.

€cy (i)

€ryq(i-1)

Fig. 13. — Cellule en treillis.

1.6. STRUCTURE CASCADE DES CELLULES EN TREILLIS

Les erreurs de prédiction directe et rétrograde, aux
différents ordres, peuvent étre obtenues a I’aide de
cellules en treillis disposées en cascade. Entre chaque
cellule, il est nécessaire d’intercaler une cellule de
retard élémentaire. Ainsi, la liaison entre deux
cellules consécutives est obtenue de la fagon sui-
vante :

Edy (i) Edy 4 (i) €dy(j)

Cellule Celiule
N -1 N

[z
ey ETer (5-1) e i)

e"N.g(j")

Fig. 14. — Mise en cascade de cellules élémentaires.

Ce qui conduit au schéma suivant :

Eagli) €d,()) ed ()

b(H< Il 1 - - N
€mgli) 811(}')- "- ‘L}'YN“)

Fig. 15. — Structure en treillis d’ordre N

I est clair que edy(j) et erg(j) (erreurs de prédiction
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d’ordre 0) sont égales au processus b(j), ce qui
définit Tinitialisation du systéme.

Les formules (88) peuvent &tre écrites matricielle-
ment. On obtient :

o1 1 - ANG) AN _ ~KLO) ][ 1-AYT1G) - - ANTHG) 0
~BX(G) - BN_1() - 1 - K&() 1 0 —BNZi() .. —-BY () 1
Les coefficients de réflexion sont calculés récursive- ou,
ment vis-a-vis de I’ordre pour une date donnée. En X
effet, d’aprés (88) et (89), en posant : .. . [An_1()]
pres (88) et (89), en p (100)  R{G) =Rk _,( — 1) — -0
©2)  ANG) = E {edn() ernG — 1)} RN-10)

93) R{() = E {[edn()]1?}

94) NG) = E{[EVN(J')]?‘}
il vient :
An 1 ()
95 rG) = — V2
. TR
Ay ()
(96 Ke() = M2
) ND = R0

La récurrence sur K&(j) et Ki(j) est obtenue a
l'aide d’une récurrence sur A, R? et R’. D’aprés
(89):

edn(j) = edy_1(G) — K§G) ern G — 1)
ern(G) =ern G —1) - Kgl(j) edy ().

D’ou:

R{() = E {[edn()]’}

Rfd\l(i) =E{[9dN_1(i)]2}
—2KNU) E {edn_1() ern 1G — 1)}
+ [KNOPE {[ern_1G = DT}

R?\I(j) :R‘II\I—]U)-ZK{\IU)AN—I(].)
+ (KNP RN G = 1)

En utilisant (95),
7 RLG) =RE_() — KRG Ax_1() -

Ce qui peut également s’écrire :

[Ax_ 1))

9 R4()=RE_ () - —— 7=
(98) ~N(G) No1() R G- 1)

En utilisant une démarche analogue, la relation de
récurrence permettant de calculer Ry (j) s’écrit :

(99) RL(G) =Ri_ G — 1) =K&G) Ax_1()

Traitement du Signal

A ces relations de récurrence doit s’ajouter une
relation permettant de calculer récursivement
Ay _10)-

En réalité, ce calcul n’est nécessaire que dans le cas
de signaux non stationnaires. En effet dans le cas de
signaux stationnaires K&, Kk, A, Ay et By, sont
indépendants du temps. De plus :

Ki{=K{ et Ap=Bp-

Dans le cas de signaux non stationnaires, on admet
malgré tout I’existence d’une stationnarité locale et
on substitue aux quantités statistiques des quantités
déterministes (éventuellement pondérées exponen-
tiellement).

Dans ces conditions la récurrence sur Ay est détermi-
niste. Le calcul fait alors intervenir une variable
yN — dite variable de vraisemblance.

La récurrence s’écrit alors :

edn() ernG — 1)

An(j) = An(G -
~NG) NG —-1)+ ™ G-

(101)
ernG)1?
W0 = 1) — DL

NG)

Les coefficients de réflexion peuvent étre calculés
soit, en utilisant les expressions précédentes, soit en
utilisant des traitements par blocs (Makhoul,
Burg,... Ikatura, Saito [154] ; [153]). Dans ce cas les
coefficients sont calculés en remplagant les moyennes
statistiques par des moyennes temporelles. Ces
approximations sont acceptables lorsque le moyen-
nage est réalis€é sur un grand nombre de données.

2. Treillis sous-optimaux

La mise en ceuvre des relations (98), (100) et (101)
nécessite un important volume de calculs (récurren-
ces sur l'ordre et le temps).

Des structures treillis sous-optimales (appelées
GAL : Gradient Adaptive Lattice) ont été définies.
Elles ont pour but de remplacer les récurrences
optimales par des récurrences de type gradient.
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Les coefficients de réflexion sont calculés a I’aide des
algorithmes du gradient suivants (dans le cas du
GAL 2):

(102) | |
da —1)e -1)
K&G) = K&G - 1) + pd — ‘é’d (]) ’f()’
N -1 -
(103) | |
ed, —1 -2
L0) = KRG - 1)+ gy D 02 2)

Ry G -1)
Dans le cas du GAL 1, on décide que:

d
K = {\I = KN .

Ce coefficient est alors calculé au moyen d’un
algorithme du gradient.

Ces algorithmes (annexes 17, 18) exigent un taux de
calcul plus faible mais sont sous-optimaux. En
réalité ils donnent des résultats assez proches de la
solution optimale. Le volume de calcul reste néan-
moins important et il est souvent délicat de choisir
judicieusement les p.

3. Utilisation du treillis pour la soustraction
de bruit

Une propriété importante qui découle des structures
treillis est que les coefficients Af{y; définissent un
filtre blanchisseur du processus b(k) en agissant
comme une procédure d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt.

Les échantillons e#4(j ), €r;(j) ... €r () qui sont les
différentes erreurs de la prédiction rétrograde sont
en effet orthogonaux deux a deux:

11 suffit donc de construire le filtre transversal a
N + 1 coefficients K,(/) tel que:

j N 2
Y [X(q) + Y K,()er,(q) | soit minimal,
g=0 p=0

Huitieme

DE BRUIT

ce qui revient a minimiser :

Y S(12.

g=0

Le schéma est alors le suivant :

b(j)

TREILLIS

ey}

Fig. 16. — Structure en treillis adaptée a la soustraction de bruit.

Le calcul des coefficients K, (j) est réalisé a I'aide de
la variable R{(j) (94), qui est utilisée lors de
I’élaboration des cellules en treillis (voir annexe 15).
L’ensemble du traitement peut étre représenté par le
schéma suivant :

x () )
€rgl) A X / !
. €yl . S
o0 Treiliis A Fil 1S ()
Ordre N+1 Tl Trangver E——%
r Séquence / E
L blanche :

Fig. 17. — Adaptation du filtre transversal a la structure en treillis.

On constate qu’il n’est pas nécessaire de calculer
explicitement les coefficients Aly; et Bjy; dans le cas
de la soustraction de bruit.

Partie

OBSERVATIONS SUR LES METHODES DE

REDUCTION

Les sept premiéres parties ont été consacrées a la
présentation de I’étude théorique des différents
algorithmes adaptatifs d’identification de filtres.
Nous allons maintenant, pour chacun d’entre eux,
développer leurs caractéristiques en précisant la
complexité de mise en ceuvre, le coit de calcul et les
observations propres a chacun (les cotits de calcul et
la place mémoire nécessaire pour I'implantation de
ces algorithmes sont détaillés dans les annexes
correspondantes).
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1. Méthodes temporelles optimales

1.1. CORRELOFILTRE

1.1.1. Mise en ceuvre

Elle est simple si la référence-bruit-seul (R.B.S.) est
blanche car elle se réduit alors au calcul de I’intercor-
rélation entre () et X(j).

En pratique, la R.B.S. n’est pas blanche et ’adjonc-
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tion du filtre blanchisseur en amont du corrélofiltre
implique une inversion de la matrice de corrélation
de la référence b(j). Le cofit de calcul est propor-
tionnel a N°.

Lorsque b(j) se compose de raies, la méthode se
transpose aisément : le filtre blanchisseur est rem-
placé par un systéme égaliseur [93].

1.1.2. Observations

Cette méthode semble difficilement utilisable sans
blanchisseur. Elle nécessite alors le cotit de calcul le
plus important de tous les algorithmes et il convient
d’initialiser la matrice de corrélation L,y a inver-
ser :

— soit par une estimation sur une séquence d’essai
(ou connaissance a priori)

— soit par une matrice diagonale [ 2,,[N] =38. Iyou
3 est une petite valeur positive et Iy la matrice
identité d’ordre N.

Dans le deuxiéme cas, I'introduction de la condition
initiale 8. I intervient dans le critére de minimisa-
tion. Cette modification sous-optimalise le systéme
et le fait converger plus lentement.

Un mauvais conditionnement de la matrice di a des
erreurs d’arrondi peut rendre le déterminant de la
matrice estimée suffisamment faible pour introduire
une instabilité numérique dans I’estimation du filtre
blanchisseur.

1.2. ForMULE DE KALMAN

1.2.1. Mise en euvre

Elle impligue un calcul matriciel pénible, bien que la
matrice [Efbb 1™ ! ne se calcule plus par inversion de
[ (v mais par récurrence sur I'instant j. Le cout de

calcul reste élevé, proportionnel a N2 ainsi que la
place mémoire requise.

1.2.2. Observations
L’initialisation de la matrice fb,, N Pose les mémes

probléemes que précédemment._

Un mauvais conditionnement de la matrice estimée
dh a la propagation d’erreurs d’arrondi dans les
équations récurrentes, peut rendre le dénominateur
de la formule de renouvellement de la matrice
K, (24) suffisamment faible pour faire diverger le
filtre. Ce dénominateur (1 + Y;TL(;_1 Y;) est en
réalité le rapport :

‘ det Dhyp;

an() = ———.
N det D}y

La matrice de corrélation est en théorie définie

positive donc 0 < =1.

an(/)
Il est important, pour contrdler la convergence du
filtre, d’observer I'estimation de oy (j).

Remarque : Le coefficient ay(j) est le méme que
celui qui intervient dans la prévention de la diver-
gence des algorithmes de type Kalman rapide (54).

Ceci est normal : la base de tous les algorithmes est
Iinversibilité de la matrice de corrélation [, IN]

Traitement du Signal

1.3. ALGORITHMES DE TYPE KALMAN RAPIDE

1.3.1. Mise en @uvre

Elle est plus simple que celle de la méthode précé-
dente (Partie8, § 1.2.1) car elle transforme les
calculs matriciels en calculs vectoriels : la récurrence
sur la matrice K; est remplacée par une récurrence
sur le gain de Kalman Gy(j). Les trois algorithmes
de type Kalman rapide sont mathématiquement
équivalents [4]; les algorithmes Fast-Kalman et
FAEST procédent d’une approche matricielle et
l’algorithme FTF d’une approche vectorielle.
L’¢limination de la redondance entre ces algorithmes
a permis de diminuer le taux de calcul. 1l parait donc
plus simple d’utiliser les algorithmes FAEST ou FTF
(Partie 5).

1.3.2. Observations

L’exploitation des algorithmes a été évoquée longue-
ment dans la 6° partie, du point de vue de leur
initialisation et de leur stabilité. En pratique, il
semble plus simple d’initialiser les algorithmes a une
faible valeur positive Ed(0) et Er(0). Notons cepen-
dant que les conditions initiales choisies en dehors
d’une certaine plage n’assurent pas la convergence
initiale.

Dans tous les cas linitialisation non nulle sous-
optimale le systéme, sans influencer notablement les
performances.

En pratique lintroduction d’un facteur d’oubli fait
diverger l’algorithme (il intervient en effet dans la
formule de renouvellement de I’erreur cumulée
Ed qui diminue ainsi rapidement, or cette variable
Ed intervient ensuite comme diviseur).

En conclusion, dans le cas de signaux stationnaires le
facteur d’oubli sera mis a 1, et il est assez facile de
trouver les conditions initiales telles que les algo-
rithmes convergent.

Les performances (vitesse de convergence/erreur
résiduelle) sont alors les meilleures possibles (et
comparables a celles de ’algorithme en treillis).

Par contre, il semble en pratique difficile d’utiliser
un facteur d’oubli \ significatif (c’est-a-dire notable-
ment inférieur a 1), car celui-ci intervient dans la
stabilitée de I’algorithme.

1.4. ALGORITHMES EN TREILLIS

1.4.1. Mise en euvre

Elle est complexe car I’algorithme comporte & la fois
des récurrences en ordre et en temps. Le taux de
calcul élevé vient de I'obligation de calculer toutes
les variables nécessaires 4 Iestimation de N — 1
filtres d’ordre 1 & N — 1 pour estimer un filtre de N
coefficients, alors que les autres méthodes calculent
globalement les N coefficients du filtre de structure
transversale.

1.4.2. Obser‘vations

Cet algorithme est réputé pour &tre plus stable
numériquement de par sa structure en cellules.

On peut aisément s’assurer par des tests sur les
variables intervenant comme diviseurs que celles-ci
ne sont pas trop faibles. Dans le cas contraire,
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I'inverse correspondant est mis a zéro, ce qui revient
en fait 2 ne pas renouveler les paramétres des
cellules du filtre en treillis.

Il semble peu intéressant d’utiliser la version norma-
lisée car elle nécessite un calcul pénible de racines
carrées de matrices dans le cas de références multi-
ples et il faut refaire en sortie une estimation de
puissance.

2. Méthodes fréquentielles optimales

2.1. MISE EN GBUVRE

Les deux méthodes fréquentielles optimales
« formule de Kalman en fréquence » et « spectrofil-
tre » ont des caractéristiques communes. Notons en
effet, que le passage en fréquence décorelle théori-
quement les échantillons de la référence. Ainsi la
matrice de corrélation i:bb des échantillons fréquen-
tiels b;(v) peut facilement &tre approchée par une
matrice diagonale. En réalité, il ne s’agit que d’une
approximation car l’estimation de b(v) est réalisée
sur des tranches de longueur finie, ce qui n’entraine
pas la décorrellation totale entre les canaux de
fréquence.

L’inversion de la matrice E{,b revient alors d une
division par 'autospectre de la référence. Dans le
domaine temporel, l'intérét du calcul récursif du
gain provenait de la diminution du taux de calcul
qu’il entrainait, mais dans le domaine fréquentiel,
les deux méthodes (récursive et non récursive)
semblent identiques du point de vue du taux de
calcul. Le plus simple est alors d’utiliser la méthode
directe appelée Spectrofiltre.

2.2. OBSERVATIONS

Ces deux méthodes ont en commun un faible taux de
calcul, avantage qui s’amenuise lorsqu’il est néces-
saire de prendre un taux de recouvrement élevé.

Le travail par canal de fréquence permet une
pondération naturelle par la puissance de la réfé-
rence dans chaque canal.

Du point de vue des instabilités numériques, il est
clair que si le diviseur vy, (v) est trés faible pour
certains canaux de fréquence, il est préférable de
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mettre les coefficients du filtre correspondants a
z€ro.

2. Méthodes sous-optimales

3.1. TREILLIS-GRADIENT

Cet algorithme calcule les coefficients de réflexion
de maniére non exacte grice a une ou a deux
formules du type-gradient (GAL 1 ou GAL 2).

Il semble avoir peu d’intérét car il converge lente-
ment, nécessite a peine moins de calculs que les

treillis exacts et exige le choix toujours délicat de un
ou deux facteurs de convergence.

3.2. ALGORITHME DU GRADIENT

Les algorithmes du gradient, en temps et en fré-
quence, convergent en moyenne vers la solution
optimale a condition de respecter une borne théori-
que pour le facteur de convergence.

3.2.1. Algorithme du Gradient dans le domaine
temporel

Cet algorithme a été trés utilisé grace a sa simplicité
de mise en ceuvre (peu de calculs, bonne capacité de
poursuite de signaux non stationnaires). Malheureu-
sement sa constante de temps est reliée a la disper-
sion des valeurs propres de la matrice de corrélaton
de la référence.

3.2.2. Algorithme du Gradient dans le domaine
Sréquentiel

Le facteur de convergence global de I'algorithme
précédent est remplacé par un facteur de conver-
gence par canal de fréquence. Chaque canal posséde
ainsi une vitesse d’adaptation qui lui est propre, au
prix cependant d’une complexité de mise en ceuvre
plus importante.

4. Conclusion

Chaque algorithme cité posséde des avantages et des
inconvénients. Beaucoup de publications récentes
concernent les algorithmes de type Kalman rapide et
treillis, mais il reste pour les premiers des problémes
non résolus de stabilité, et pour les seconds une
grande complexité de calcul.

Manuscrit recu le 23 juin 1989.
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ANNEXES

Annexe A
FORMULE DE KALMAN

A Tinstant j, les coefficients du filtre #” sont calculés grice a la formule de Wiener (13)

(13) W= [By ] Ty

Nous nous proposons de trouver une relation entre W' et W, [y et f Ly €tant calculés récursivement au
moyen des formules (21) et (22)

(21) =jYY = =jY_1 + —-j _-;.r

2) ey = B + XD XS

On détermine cette relation en utilisant la formule d’inversion matricielle de Woodbury, qui donne une
expression de I'inverse d’une matrice écrite sous la forme A + BD:

Y

. Formule de Woodbury

€tant une matrice carrée inversible n x n,
€tant une matrice n x p,
étant une matrice p x n,

A + BD est inversible, son inverse est :

2 g >

[A+BD]"'=A""-A'B[{L+DA'B)]"'DA".

2. Utilisation de la formule de Woodbury

Pour exploiter la formule (13), il faut calculer 'inverse de i:JYY Ce calcul est effectué en utilisant la formule de
Woodbury appliquée a I’expression (21).
Il vient :

L)™' = (D& + Y, YT

—1 T ~19-1
23) Byl ! = [y’ - Dy Y, Y; [

1+YT 'y,

Cette expression permet de calculer récursivement : [E@Y]‘ I
En posant: K; = [f v, Pexpression (23) s’écrit :

K, 1Y, YK _
) K=K -
1+¥j I=(j~l¥j
K Y Y'K _, Y,
D’ou: K Y =K_, Y- 2 -1 JTJ -1 3
1+¥'I=<j_1¥j
T
Ky, - _ VK.Y,
A 1+ YK, Y
R VIR N I ¥
K _,Y,
(25) K.Y, =— 1~
T 1+Y/TI=(J'—1 =Jj
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La formule (13) qui fournit a P'instant j les coefficients de la réponse impulsionnelle du filtre #~ devient alors :
W =K, Ty
= Kl + X() Y
X(j) étant scalaire :
W/ = K Ik T X K K Y, .

En utilisant (24) et (25), il vient :

T
W= __1—1%“1{" L N XO) &Y
- 1+ﬂﬂ4¥ L+ YK Y,
Ayant :
wW-l=K, T4,
K, 1Y, YK _ Ki 1Y,
W= wi-t = 1TJ J 2 1_1)&1+X(j) ——JT] J
1+—1 I=(14i—1 1+—1 I=<1—1¥1
ce qui peut s’écrire :
i1 Y .
Wow o X)) - YW
1+Y, K1 Y
et en utilisant une nouvelle fois (25):
(26) W=W K YIX0) - YW

Annexe B

PREDICTEUBS LINEAIRES A UN PAS D’ORDRE N AU SENS
DE L’ECART QUADRATIQUE MOYEN MINIMAL

1. Prédiction linéaire a un pas d’ordre N dans le sens direct (ou progressif)

On considére le signal scalaire, aléatoire, discret, réel b(k)[k = — o, ..., + 00 ] observé aux instants
k=j-N,..,j-1

e ® ﬂgr‘j«

N observations

Fig. Al. — La prédiction directe a Pordre N de b(j) utilise la svite des échantillons bGF-N)ab(G-1).

On appelle prédicteur linéaire & un pas d’ordre N dans le sens direct, au sens de ’écart quadratique moyen
minimal [EQM], la quantité :

b(jlj-N,..,j—-1)= iA}jb(j—k)
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telle que, en posant :

enG)=b()—b(Glji-N,..,j—1)

E{[eN(j)]z} soit minimale. ey(j) s’appelle I'erreur de prédiction directe 4 un pas d’ordre N a linstant
j. Dans la suite cette valeur minimale sera notée edy(j).

Les AY sont appelés coefficients de prédiction directe (ou progressive) de b(j) a lordre N.

2. Prédiction linéaire a un pas d’ordre N dans le sens rétrograde

’/; b (-N+1} N

B OGN TN+t i) b()

FN =N+t i
—————

N observations

Fig. A2. — La prédiction rétrograde a Pordre N de b(j — N) utilise la suite des échantillons b(j) 4 b(j —N +1).

Le signal (k) étant observé aux instants j — N + 1, ...,j, on appelle prédicteur linéaire 4 un pas d’ordre N
dans le sens rétrograde au sens EQM, la quantité :

N
b(G~NIj—=N+1,.,j)= ¥ BN, 4b(G+1-k)

k=N+1-k

telle qu’en posant :

WG —N)=bG =N) =BG —NIj=N+1,..,))

E{[n( - N)]z} soit minimale.

Dans la suite, cette valeur minimale sera notée ery(j).
nn(j — N) s’appelle I’erreur de prédiction rétrograde a un pas d’ordre N a linstant j — N.

Les BN, ,_, sont appelés coefficients de prédiction rétrograde de »(j — N) a l'ordre N.

3. Equations de Yule-Walker

Dans le paragraphe précédent, nous avons utiliseé pour le calcul des prédicteurs un critére statistique des
moindres-carrés, soit la minimisation de :

E{[ex()]?} oude E{[m( -N)TF}.

En pratique les termes statistiques sont estimés par des moyennes temporelles, ce qui revient & considérer un
critére temporel. On suppose que le signal b(k) est nul pour k < 0; a I'instant (j) on minimise :

Ed(G) = § [en(@)]
0

q9

Er(j) = ¥ In(g -N)P

|
M\.

g=0

Ed(j) est appelée erreur quadratique de prédiction directe cumulée.
Er(j) est appelée erreur quadratique de prédiction rétrograde cumulée.
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La recherche du minimum de Ed (j) et de Er(j) par rapport aux coefficients de prédiction directe

AN et de prédiction rétrograde BY,. , conduit aux équations de Yule-Walker (ou de la prédiction linéaire) :
0Ed(j)
AN
3Er (j)
=~ — =0
BN 1k

Ceci entraine :

i [b(q)- Z ANb(q— k)]b(q—-r)_O r=1,N
i[(q N)—2B§+1,kb(q+1—k)Jb(q+1—r):o r=1,N
AN T b(g- k)b(q—r)—-zb(q)b(q—r) F= 1N
k=0 q=0
E“BEHAkZb(q+1—k)b(q+1—r)=Zb(q—N)b(CI+l——r) r=1,N

S blg-1)blg—1) . ¥ bla-N)b(g-1) S b(q)blg~1)

7=0 a=0 Alfl 1-0

Yy b(g—1)b(g-k) Y b(qg—N)b(g-k) || AL| =| ¥ b(g)b(g-k)

4f0 qfO Aﬁ q=0

Y b(g-1)b(g-N) .. ¥ bag—N)b(g—N) L b@ba-N)

Lg=0 q=0 J Lg=0 J

La matrice du premier membre est la matrice de corrélation temporelle d’ordre N, i:fl;g[,'\]] du bruit
b(k), évaluée a linstant j — 1 (cf. (30)).
En posant :

by = [6(q)b(g=1), b (g=N—1)]

. 7
Dhig = ¥ by bg—ipny (ef-30)
g=0
Le vecteur du deuxiéme membre est :
) = Z b(q) by 1y (cf.(30.2))

Ainsi, en posant A[TN] = [AY, ..., A Y], I’équation matricielle devient, pour la prédiction directe & I'instant
J: '

(34) Chpn Al = r&G)

Dans cette expression le vecteur des coefficients Ay a été indicé en j pour rappeler qu’il correspond ala
prédiction directe de b(j).
En calculant la valeur minimale de Ed, il vient:

Bd() = § [6(a) ~b(gla—1,..a— N )P
g=90
Ed(j) = jZ b(g)b(g) - b(glg-1,...,q-N )] - i‘ b(glg—1,...q-N)[b(q)-b(glg-1,...¢-N)].

Le second terme est nul car:

Ed 5.3 z [6(g)—b(glg—1,..,9—N)H)b(g—r)=0 r=1,N

3A}
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d’ou :
Ed(j) = ¥ b(9)b(g)—b(qlg—1,...¢ - N )]
=0
Ed(G) = 3 6@~ § b(@)[Ah 5,
q=0 g=1
(33) Ed(j) = Dy — [Af]" £4G)

Cette relation peut étre regroupée avec la précédente pour constituer I’équation de la prédiction progressive,
dite de Yule Walker.

(35bis)

i:éb[l] [ldN(i)]T Ed (i ;
[ } = [ () ] Equation de Yule Walker progressive
deiy fu-l 9
rnG) LD N}

De la méme fagon, on peut écrire ’équation permettant de calculer :

= [BN..B]

’g[b(q)lz ib(q)b(q N+ )| ib(q N) b ()

’z bg-N+1)b(q) . ’zb(q N+ P [B‘NJ_ iﬂb(g—N)b(q—NH)
(36) D - Bl = 200D

j

expression dans laquelle : ry;, = Z b(g—N) by (cf. (31.2).
g=0

De méme Er(j) peut étre calculé :

Er(l)—Z[b(q N)-b(g=Nlg-N+1,.,9)P

Er(j) = i b*(qg —N) — t b(g—N)b(g-Nlg-N+1,..,9q)
37 Er(j) = U] — Bing]" £kG) -

D’ou la seconde équation, dite de Yule Walker rétrograde :

(37bis)

i:Jl;b[N] [N ()] _ B 0
=[N ] = [ ] Equation de Yule Walker rétrograde

. 1 Er(;
(el GOIT By )

La encore on a fait figurer I'indice j dans I’expression des coefficients du filtre prédicteur rétrograde pour
rappeler que la prédiction de b(j — N) nécessite la connaissance des échantillons 5(j — N + 1), ..., 5 ().
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Annexe C
INVERSION DE LA MATRICE LY,x , 1]

1. Inversion correspondant au premier partitionnement

Le premier partitionnement a été calculé et donné par la formule (31)

. be[l ; [r(HIT
G (Dol = ;

[K{I(j)]

i:jl;l; [TI\I]

L’utilisation de l’algorithme rappelé par les formules (33 bis) conduit aux calculs suivants :
D= fbb[l]— [”N(I)] [fbb[N a Kﬁl(].)-

En utilisant (34), puis (35), il vient :

D=L bo(1] — [T Al = Ed ()
D’ou
1
]=311 = W—)
B, = 1(]) [V[N](/)]T [fbb N]]_
En utilisant (34),
1 .
By =- () (A"
Enfin :
Bo = [Bhil™'+ Dol £ AR
AlglAhg]"
By i: b[N]] L %
Ainsi
1 1 E ~ [Af]"
43) Doyl ' = EdC ; . '
) - ANy | EdU)[ﬁbb[N]] Lk Afg[AfN]T

2. Inversion correspondant au second partitionnement

Le second partitionnement est donné par la formule (32)

- i:}l.)b[N] ; L{\I(])
(32) i:jbb[N+ 1= E
[rODIT

i —N
Ejbb[l]
La technique d’inversion rappelée par les formules (33) permet de calculer les sous-matrices de [E{,b[N + ”]’1

C= fbb[l] - ["N(l)] [fibm}]" rNG) -
En utilisant (36), puis (37)

C = Ul - [KG)]T Bl = Er(j)
1
222 - Er(])
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d’ou
o - 1
By =~ [Lypgl ' £R0G) BG
En utilisant (36),
B,, — BltN]
212 — Er(]-) .
Enfin
_ 5N ;o . B
By = [Dop] ™' + E?l(]_]) (G [Ehopg] ™!
En utilisant une nouvelle fois (36),
; Bin[Bin]"
By = [=jbb[N]]71 + [ér(]'[)] .
Ainsi
N Er(DI[sao]™ " + BigBin]" | — By,
(44) oyl = - weeeet
- Er(j) ; :
- [BJ[N]]T : 1
Annexe D

RENOUVELLEMENT DES ERREURS
DE PREDICTION CUMULEES

Renouvellement de Perreur de prédiction cumulée directe

Par définition
(€R) Ed() = Dppy — [Afw]" () -
En utilisant (30.1), il vient :
wur=iwwrwﬁmf&m
Ed() = ’fobz(q) +52G) - AT 0.
En utilisant (40),
&hfiwmnw%LJMW+QW—naMﬁf&m

q=
j-

Ed = ¥ b%(q) +b%G) — [AG'TT 1G) — edn()IGNG — DIT £ G).

q

En utilisant (30.2)

Ed(j) = ji b*(q) +b7() - [A{ﬁ]]]T [Lﬁl_l(i - 1) +b3G) b ] — edn(G)IGNG — DITr&G) .

q=
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En utilisant la définition de: GG — 1) = [Dkg]~" & _ 1y, il vient :
Ed() =Ed(j - 1)+ b()IbG) - [AN'T" b _ il — &/ - g o]~ &G edn() -
En utilisant (41.1) et (34),

Ed(j) =Ed(j — 1) + b(j) edn(j) — é}~1[N] A{N] edn(i)
d’ou
Ed() =Ed( —1) + edx()[b() - QjT_l[N] A{N]] .

Ce qui compte tenu de (48) entraine :

Ed(j) =Ed(j — 1) + edy(j) edn()

De méme, en utilisant une démarche analogue, on peut montrer que

Er(j)=Er(j — 1) + ery(j) ery(j)

expression dans laquelle ery(j) est 'erreur de prédiction rétrograde a posteriori de 4(j — N):

ern() = b = N) — [Bin]" &y -

Définition des variables utilisées dans les algorithmes

VARIABLES D’ENTREE ET DE SORTIE RELATIVES
A TOUS LES ALGORITHMES

X {k} + N 0

b (k) ... b (k-N+1) Eslimasd;l
du diltre

Fig. A3. — Variables communes.

rebouclage
éventuel

Entrées du programme ,

Echantillons d’entrée du filtre : b(k), ..., b (k—N +1)
Observation bruitée : X (k)
Ordre du filtre : N

Sortie du programme :

. . . r [4 a
Erreur en sortie ou signal estimé recherché : S(k).

Variables :

k : indice temporel

v : indice fréquentiel dans le cas d’algorithmes fréquentiels
A : facteur d’oubli

W* : coefficients du gain du filtre #~ a ’échantillon k.
H (v) : coefficients du gain fréquentiel du filtre #” a la tranche d’indice ;.
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Annexe 1
FORMULE DE KALMAN EN FREQUENCE

On découpe le signal bruité X(k) et la référence b(k) en tranches de rang j et de longueur N.

Pour éviter les effets transitoires en début de tranche, il est nécessaire de faire se recouvrir les tranches.
RECOV est, en nombre d’échantillons, la longueur du recouvrement.

Si on utilise une FFT, N doit étre une puissance de 2

Paramétres a entrer :

N : Ordre du filtre et longueur des tranches
RECOV : Nombre de points communs a 2 tranches d’indices consécutifs j et (j + 1)
A : Facteur d’oubli

Initialisations :
Les coefficients H(v) du gain complexe #  seront mis a zéro.

PROGRAMME :

BOUCLE SUR L’INDICE DE TRANCHE J:
LECTURE DES DONNEES :
Lire N points de X (k) et b(k) appelés X;(k) et b(k)
TRANSFORMEES DE FOURIER (FFT)
TF de X;(k) et b;(k)
On obtient (N/2) + 1 points complexes ; Z;(v) et b;(v)
ESTIMATION DE L’AUTOSPECTRE DE LA REFERENCE:
Estimation de y],(v) pour la tranche d’indice j

o (V) = M5 ' (V) + b,(v) b ()

ESTIMATION DU SIGNAL
Estimation dans le domaine fréquentiel
Z.(v)=2;(v) - H'\(v) = b;(v)
Estlmatlon dans le domaine temporel
TF inverse de ? (v)
on obtient N pomts de ? (k)
on ne garde que les RECOV derniers points.
Pour la premiére tranche :
— soit on ne garde pas les (N-RECOV) premiers points ; ils ne seront donc pas estimés.
— soit on les garde en sachant qu’ils sont mal estimés (transitoires).

CALCUL DE L’ERREUR SANS TRANSITOIRE : E;(v)
On découpe dans le fichier S rempli précédemment N points bien estimés correspondant a la tranche de
rang j et on en fait la TF: on obtient (N/2 + 1) points complexes : E;(v).

RENOUVELLEMENT DU GAIN DU FILTRE: ,
Renouvellement des (N/2 + 1) coefficients complexes H/ (v)

HW)=H '(v)- E;(v)

Yip (V)
FIN DE BOUCLE

COUT DE CALCUL SANS RECOUVREMENT

— Pour un bloc de N points de X (k) et b(k)
N
FFET de X(k) €t B(k) et cte e e ee e 2 ( = log,

eStimation de Y;, (V) ettt e e e et ra e e e e e e e e e e rnnns 2

estimation de &;(V)

Z
Z27222—
I X+ x X

estimation de S;(k) s Elog2 N x
2

renouvellement de H;(V) s N /

N -
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— Coiit de calcul par échantillon de sortie 3

> log, N +3 X
1 +
2 —
1 /
— D’une tranche a Pautre, on garde en mémoire :
b (1) et (N/2 + 1) points complexes
H (V) ettt e (N/2 + 1) points complexes

COUT DE CALCUL AVEC RECOUVREMENT
— Pour un bloc de N points de X (k) et b(k)
Il faut ajouter au calcul précédent une TF de §j (k) pris dans le fichier des S(k) bien estimés.

— Coiit de calcul pour N points :

? log; N +3N X
N 4
2N -
N /
On ne garde en fait que (N—RECOV) points estimés
— Coiit de calcul par échantillon de sortie :
2log, N+ 3N
( N — RECOV x
N __ +
N — RECOV
2N ) N
N — RECOV
N /
N — RECOV

Annexe 2
LMS FREQUENCE

On découpe le signal bruité X(k) et la référence b(k) en tranches de rang j, de longueur N.

Pour éviter les transitoires en début de tranche, il est nécessaire de faire se recouvrir les tranches. La longueur
du recouvrement, en nombre de points, est RECOV.

Si on utilise une FFT, N doit étre une puissance de 2.

Parameétres a entrer :

N : Ordre du filtre et longueur des tranches

RECOV : Nombre de points communs a 2 tranches d’indices consécutifs j et (j + 1)

p(v) : Facteur de convergence par canal de fréquence (autant de p que de canaux de fréquence)
Initialisations :

Les coefficients H(v) du gain complexe de #” seront mis & zéro.

PROGRAMME :

BOUCLE SUR L’INDICE DE TRANCHE j
LECTURE DES DONNEES :
Lire N points de X (k) et b(k) appelés X;(k) et b;(k)
TRANSFORMEES DE FOURIER (FFT)
TF de X;(k) et b;(k)
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On obtient (N/2 + 1) points complexes : Z;(v) et b;(v)

ESTIMATION DU SIGNAL
Estimation dans le domaine fréquentiel

ZP(v)=2;(v) -H () b(v)

Estimation dans le domaine temporel

TF inverse de ?j(v)

On obtient N points de S,(k)

On ne garde que les RECOV derniers points.

Pour la premiére tranche :
— soit les (N-RECOV') premiers points ne sont pas conservés
— soit on les garde en sachant qu’ils seront mal estimés (transitoires).

CALCUL DE L’ERREUR SANS TRANSITOIRE : E;(7)

On découpe dans le fichier S rempli précédemment les N points bien estimés qui correspondent 4 la tranche
de rang j et on fait la TF : on obtient (N/2 + 1) points complexes : E;(v).

RENOUVELLEMENT DU GAIN DU FILTRE: .
Renouvellement des (N/2 + 1) coefficients complexes H (v)

H/(v) = W' (v) + w(v) b (v) E;(v)

FIN DE BOUCLE

COUT DE CALCUL SANS RECOUVREMENT
— Pour un bloc de N points de X (k) et b(k)

FFT de X(K) €0 B(K) oottt 2(NlogN)
Estimation de Z;(¥) e et N  x
N _
Estimation de S;(k) e ( ;logz N) o«
Renouvellement de H/(1) oot 2N X
N +
— Coiit de calcul par échantillon de sortie
3
( 5 log, N +3 ) X
1 +
1 _
— D’une tranche a Pautre, on garde en mémoire
H (V) e (N/2 + 1) points complexes
COUT DE CALCUL AVEC RECOUVREMENT
— Pour un bloc de N points de X (k) et b(k)
1l faut ajouter au calcul précédent une TF de §j (k) pris dans le fichier des S(k) bien estimés.
— Coiit de calcul pour N points AN
< — log, N + 3 N) X
+
N _
On ne garde en fait que (N-RECOV) points estimés
— Coiit de calcul par échantillon de sortie
2Nlog, N+ 3N
< N _ RECOV > %
N +
N — RECOV
N pa—
N — RECOV

Traitement du Signal volume 6 - n° 5 - 1989

431



SOUSTRACTION DE BRUIT

Annexe 3
SPECTROFILTRE

On découpe le signal bruité X(k) et la référence b(k) en tranches de rang j, de longueur N.

Pour éviter les transitoires en début de tranche, il est nécessaire de faire se recouvrir les tranches. La
longueur de recouvrement, en nombre d’échantillons est RECOV

Si on utilise une FFT, N doit étre une puissance de 2.

Parameétres a entrer :

N : Ordre du filtre et longueur des tranches
RECOV : Nombre de points communs a 2 tranches d’indices consécutifs j et (j + 1)
A : Facteur d’oubli.

Initialisations :
Les coefficients H(v) du gain complexe de #” seront mis & zéro.

PROGRAMME:

BOUCLE SUR L’INDICE DE TRANCHE j
LECTURE DES DONNEES :
Lire N points de X(k) et b(k) appelés X;(k) et b;(k)
TRANSFORMEES DE FOURIER (FFT)
TF de X;(k) et b;(k)
On obtient (N/2 + 1) points complexes : &;(v) et b;(v)

ESTIMATION DU SIGNAL
Estimation dans le domaine fréquentiel
P(v) = Z;(v) -H "' (v) b,(v)
Estimation dans le domaine temporel
TF inverse de ?j(v)

On obtient N points de S;(k)
On ne conserve que les RECOV derniers points.

Pour la premieére tranche :
— soit les (N-RECOV ) premiers points ne sont pas conservés ; ils ne seront donc pas estimés
— soit on les garde en sachant qu’ils seront mal estimés (transitoire).

ESTIMATION DE L’INTERSPECTRE ENTRE b et X
Estimation de ¥, (v) pour la tranche d’indice j

o (V) = M. FG (V) + Z;(0) bF ()

ESTIMATION DE L’AUTOSPECTRE DE LA REFERENCE
Estimation de ¥}, (v) pour la tranche d’indice j

Yoo (V) = N o Yy ' (v) + b;(v) b (v)
Estimation pour la tranche d’indice j
Vo (V)

%b(v)

FIN DE BOUCLE

H/(v) =

COUT DE CALCUL SANS RECOUVREMENT
— Pour un bloc de N points de X (k) et b(k)

FFT de X(k) et b(K) oo, 2 ( %’k,gz N)
Estimation de &;(¥) s 11:17
Estimation de S;(k) e < ;logz N)
Estimation de vhy (V) ettt 2N
N
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Estimation de Vi, (V) e 2N x
N +
Estimation de H/(v) s N /
— Coiit de calcul par échantillon de sortie
3
( 5 log, N + 5) X
1 /
2 +
1 -
— D’une tranche a P’autre, on garde en mémoire
Voo (V) et e (N/2+1)  points complexes
a5 (0] ettt e (N/2 + 1)  points complexes
COUT DE CALCUL AVEC RECOUVREMENT
— Pour un bloc de N points de X (k) et b(k) le coiit de calcul est:
3
<§Nlog2N+5N) X
N /
2N +
On ne garde en fait que (N-RECOV) points estimés. N -
— Coiit de calcul par échantillon de sortie
3N
- log, N+ 5N
N — RECOV *
SR .U
N — RECOV
2N N
N — RECOV
N
N - RECOV

Annexe 4
ALGORITHME LMS-TEMPS

Parametres a entrer :

N : Ordre du filtre
. : Facteur de convergence

Initialisations :
Les coefficients du filtre Wy, seront mis a zéro.

PROGRAMME

BOUCLE SUR L’ INDICE D’ECHANTILLON TEMPOREL k: k = 1, T
Lire N points de b: b(k—-N +1) a b(k)
Lire X (k)

CALCUL DU SIGNAL ESTIME :
S(k) = X (k) — [WhG"1" by

CALCUL DE L’ENERGIE DANS LE FILTRE : EN (k)

k

EN(k)= Y} b(p)

p=k-N+1

RENOUVELLEMENT DES COEFFICIENTS DU FILTRE ADAPTATIF

V_V’[‘N] = W’fﬁ}l + -E?p(k—) b §(k)

FIN DE BOUCLE
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Remarque : La normalisation de w par I'énergie contenue dans le filtre EN(k) est indispensable pour traiter des
signaux non stationnaires. Si les signaux sont stationnaires, l'algorithme est plus simple (cf. 4¢ partie 1-2) : on ne

calcule pas EN(k) et la formule de renouvellement est :

Wiy = Whg' + mbey S (k)

COUT DE CALCUL AVEC NORMALISATION DE p.

— Par échantillon de sortie
Calcul de S(A) e

Calcul de EN(A) e et

Renouvellement de Wiy;

— Coiit de calcul total par échantillon de sortie

COUT DE CALCUL SANS NORMALISATION DE )
— Par échantillon de sortie

Calcul de S(k)

Renouvellement de V_V’[‘N]

— Coiit de calcul total par échantillon de sortie

VARIABLES PROPRES AUX ALGORITH JES
DE TYPE KALMAN RAPIDE
n’ d’annexes 5, 6, 7, 8

Prédiction directe de la référence :

— Vecteur des coefficients de prédiction directe A'[‘N‘]]

— Erreur de prédiction directe a priori d(k)
— Erreur de prédiction directe a posteriori ed(k)
— Erreur quadratique de prédiction directe cumulée Ed (k)

Prédiction rétrograde de la référence :

— Vecteur des coefficients de prédiction rétrograde Blﬁxﬁl
— Erreur de prédiction rétrograde a priori er(k)
— Erreur de prédiction rétrograde a posteriori er(k)

— Erreur quadratique de prédiction rétrograde cumulée Er(k)
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X (k) + § (k)
b (k)
b (k 1 “
Wy
m :
(k N+1)
b (k-N)
1.
I - ed (k)
=INy
+
er (k)

~IN)

Fig. A4. — Soustraction de bruit utilisant un algorithme de type Kalman rapide.

Annexe 5
ALGORITHME FAST KALMAN AVEC VALEUR INITIALE NULLE

Parametres a entrer :
N : Ordre du filtre
R, : Condition initiale
A : Facteur d’oubli

Initialisations :

Les coefficients des filtres W, A et B seront mis a zéro, ainsi que le gain de Kalman Gy.
Ed(0) est initialisé & R,,.

PROGRAMME :

BOUCLE SUR L’INDICE D’ECHANTILLON TEMPOREL k: k=1, T

LECTURE DES DONNEES :
Lire (N + 1) points de 6: b(k) a b(k—N)
Lire X (k)

CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION DIRECTE A UN PAS D’'ORDRE N DE b (k) A PRIORI :
ed(k) = b(k) - [Alﬁsﬁl]T b1

MISE A JOUR DES COEFFICIENTS DE PREDICTION DIRECTE:
Aty = Afg' + Gnlk — 1) ed (k)

CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION DIRECTE A UN PAS D'ORDRE N DE b4(k) A
POSTERIORI :

ed (k) = b(k) — [ARIT 2k 1

MISE A JOUR DE L’ERREUR QUADRATIQUE DE PREDICTION DIRECTE CUMULEE :
Ed (k) = NEd(k — 1) + ed (k) ed(k)

CALCUL DU GAIN INTERMEDIAIRE :

ov 0 aud-o] 8 i) - (5]
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CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION RETROGRADE A UN PAS D’'ORDRE N DE

b(k —N) A PRIORI:
er (k) = b(k —N) — [Bg']" bupny
CALCUL DU GAIN DE KALMAN:

My (k) + m (k) Bl

Gn(k) = — “m (k) er(k)

MISE A JOUR DES COEFFICIENTS DE PREDICTION RETROGRADE :
Bhy = B + Gn(k) er (k)

CALCUL DU SIGNAL ESTIME :
S(k) = X (k) — [Whg'1" by

RENOUVELLEMENT DES COEFFICIENTS DU FILTRE ADAPTATIF :
Why = Wiy' + Gu(k) S(k)

FIN DE BOUCLE

COUT DE CALCUL

— Par échantillon de sortie :

o L e 1 S N
N
1
Mise & jour de Af] oot N
N
Calcul de ed(k) oo, N
N
1
Mise 3 jour de BEd(K)  weorerennereeenensessnennnsseens s sesssessessesessssse s f
Calcul de GN+ 1(k) ......................................................................... 1
(N+1)
N
Calcul de er(k) vt N
N
1
Calcul de Grlh) e !
2N+1)
N
1
Mise a jour de B’[‘N] ......................................................................... N
N
Estimation de S(K) et N
N
1
Renouvellement de Wy oot N
N

Cout de calcul total par échantillon de sortie :
(ION +4)
2
(9N +2)
5
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— D’un échantillon a I’autre, on garde en mémoire :

A’[‘}\,—Jl ......................................................................... N points

ONE = 1) ettt N points

Bk — 1) e eeeeeerereeereeeseessessasnrraaeee s e s nanaerananes 1 point

BiG' s N points

W’[‘N‘]‘ ......................................................................... N points
Annexe 6

ALGORITHME FAST KALMAN AVEC VALEUR INITIALE NON NULLE

Parametres a entrer :

N : Ordre du filtre

R, : Condition initiale

N : Facteur d’oubli

Initialisations :

Les coefficients des filtres W, A et B seront mis a zéro.

Ed(0) est initialis¢ a R,,.

bon

Gn(0) = Dn(0) =
N N Ry + [llo[N]]T bon

PROGRAMME

BOUCLE SUR L’INDICE D’ECHANTILLON TEMPOREL k: k=1, T

LECTURE DES DONNEES :
Lire (N + 1) points de b: b(k) a b(k — N)
Lire X(k)

CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION DIRECTE A UN PAS D’ORDRE N DE 5(k) A PRIORI :
ed (k) = b(k) - [AI[CI\J_]I]T br 1N

MISE A JOUR DES COEFFICIENTS DE PREDICTION DIRECTE :
AlfN] = A’ﬁ\f]l + Gn(k - 1) ed(k)

CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION DIRECTE A UN PAS D’ORDRE N DE 5 (k) A PRIORI :
ed(k) =b(k) — [AIEN]]T IZk_l[N]

MISE A JOUR DE L’ERREUR QUADRATIQUE DE PREDICTION DIRECTE CUMULEE :
Ed (k) = NEd (k — 1) + ed (k) ed(k)

CALCUL DU GAIN INTERMEDIAIRE :

Gy i(k) = [(_}N(]?‘ 1)] +% [_ ‘;IEN]] = [I\_:f(gc))]
CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION RETROGRADE A UN PAS D’ORDRE N DE
b(k —N) A PRIORI :
er (k) = b(k — N) — [Bf'1" by
MISE A JOUR DES COEFFICIENTS DE PREDICTION RETROGRADE :
Bhg' + Mn(k) er(k)

Bl = —
(N] 1 —m(k)er(k)
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VECTEURS INTERMEDIAIRES :
Fy(k) = My(k) + m (k) By,
[In — FGO)[bypl" 1 D(k — 1)
1 — [bopn]™ Epng (k) [Bipng] " Pk — 1)

CALCUL DU GAIN DE KALMAN :
Gy(k) = [Iy — Dn(k) [bopy]™1 Ex(k)
CALCUL DU SIGNAL ESTIME :

Dn(k) =

S(k) = X(k) — [Whi'17 b

RENOUVELLEMENT DES COEFFICIENTS DU FILTRE ADAPTATIF :
Why = Wig' + Gn(k) . S(k)

On appelle Iy la matrice identité d’ordre N.
FIN DE BOUCLE

Annexe 7
ALGORITHME FAEST

Parametres a entrer .

N : Ordre du filtre

R, : Condition initiale

A : Facteur d’oubli

Initialisations :

Les coefficients des filtres W, A et B seront mis 4 zéro, ainsi que le gain de Kalman Gy

Ed(0) et Er(0) sont initialisés a Ry . ay(0) est initialisé a \.
PROGRAMME :

BOUCLE SUR L’INDICE D’ECHANTILLON TEMPOREL k: k=1, T
LECTURE DES DONNEES :
Lire (N + 1) points de b: b (k) a b(k - N)
Lire X (k)
CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION DIRECTE A PRIORI A UN PAS D’ORDRE N DE
bk):
ed(k) =b(k) — [AI[CN_]I]T b 1Ny
CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION DIRECTE A POSTERIORI A UN PAS D’ORDRE N DE
b(k):

N .ed (k)
ky= 2217
ed (k) an(k—1)
MISE A JOUR DES COEFFICIENTS DE PREDICTION DIRECTE :

AlfN] = A’fﬁ]l + Gnk—1) . ed (k)
MISE A JOUR DE L’ERREUR QUADRATIQUE DE PREDICTION DIRECTE CUMULEE :

Ed (k) = A.Ed (k- 1) + ed (k) . ed (k)
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CALCUL DU GAIN INTERMEDIAIRE :

b= [C’f*(’?— 1)] +Ede(dk(li)l) [— Alﬁxﬁ‘} - [mM(I;c)]

CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION RETROGRADE A UN PAS D'ORDRE N DE
b(k —N) A PRIORI :

er(k) =m' (k) Er(k — 1)

CALCUL DU GAIN ALTERNATIF DE KALMAN
Gi(k) = M{(k) + m’ (k) By,

VARIABLE DE PROPORTIONNALITE : ay, (k)

ed(k)

ay, (k) = an(k — 1)+m_—1)'

ed (k)

VARIABLE DE PROPORTIONNALITE : ay(k)
an(k) = an, (k) = m' (k). er (k)

CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION RETROGRADE A UN PAS D'ORDRE N DE
b(k —N) A POSTERIORI :

er(k)

er(k) = __——aN(k)

MISE A JOUR DE L’ERREUR QUADRATIQUE DE PREDICTION RETROGRADE CUMULEE :
Er(k) =N.Er(k=1) +er(k).cer(k)

MISE A JOUR DES COEFFICIENTS DE PREDICTION RETROGRADE :
By = Biwy' + Gi(k) . er (k)

CALCUL DU SIGNAL ESTIME :
S(k) = X(k) — [Why'1" - bapg

RENOUVELLEMENT DES COEFFICIENTS DU FILTRE ADAPTATIF :

Gr(k) 4
k k—1 N

Wi =Wy + m - S(k)
FIN DE BOUCLE

COUT DE CALCUL

— Par échantillon de sortie :
Calcul de ed(k) e

Calcul de ed(k)

Mise a jour de A’[‘N]

Mise a jour de Ed(K) = e,

——NZZ = —ZZ
—F X+ X X— | +X

Calcul de G{, (k)

(N+1 X
N +

(Mise en mémoire de ed(k)/Ed(k — 1))
Calcul de er(k) ettt nes 1 x
Calcul de GRIA) et eeeen N x
N +
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Calcul de an, (K)o I x
1 /
(Lecture de ed(k)/Ed(k — 1))
Calcul de on(K) et I x
1 —
Calcul de er(K) e L)
1 X
Mise a Jour de Er(k) et as 2 X
Mise 4 jour de BiN] vt I+
N X
Calcul de S(A) e N x
N +
1 _
Renouvellement de Wiy, oot N
N +
(Lecture de 1/an(k))
— Coiit de calcul total par échantillon de sortie
3 /
7N+ 10 X
TN +3
3 —
— D’un échantillon a Pautre on garde en mémoire
Alfﬁ]l ......................................................................... N points
AN(K — 1) s 1 point
GRNE = 1) ettt N points
Ed(k—1) e 1 point
Er(K — 1) e 1 point
BN et N  points
W e N points
Annexe 8

ALGORITHME FTF

Parametres a entrer .

N : Ordre du filtre
R, : Condition initiale
A : Facteur d’oubli
Initialisations :

On utilise :

— soit la procédure d’initialisation exacte décrite en annexe 10 [8]

— soit une initialisation semblable a celle du FAEST : les coefficients des filtres W, A et B sont mis a zéro ainsi
que le gain de Kalman Gy, Ed(0) et Er(0) sont initialisés & Ry, ayn(0) est initialisé a A.

PROGRAMME :

BOUCLE SUR L’INDICE D’ECHANTILLON TEMPOREL k: k=1, T

LECTURE DES DONNEES :
Lire (N + 1) points de b: b(k) a b(k — N)
Lire X (k)

CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION DIRECTE A UN PAS D’ORDRE N DE b(k) A PRIORI :
ed (k) = b(k) — [ARN"1" b1y

CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION DIRECTE A UN PAS D’'ORDRE N DE b(k) A
POSTERIORI :

ed(k) = ed (k) .yn(k—1)
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MISE A JOUR DES COEFFICIENTS DE PREDICTION DIRECTE:
Al = ARG + Gi(k — 1) ed (k)

MISE A JOUR DE L’ERREUR QUADRATIQUE DE PREDICTION DIRECTE CUMULEE :

Ed (k) = NEd (k — 1) + ed (k) . ed (k)
CALCUL DU GAIN INTERMEDIAIRE :

' ~ 0 ed(k) I _ [MK(k)
Gl (k) = | Gk - K X Bd(k—1) [— A’EN‘]‘] ) [m’(k)]

CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION RETROGRADE A UN PAS D’ORDRE N DE
b(k ~N) A PRIORI :

er (k) = \m' (k) Br(k — 1)

CALCUL DU GAIN ALTERNATIF DE KALMAN :
Gi(k) = Mi(k) + m' (k) Bl

VARIABLE DE PROPORTIONNALITE : vy, (k)

Bd(k—1)
Ed (k)

VARIABLE DE PROPORTIONNALITE : Yy(k)
YN(K) = YN (k) /11 — er(k) yn o1 (k) m' (k)]

CALCUL DE L’ERREUR DE PREDICTION RETROGRADE A UN PAS D’ORDRE N DE
b(k —N) A POSTERIORI :

er (k) = er(k) . yn(k)

'YN+1(k) =yn(k—1)

MISE A JOUR DE L’ERREUR QUADRATIQUE DE PREDICTION RETROGRADE CUMULEE:

Er(k) = NEr(k —1) + er(k) er(k)
MISE A JOUR DES COEFFICIENTS DE PREDICTION RETROGRADE :
By = Biny' + Gi(k) er (k)
CALCUL DU SIGNAL ESTIME :
S(k) = X (k) — W' 1" bupy
RENOUVELLEMENT DES COEFFICIENTS DU FILTRE ADAPTATIF :
Wiy = Wha' + GR(k) (k) S(k)
FIN DE BOUCLE
COUT DU CALCUL

— Par échantillon de sortie :
Calcul de ed(k) e

Calcul de ed(k) e
Mise a jour de Afy

Mise 4 jour de Ed(K) oot

Calcul de G, 1(Kk) e

Calcul de er(k)

(mise en mémoire de NEd(k — 1))
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SOUSTRACTION DE BRUIT

Calcul de G(K) ot g X
+
Calcul de Y, 1K) oo 1 /

Calcul de yn(k)

Calcul de er(k)
Mise a jour de Er(k)

et ek [\ bt et
X X | X~ X

1+
Mise a jour de B]{N] ........................................................................... N X
N +
Calcul de S(K) et N x
N +
1 _
Renouvellement de W'{Nl ........................................................................... (N+1) X
N +
— Coiit de calcul total par échantillon de sortie :
3 /
(TN +11)
(TN +2) +
3 _
— D’un échantillon a ’autre, on garde en mémoire :
AR e N  points
YNCE = 1) et 1 point
GUlk = 1) e N points
Ed(k—1) e I pomt
Er(k — 1) ettt e et 1 point
B e N  points
DINT e .
W s N points
Variables utilisées dans les algorithmes FTF
avec les notations de Cioffi et Kailath [8] et [131]
relatives aux annexes 9-10-11-12-13-14
amm € m
Vecteurs Ty
S Kyl
nginées: QL‘/’/ :
y (T-N)| N+1
Fig. A5. — Notations des annexes 9 a 14.
(Notation précédentes) (Nouvelles notations)
ed(T) Erreur de prédiction directe a priori :
ed(T) Erreur de prédiction directe a posteriori :
Ed(T) Erreur quadratique cumulée de prédiction directe :
er(T) Erreur de prédiction rétrograde :
er(T) Erreur de prédiction rétrograde a posteriori :
Ern(T) Erreur quadratique cumulée de prédiction rétrograde :

Coefficients de prédiction directe :
Coefficients de prédiction rétrograde :
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Remarques : La définition de Ay et By est un peu différente de celle utilisée dans le texte et les algorithmes
précédents, I’erreur de prédiction directe n’est plus :

b(k + 1) — Afy) bin) (Annexes 5, 6, 7 et 8) mais — Al by, i)

Gu(T) Gain intermédiaire : éN (D)
any(T~1) Variable de proportionnalité : (T —1) = en(T)
ef(T)
T
ax(T) ety 2 D)
r&(T)
Annexe 9

ALGORITHME FTF

Ref. [8] (L’initialisation est faite en annexe 10) (T = [1 + r&(T) vy, 1(T) éﬁﬂ,T]‘l Yn+1(T)
ef(T) = An 11 YN a(T) 1+ r&(T) yn41(T) é§+ 1, 7] : variable de sauvegarde
en(T) = e&(T) yn(T - 1) m(T) = rR(T) y(T)

an(T) = Aan(T — 1) + eR(T) en(T) Bn(T) = ABN(T = 1) + rf(T) rn(T)

() = S (T D) Cr0) = Cuorr = Sy Brr—

Byt =By 11+ rn(T)Cx 1 0]

. ~ 1 _1
Cnyrr=[10Cy 1ol — s ef(D oy (T- 1) Axr-
NeLT NT-tl =g N T Q(T) = dr+ Wy Y(T)

Ant=AnT-1 +ex(D[O0 éN,T— 1] en(T) = e&(T) vn(T)
H(T) = = ABN(T - 1) CR, 1 1 Wyt =Wy r-1 +en(T) C 1
Annexe 10

PROCEDURE D’INITIALISATION EXACTE DU FTF

Ref. [8] or(T)
N vT(T>=vT_,(T—1>&—lT)
T=0:Agp=Bgp=1Cpo=0 T-1

2 ~ jod e“l’"_l(T)
Wio= —d(0)/y(0), vo(0) = 1, 4(0) =y(0) Crr=10 CT—l,T—l] — = AT_ T
ar(T)
1<T=<N: By =[(y(0) v(T) éT,T) 1] seulement lorsque T = N
ek _((T) =Ar_ 11 (D) sy (1] Br.t = ¥(0)? v7(T) seulement lorsque T = N
T —ek_(T) e (T) = d(T) + Wr, 1 Y (T)
AT,T = [AT—I,T—I 30 ]
y(© er(T) = e4(T) y1(T)
er_1(T) =ef_((T) yr (T - 1) ST <N, Wy, 5= [WT,T+1 - ef(T) ]
ar(T) =rer_((T-1) »(0)
ar_1(T) = ap(T) + ef _((T) er_((T) SiT=N, Wy 1=Wrr_,+er(T) éT,T
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Annexe 11
ALGORITHME FTF DIT «7N + N»

Ref. [8] W(T) = [1 + r&(T) CX; 1, 1] Yn +1(T)
[1+rR(T)CN, 1, 7] : variable de sauvegarde
N(T) = r{(T) yn(T)

BN(T) = ABN(T = 1) + r{(T) r(T)

ef(T) = Ax1r_1 Yns1(T)
en(T) = eR(T) yn(T - 1)
an(T) = Nan(T — 1) + ef(T) ex(T)

1 N
(™) = ——m;(f:(%—)l) A(T = 1) Cxr O = ey (e ™ Senr Bl
Byt =By 11 + R(T)[CN 7]
Ant=ANT_1+eR(T)[0Cx 1_1] ' e&(T) = d(T) + Wy 1_; Yy(T)
Cninr=[0Cx 1 1] —ex(T)ax'(T) Ay 1 en(T) = e&(T) vn(T)
R(T) = = ABx(T — D ¥4 ((T) OV 11 Wyt =Wr o1 +e&(T)Cy

ALGORITHMES FTF NORMALISES

Les variables X correspondent aux variables des annexes précédentes (9-10-11) normalisées par la racine carrée
de la puissance de sortie ; ceci est relatif aux annexes (12-13).

Annexe 12

ALGORITHME FTF NORMALISE
Ref. [8] FL(T) = (1 — F4(T))"”? variable de sauvegarde
R(T) = Ayr_1 Yoo 1(T) M =

&N (T) ex(T) = [N &(T) AT - 1)]
enS(T) = (1 + [N 2 &(T) viH(T - D)2
ex(T) = 1/ex%(T)

ex(T) = ex(T)[N 2 & (T) (T - 1)]

BN(T) = N2 BYA(T — 1) FRE(T)
WA(T) = v ((T) 7R E(T)

By = N AS(T) By rog + FRE(T) An(T) Cnyi 1

W (T) = &5(T) YA(T - 1) [Cx,7 01 = FRET) {Cy 1,7 + A" V2A(T) By 1)
Ant=N"&UT) Ax 11+ &n(T) [0 Cx 1] (T) =d(T) + Wyt Yn(T)
Cnsrr =90 Cnr 1] - A "2ay(T) Aty en(T) = [R(T) »*(T)] vWA(T)
FN(T) = N2BYA(T - 1) CX, LT Wit =Wy o1+ e&(T) yWX(T) (_:N,’l‘
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Annexe 13
FTF « QUASINORMALISE »

&(T) = Ax 11 Ynii(T)
exC(T) ex(T) = [A 2 &R (T) v (T — 1)]
T = (1 + IV P R(T) (T - D)2
ex(T) = 1/e3(T)
en(T) = exS(THIN P (T) (T — 1]
Y (T) = eR(T) V(T - 1) ; yrYA(T) = &3S (M) AT - 1)
Ant=N"eT) A o1 + (TN &(TH[0 Cy,r_1]
Cnir1=[0Cy 1 1] —en(T) - YIA(T - 1) Ay 1
FR(T) = = N2 B(T — D AT CRL
1
~(T)
(1 — 7%(T)) : variable de sauvegarde
BN(T) = M2 B*(T — 1) /R (T)

WHT) = v 1 (T) FRE(T) 5 v A(T) = y8 LA(T) vw 3(T) FR(T)
By 1= A 2ARS(T) By r_1 + FnS(T) A(T) 8 A(T) Cug
[Cn10]1=Cn, 1T+ 7Y (T 7n(T) Byt
R(T) = d(T) + Wy 1-1 Yn(T)
en(T) = [&(T) V(T wX(T)

Wnt=Wrro1 +ek(T)Cyr

FU(T) = (1 = FR(TYH2; FRE(T) =

Annexe 14
FTF « OVERNORMALISED »

e, 1(T) =N""an (T = D) Ax 111 Xno1(T)

en,t+1(T) = ek r(T) yn 11 (T-1) (W, 14+1(T=1) = yn 1 (T - 1))
oy 141(T) =Ny r(T = 1) + ef 1(T) ex, v 41 (T)

YN+, T+1(T) =vn141(T=1) —en 1, :(T) “SI,ITH(T) ex,t4+1 (T)
Cuintant=0Curipr 1] —eR (MDA Ay

Antint =ANTnT-1 + on'7s1(T) New 1, 1(T) CninrinT

(D) = =My r(T = DICN, 1,74 1,7

+vyw70(T) (~?§+ L1+ 1 ' 1(T)]: variable de sauvegarde
'YN,T+1(T) =[1+ 'YN+1,T+1(T) é§+1,T+1,T 'fiJ,T(T)]_l ’YN+1,T+1(T)
rN,T+1(T) =r£I,T(T) 'YN,T+1(T)
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P, T+ 1(T) = ABN (T = 1) + rf 1 (T) ry, 14 1(T)

[éN,T+1,TO] = éN+1,T+l,T—rKI,T(T) A !'By o (T)
Byri,r=Barrog + )‘{ég+1,T+1,T} YN+1,T+1(T) é§+l,T+1,T
e, 1(T) = d(T) + Wy 1, 1_; Xn(T)

en, T +1(T) = e& o(T) v, 741 (T)

Whtinr=Wnrror +enra1(T) éN,T+1,T

eN,T+1(T) = Nen 1(T — 1) + ef (T) ey 1, 1(T)

Annexe 15

ALGORITHME EN TREILLIS NON NORMALISE
AVEC CONDITION INITIALE NULLE, APPLIQUE
A LA SOUSTRACTION DE BRUIT

Paramétres a entrer .
N : Ordre du filtre
A : Facteur d’oubli

Initialisations

ery(0) = b(1)

edy(0) = b(1)

R;(0) = [b(DT

R§(0) = [b(L)Y

S,(0) = X(0)

v_1(0) = 1

A,(0) = 0p=0,...,N-1
cpp(()) =0p=0,...N-1
PROGRAMME :

BOUCLE SUR L’INDICE k DE L’ECHANTILLON TEMPOREL

INITIALISATION A L'ORDRE 0:

erg(k) = b(k+1)

edy(k) = b(k +1)

Ro(k) = ARj(k— 1) + [b(k + D

R§(k) = ARZ(k-1) + [b(k + )]

So(k) X (k)

v-1(k) =1

BOUCLE SUR L’INDICE D’ORDRE : p = 0, min (N, k) -1
RENOUVELLEMENT DE L'INTERCORRELATION ENTRE ed ET er:
Ay i (k) =NA, (k= 1) + ed, (k) er,(k = 1) /v, 1 (k=1)
RENOUVELLEMENT DE L'INTERCORRELATION ENTRE § ET er:

®,, (k) = D, (k—1)+er,(k— 1)S,(k) /v, 1 (k- 1)

RENOUVELLEMENT DE LA VARIABLE DE VRAISEMBLANCE v:
Y (k) =¥, 1 (k) —er,(k—1) R, (k= 1) er,(k~1) R™"=[R]"'
CALCUL DU SIGNAL ESTIME §, ; :

S, 1(k) =S,(k) =@, (k)R "(k— 1) er,(k 1)
RENOUVELLEMENT DE L’ERREUR DE PREDICTION DIRECTE
ed,, (k) = ed, (k) ~ A, ., (K)R;"(k — 1) er,(k — 1)
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RENOUVELLEMENT DE LA COVARIANCE DE ed
Ry, (k) = Rp(k) = 8, . (k) R, (k = 1) B, (k)
RENOUVELLEMENT DE L’ERREUR DE PREDICTION RETROGRADE
erp 1 (k) = er,(k=1) = A, ()R ‘(k) eg(k) R~ = [RI]"!
RENOUVELLEMENT DE LA COVARIANCE DE er

pi1(k) =Ry(k —1) = A, (k) R, (k) B, , 1 (k)

MISE EN MEMOIRE DE A(k), er(k), v(k), ®(k), R"’(k) A TOUS LES ORDRES POUR
UTILISATION DANS LA BOUCLE TEMPORELLE A PINDICE (k + 1)

FIN DE BOUCLE
FIN DE BOUCLE

Remarque : Lorsque les diviseurs vy, R” et R? sont trés petits, on met leur inverse & zéro (cas scalaire).

COUT DE CALCUL

— Par échantillon de sortie :

Initialisation de RI(K) oot 2 X
1 +
Initialisation de Rp(K) it 2 X
1 +
Renouvellement de A, 1(K) oo N /
3N X
N +
(Mise en mémoire de (v, ((k—1))"")
Renouvellement de @, (K)o 3N X
Renouvellement de v,(K) oo N
N X
N -
. (Lecture de (vy,_;(k~1)"")
Renouvellement de S, 1(K) oo N /
2N X
N _
(Mise en mémoire de R, "(k —1))
Renouvellement de ed, , 1 (k) oo 2N x
N _
(Lecture de R, "(k — 1))
Renouvellement de Rl‘f 1B s 2N X
N -
(Lecture de R, "(k — 1))
Renouvellement de er,, (k) oo N /
N X
N _
(Mise en mémoire de R; “(k))
Renouvellement de Ry, (K)o 2N X
N _
(Lecture de R;d (k))
— Caoiit de calcul par échantillon de sortie
4N /
(16N + 4) X
(2N +2) +
6N -
— D’un échantillon 3 Pautre on garde en mémoire
Ay (B —=1) N points
erp(k— 1) 2N points (x 2)*
Rr,(k—1) e, 2N points (x 2)*
Yo 10k = 1) 2N points (x 2)*
D, 1 (K—1) N points

*pour éviter la réécriture
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— a Pordre 0

RE(E — 1) e 1 point
RO(E = 1) e 1 point

VARIABLES UTILISEES DANS LES ALGORITHMES
EN TREILLIS (NORMALISES, GAL1, GAL2)
AVEC LES NOTATIONS DE FRIEDLANDER |[51]
RELATIVES AUX ANNEXES 16-17 ET 18

Anciennes notations Nouvelles
(annexes précédentes notations
et texte)
Référence b(k) Yt
Puissance de b St (annexe 16) (normalisation)
Signal bruité X(k) T
Puissance de X S¥  (annexe 16) (normalisation)
Erreur de prédiction directe ed,(k) (annexes 17 et 18)
_ €, T erreur normalisée (annexe 16)
Erreur de prédiction rétrograde ery(k) Ty T
‘ 4 7,7 erreur normalisée (annexe 16)
Covariance des erreurs directes R7(k) 2T
Covarignce des erreurs réjtrogrades R (k) R) 1
Coefficient de réflexion directe A ()R "(k-1) K¢
(dans l’annexe 16, K} 1 = o1 = K)
Coefficient de réflexion rétrograde A, (k)R (k1) K r
Signal estimé (k) &1 signal normalisé (annexe 16)
Coefficient de réflexion ’
pour l'estimation de S ¢, 1 (k)R "(k-1) | G

Annexe 16 ALGORITHME EN TREILLIS NORMALISE

AVEC CONDITION INITIALE NULLE (FENETRE A PRIORI)
APPLIQUE A LA SOUSTRACTION DE BRUIT

Initialisation : S, SX%, 7, K, KX & zéro
BOUCLE PRINCIPALE

ST = )\ST_l + YTVt

S% = )\S’)I“—-l + X1 X1

g, = FoT = St yr

&1 = (8§)™ P xr

Pour p =0, ..,min {N, T} —1 faire

K,i,1 = F_l(KpH,T_h FoT_1>€p 1)

Ky v =F (K, 1o, Fo, T 15 Ep,T)

&t =FE, 1 Fpr_1. Ky 1)™

St =FE 1 fro 1, Ky r)*

Forrt =F(@F 1 &1 Ky, 1) ™
F(a,b,c)=[1-cc] " [a—ch][1—bb]" 1
Fl(abc)=[I-cc]Pall —bb} "+ cb
* quand on divise par un nombre x petit mettre )lc = 1.

Le signal estimé normalisé est £, | 1.
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Annexe 17
TREILLIS-GRADIENT AVEC UN COEFFICIENT
DE REFLEXION (GAL1)
Réf. [51]
Initialisation :
K, 1=0 rp=1.,N
Foo-1="tp_2=¢8, 1 =0 r=0,..,N
R -1 =0

rZ
o est une estimation a priori de la variance des erreurs.
BOUCLE SUR L’INSTANT T

€, 7T =To, T =JT
BOUCLE SUR L’ORDRE
p=0,..,N-1
Kot =Kpinrat +Bleuroitpr—o + o1 gpr 1 1/Rp 1o
€p+1,T = Ep T _Kp+1,T Tp, T-1
Tpel, T =Tp1-1 —Kp+1,T €p T
R,r=AR, 7 | + [8;27,T +rir_i]

FIN DE BOUCLE
FIN DE BOUCLE

Annexe 18
TREILLIS-GRADIENT AVEC 2 COEFFICIENTS
DE REFLEXION (GAL2)

Réf. [51]

Initialisation :

Ko, =K, = p=1,.,N

rp’71=r1§,72=81,_1=0 p=0,.,N

p-1 =Ry 1 =0

o est une estimation a priori de la variance des erreurs
BOUCLE SUR L’INSTANT T

g,7T =To,T=JT
BOUCLE SUR L’ORDRE

€

Ky it =Ky, ro1 +Brpr-1 gr-1/Rp 1o
Kyt =Koii1o1+Beprnto1 Mpr-2/Rp 121
Epi1,T = Ep1 — Ky 117511

Fpil, T =1pT-1 _K;+1,T €Ep T

Rir=ARS 1 | +¢p1

R, =MR,1_ | +7pr_1

FIN DE BOUCLE
FIN DE BOUCLE
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Annexe 19
FORMULE DE KALMAN EN TEMPS

Parametres a entrer :
N : Ordre du filtre
R, : Condition initiale strictement positive
A : Facteur d’oubli

Initialisations :

Les coefficients du filtre W et du vecteur Gy gain de Kalman sont mis & zéro. K est initialis¢ par une

matrice diagonale de terme R,,.

PROGRAMME :

BOUCLE SUR L’INDICE k DE L’ECHANTILLON TEMPOREL
LECTURE DES DONNEES:
Lire N points de b(k)
Lire X (k)
ESTIMATION DU SIGNAL

S(k) = X (k) — [Why'1" by
RECURRENCE SUR LE GAIN DE KALMAN :

Ky -1 iy
A+ [ ]T Ky b

RECURRENCE SUR L’INVERSE DE [¥%, : K,

Gn(k) =

Ki = [ — Gn(k) by ]" Ko 1]

RENOUVELLEMENT DU GAIN DU FILTRE :
W%N] = W’f}sﬁl + Gn(k) §(k)
FIN DE BOUCLE

COUT DE CALCUL

— Coiit de calcul par échantillon de sortie :
Estimation de S(k)

— Récurrence sur Gy (k)
Calcul de K; _ by

Calcul de N + [Z_)_k[N]]T I=<k-1 b-k[N] ...........................................................................
Calcul de GN(R) .

— Récurrence sur K,
Calcul de [bynl" Ki_ 1

...........................................................................

Calcul de G(k) [bepn]” Ki-
Calcul de Ky

Renouvellement de V_V’[‘N] ...........................................................................
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— Coiit de calcul total pour échantillon de sortie :

Annexe 20
CORRELOFILTRE

Parametres a entrer :

N : Ordre du filtre
A : Facteur d’oubli

Initialisations :
Les vecteurs W et I',, sont mis a zéro.

PROGRAMME

BOUCLE SUR L’INDICE k DE L’ECHANTILLON TEMPOREL

LECTURE DES DONNEES :
Lire N points de b(k) et de X(k)

ESTIMATION DU SIGNAL :
S(k) = X (k) — Wi 'T" by
ESTIMATION DE L’INTERCORRELATION :
T (1) = A& () + [)_(k[N]]T by o] T=0aN-1
CALCUL DES COEFFICIENTS DU FILTRE:
Wha = Tk
FIN DE BOUCLE
COUT DE CALCUL

— Coiit de calcul par échantillon de sortie :
Estimation du signal

Estimation de I%,

— Coiit de calcul par échantillon de sortie :
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(N> +1)
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Formule de WIENER
<1

Heto ' Txo

Récursivité sur le temps
(ordre fixe)
calcul itératif du gain

i

I

ne * " Utitisation de
Domaine * fréquence ta formule Autre voie pour éviter
utilisation de |a formule le produit matriciel:
de WOODBURRY Approches par la de ‘_p 0 v
méthode d WOODBURRY utilisation du concept
GRADIENT de predictions directe
Formule de et rétrograde
l * KALMAN "
Méthodes Méthodes Méthodes Méthodes Méthodes Wéthodes
optimales sous -optimales sous-optimales sous-optimales optimales optimales
Equivalent en Algorithme 2 pas LM.S. fréquence - DSD On remplace le on remplace le T Récurrence sur Premigre Deuxiéme
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Bibliographie

Présentation de la bibliographie

La bibliographie comporte trois parties :

1. Les articles qui ont servi de base a la recherche,
classés par ordre croissant du numéro de base.

2. L’ensemble de la bibliographie (articles de base,
articles cités, ouvrages) classés par ordre alphabéti-
que d’auteurs.

3. La liste des ouvrages classés par ordre alphabéti-
que d’auteurs.

Les listes comportent huit colonnes :

1. AUTEURS : 'ordre est celui de la publication, le
premier cité est en caractéres majuscules.

2. BASES: comporte un numéro de classement
attribué a la publication (I'indication X s’adresse aux
articles seulement cités [cf. préambule]).

3. N ARTICLES CITES : les articles cités dans les
publications de base sont repérés par un double
numéro du type NN-PP :

— NN est le numéro de la publication de base dans
laquelle I’article est cité.

— PP est le numéro de référence dans la publication
de base.

4. TITRES.

5. REFERENCES : références de la publication.

6. ANNEES : année de la publication.

Traiternent du Signal

7. COMMENTAIRES : pour un certain nombre
d’articles nous avons donné un commentaire succint
de leur contenu.

8. CLES: mots clés permettant une recherche
rapide par théme, lors de I’exploitation automatique
de la bibliographie.

Nota : La bibliographie a été établie sur logiciel de
gestion de base de données 4° DIMENSION implan-
tée sur Macintosh.

Liste des mots clés

ALE
CORRELATION
FAEST

FIR
FREQUENCE
FTF
GRADIENT
IR

KALMAN
MCR i}
RECURSIVITE
RLS

SPATIAL
SPECTRAL
SYSTOL
TREILLIS
WIENER
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