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RÉSUMÉ
Nous nous intéressons à la mise en ceuvre sur des architectures VLSI hautement parallèles (réseaux systoliques) du calcul
des projections intervenant dans le traitement des signaux numériques, et plus généralement dans les systèmes adaptatifs .
Après avoir montré comment se pose ce genre de problème en traitement adaptatif du signal nous passons en revue diverses
architectures systoliques (connues ou originales) qui permettent une résolution en temps réel .
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Introduction

Le modèle systolique a été introduit en 1978 par Kung
et Leiserson [20] pour répondre à la demande sans
cesse croissante d'une plus grande puissance de calcul
à moindre frais . Il s'est révélé être un outil très efficace
pour la conception de processeurs intégrés spécialisés
(citons pour référence [14, 19, 21, 221 parmi d'autres) .
En un mot, une architecture systolique est agencée en
forme de réseau composé d'un grand nombre de cellu-
les élémentaires identiques et localement interconnec-
tées. Chaque cellule reçoit des données provenant
des cellules voisines, effectue un calcul simple, puis
transmet les résultats, toujours aux cellules voisines,
un temps de cycle plus tard. Pour fixer un ordre de
grandeur, disons que chaque cellule a la complexité,
au plus, d'un petit microprocesseur .
Les cellules évoluent en parallèle, en principe sous le
contrôle d'une horloge globale : plusieurs calculs sont
effectués simultanément sur le réseau et on peut résou-
dre plusieurs instances du même problème à la suite .
La dénomination « systolique » provient d'une analo-
gie entre la circulation des flots de données dans le
réseau et celle du sang dans le corps humain, l'horloge
qui assure la synchronisation globale constituant le
« caeur » du système .
Nous nous intéressons dans cet article à la réalisation
systolique du calcul des projections intervenant dans
le traitement des signaux numériques . Comme nous
allons le montrer dans la première section, le pro-
blème général peut être posé de la manière suivante
Calculer successivement A ; 1 B i pour i = 1, 2, . . . , où
les matrices A i et B i, respectivement de tailles n x n et
n x p, sont fonction de Ai _ 1 et B i _ 1 .

Nous proposons tout d'abord, dans la section 2, une
étude générale pour calculer A - 1 B par décomposition
en sous-problèmes matriciels élémentaires. Nous fai-
sons un tour d'horizon des meilleurs réseaux existants
qui conduisent au produit A -1 B par combinaisons
des réseaux fondamentaux, après quoi nous propo-
sons un réseau basé sur la décomposition de Gauss-
Jordan qui permet de calculer directement A `B .
Enfin, nous donnons dans la section 3 la description
de deux réseaux systoliques qui permettent de tenir
compte des éléments de A,-, et B i _ 1 dans le calcul
de Ai-'B.. Le premier est basé sur la formule de
Woodbury et le second est un réseau original qui
inclut la mise à jour des matrices .
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SUMMAR Y
We are interested in the systolic computation of projection operators entering digital signal processing, or more generally
adaptive systems. We first show how such computations arise when dealing with adaptive signal processing . Then we propose an
overview of various systolic arrays (including original ones) achieving real time computations .
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1 . Projections en traitement du signal

Un système adaptatif peut être défini par un opérateur
optimal, construit à partir d'un modèle d'observation
et d'un critère d'optimisation (voir fig. 1). Un grand
nombre d'opérateurs optimaux sont constitués de pro-
jections, notamment lorsque le critère est quadratique
et le modèle linéaire . Dans le cadre de la modélisation
et du traitement de signaux numériques observés sur
une durée finie, les projections prennent une forme
simple. Nous allons développer dans cette section
quelques aspects de l'utilisation des projections dans
le domaine du traitement adaptatif du signal .

obserretion

Modèle
d'Observation

Hypothèses
-A Priori

Opérateur
Optimal

Sortie

Contre-Réaction
éventuelle

Critère
d'Optimisation

Fig. 1 . - Schématisation d'un traitement adaptatif .

1 .1 . PROJECTIONS

Considérons l'espace hilbertien Lp des vecteurs déter-
ministes de dimension p, muni du produit hermitien
< x, y > = x` G -1 y, où G est une matrice hermitienne
p xp définie positive et où x` désigne le vecteur trans-
posé conjugué de x. Soit Y une matrice p x n formée
de n vecteurs colonnes y.. Cette matrice définit un
sous-espace LD (Y) de dimension D(Y)<p engendré
par la famille { y,, . . . , y„ } . En particulier, si Y est
de rang plein, D (Y) =inf (p, n) . La projection d'un
vecteur x de LP sur LD (Y) est caractérisée simplement
par le vecteur de Ln

(1)

	

FD(Y, x)=(YtG-I Y)-I YtG-I x

où A -1 désigne l'inverse généralisée de A lorsque A
est singulière [10] . En d'autres termes FD (Y, x) définit
ici une application de Lp dans Ln . Ce type d'expres-
sion est constamment rencontré; citons par exemple
l'estimation par les moindres carrés généralisés de
paramètres déterministes dans un modèle d'observa-
tion linéaire [28, 31] : coefficients de modèles AR [31,
3, 11], analyse spectrale paramétrique [12, 17], analyse
haute résolution spatiale ou spectrale [12], . . . Une
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forme voisine est rencontrée si la projection est
immergée dans Lp; le projecteur, que nous noterons
F, (Y), est alors une application de LP dans lui-même

(2) F P (Y)x=YFD (Y, x)=Y(Y`G-1Y)-'Y`G-1x

Remarquons qu'alors le projecteur sur l'espace ortho-
gonal s'écrit
(3)

	

FP(Y)=Y[1-(YrG-1Y) - 1IrtG-1]

Ces deux dernières expressions sont à la base de la
théorie des filtres en treillis [17, 8] .
Les projections prennent une forme similaire pour des
signaux aléatoires. En effet, soit Hp l'espace hilbertien
des vecteurs aléatoires de dimension p, muni du pro-
duit hermitien : < x, y > = E { x` G-1 y } . La projection
d'un vecteur x de Hp sur le sous-espace engendré par
la matrice aléatoire Y, revêt la forme suivante

(4) Fp (Y)x=YFD (Y, x)

=YE{YtG -1 Y} -1 E{Yt G -1 x}
FD (Y, x) est ici un vecteur déterministe de L' repré-
sentant les coefficients de x dans sa décomposition
sur la famille génératrice {y, . . . , y„ } . Par exemple,
ce vecteur correspondra au filtre linéaire optimal en
détection et estimation bayesiennes ; citons pour
mémoire la théorie du filtrage de Wiener et de Kal-
man [16, 32] . L'expression (4) n'est utilisable dans la
pratique que si les deux moments d'ordre deux y
intervenant sont connus, ce qui limite fortement ses
possibilités d'application. Ainsi, les matrices de cova-
riance intervenant dans (4) sont en pratique rempla-
cées par des matrices estimées à partir d'un ensemble
d'observations J Y", xµ, 1 <_ µ <_ M } possédant les
mêmes caractéristiques au second ordre, si bien que
le projecteur à calculer prend la forme adaptative

M

	

1

(5) FD(Y, x)=C

	

a.YP'G-1 Y"1 -
µ=1

Mx
C
E b" Yl"G- 1 x"
µ=1

Nous constatons donc que le calcul de produits tels
que A -1 B, où A et B sont des matrices p x p et p x n
respectivement, est omniprésent. Suivant le problème
abordé, ces deux matrices peuvent avoir diverses for-
mes particulières imposées : hermitiennes, symétriques
réelles, Toeplitz, proches de Toeplitz, circulantes,
Hankel, etc., ces structures pouvant être agencées par
blocs dans le cas de signaux multivariables .

1 . 2 . STRUCTURE DES MATRICES

Limitons notre champ d'investigation à l'observation
de processus localement stationnaires. Dans la prati-
que, les observations sont toujours de durée finie, et
sont modélisées afin de pouvoir utiliser l'hypothèse de
stationnarité au second ordre (au moins localement) .
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Cette modélisation, parfois implicite, a un impact
important sur la structure des matrices de covariance
figurant dans la formulation des projecteurs . En réa-
lité, de manière non exhaustive, on peut grossièrement
distinguer trois classes de modélisation, conduisant à
trois types de structure de matrices de covariance
1. les observations sont des réalisations infinies tron-
quées par une fenêtre d'observation ; plusieurs types
de fenêtres sont couramment utilisés à cet effet [17,
11, 8]. Ce type de modèle conduit à des matrices de
covariance toeplitz symétriques par blocs dans le cas
stationnaire ;
2. les processus étudiés sont périodiques en moyenne
quadratique, et les observations sont considérées
comme étant des réalisations d'exactement une
période de longueur. Les matrices de covariance de
telles observations sont alors toeplitz circulantes par
blocs. C'est cette modélisation qui est implicitement
adoptée lorsqu'on exploite la Transformée de Fourier
Discrète (TFD) des observations pour déterminer un
traitement optimal [4] ;
3. Les observations sont directement délivrées dans
le domaine fréquence ou vecteur d'onde. Les échantil-
lons successifs sont par conséquent à valeurs com-
plexes et théoriquement indépendants [4, 26] . Ceci
permet, même si cette propriété n'est vérifiée dans la
pratique qu'asymptotiquement, d'estimer facilement
les matrices de covariance à partir d'un moyennage
spectral ou spatial (périodogramme lissé) et d'en con-
naître les propriétés statistiques [4]. Dans ce type de
modèle d'observation, les matrices de covariance de
chaque échantillon sont hermitiennes, et la matrice de
covariance de l'ensemble de l'observation est théori-
quement hermitienne bloc-diagonale .

1 . 3 . TYPES DE RÉCURRENCE

Afin de compléter cette caractérisation de l'acquisition
des données, il faut définir le mode de succession des
échantillons, dont tiendra nécessairement compte un
traitement adaptatif en aval . Comme cela a été déjà
souligné dans la littérature [8], il existe deux grandes
familles de traitements adaptatifs
1 . les traitements dits « par blocs », dans lesquels les
données arrivent par groupes disjoints qui sont traités
séparément . L'estimation escomptée est alors calculée
lors de chaque acquisition d'un nouveau bloc . En
général, les observations spectrales sont délivrées de
cette manière . Ces blocs peuvent éventuellement s'in-
tersecter (recouvrement) [33] et être apodisés de fenê-
tres [4] ;
2. parallèlement, dans les traitements « récursifs », la
sortie est recalculée à chaque acquisition d'un nouvel
échantillon en fonction de la sortie calculée à l'instant
précédent. Bien que ce soit malgré tout possible, les
traitements récursifs ne fonctionnent habituellement
pas conformément à une division par blocs.
Les classifications que nous venons de faire ci-dessus
nous permettent maintenant de considérer les divers
problèmes susceptibles d'être rencontrés
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1. Pour un traitement de type « par blocs », nous
devrons calculer un nouveau projecteur à chaque
acquisition d'un nouveau bloc de données . Si on se
réfère à la pratique usuelle, ce type de traitement
est souvent rencontré dans le domaine spectral . Des
récurrences peuvent être construites en fonction du
bloc précédent ou à l'intérieur même du bloc

a. solution (bloc k) =f { solution (bloc k-1) } ;

b . solution (bloc k, échantillon j)
=f { solution (bloc k, échantillon j-1) } .

Les matrices de covariance dans le premier cas (a)
sont remises à jour par une modification de rang 1

5 B(k)=(1-a k)B(k-1)+a k uk vk ;
0<ak <1

(6)

alors que dans le second (b), aucune relation particu-
lière n'existe a priori entre les valeurs successives des
covariances

(7)

	

B(k, j)=B(k, j-1)+e(k, j)

En revanche, sous réserve de certaines propriétés de
continuité de B (k, j) en fonction de j, l'innovation
c (k, j) pourra être considérée de petite norme . Sinon,
les covariances sont recalculées à chaque pas k à
partir de moyennes

M Q

(8) B(k,j)=

	

bk-m,j-q Uk-m,)
m=1 q=-Q

2 . Pour les traitements « récursifs » sans division par
blocs, le calcul des covariances se limite à

Q
Bv)= E bj- 9 Uj - g Vi- 4

q=1

et la récurrence s'écrit

(9) B(j)=f{B(j-l)} = (1-aj)B(j-1)+aj uj v~ ;

0<aj <1

On peut retrouver les estimateurs classiques des matri-
ces de covariance en jouant sur le coefficient ak
Si ak =1/k et B (0) =0 dans les récurrences (6) ou (9),
l'estimateur de la covariance B (k) n'est autre que
celui du périodogramme (ou corrélogramme)
moyenné

i
(10)

	

B (j) _

	

u q v q̀/j
q=1

En revanche, si ak = a, le moyennage est de type
exponentiel

i
(11)

	

B~)=a Y- ai- qug vq+(1-CtVB(o)
q=1
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1 . 4 . POSITION DU PROBLÈME

Finalement, les calculs qui devront être réalisés seront
ceux des projecteurs conformément aux expressions
(1) à (3), dans lesquelles les matrices de covariance
seront soit recalculées à chaque pas, soit calculées
récursivement, à partir des transformations (6) à (9) .
Nous avons déjà présenté dans [5] une implémentation
systolique performante de projections dans le cas d'un
calcul non récursif, et de matrices de covariance her-
mitiennes, ou symétriques réelles, sans structure impo-
sée (le principe est rappelé en section 2 .2). De plus,
nous allons nous intéresser dans la section 3 aux cal-
culs de projections régis par la récurrence exponen-
tielle (9) et (11)

{Fp(Y, x)}i=Ai 1 Bj

A i=(l-a)A »_ l +auj u j̀ ;
Bj=(1-a)BJ_ 1 +aui v ì ;

0<a<1

où uj=Y~G -1 i 2 et vi =x~G -112 sont donnés .
Dans un premier temps, aucune structure particulière
ne sera imposée aux matrices de covariance si ce n'est
l'hermicité (ou la symétrie) et la non-négativité. Elles
ont une dimension dont l'ordre varie de 10 sur 10 à
100 sur 100 . Dans la pratique, on peut envisager les
réseaux permettant le calcul récursif des projections
dans le cas des structures imposées (structure toeplitz
symétrique par exemple) . On ne gagne rien à intro-
duire un réseau spécialisé sur un type particulier de
structure, les réseaux proposés ici dans le cas général
restent en effet d'une grande efficacité dans le cas des
structures imposées . Il existe cependant des travaux
traitant ces cas particuliers, nous nous contentons ici
de renvoyer à la littérature correspondante [6, 7] .

2. Réalisation systolique de A - ' B

2 . 1 . RÉSEAUX USUELS DE L'ALGÈBRE MATRICIELLE

Récemment, de nombreux réseaux systoliques ont été
proposés pour résoudre les opérations fondamentales
de l'algèbre linéaire (citons parmi les principaux les
travaux de Gentleman et Kung [9], Kung et Leiserson
[20], Hwang et Cheng [15], Kramer et Van Leeuwen
[18], Li et Wah [23], Nash et al [25], Preparata et
Vuillemin [27], Robert et Tchuente [29] etc.), le même
réseau pouvant servir à différentes applications . Ils
permettent de réaliser le produit de deux matrices, la
triangularisation d'une matrice (décompositions LU
et QR), l'inversion de matrices triangulaires, la mul-
tiplication de matrices et même la résolution de systè-
mes linéaires.
En ce qui concerne le problème particulier du calcul
de A -1 B, on se ramène aux sous-problèmes élémen-
taires suivants : décomposition LU, inversion de
matrices triangulaires et multiplication matricielle .
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Plus précisément, on décompose la matrice A en LU,
on inverse les matrices triangulaires L et U puis on
les multiplie de façon à obtenir U -1 L -1 . Il ne reste
alors plus qu'à postmultiplier par B pour obtenir le
résultat.
Nous nous proposons dans cette section de faire un
rapide tour d'horizon des réseaux systoliques élémen-
taires les plus performants pour chacun de ces problè-
mes élémentaires .

Multiplication matricielle
On présente ici un réseau systolique bidimensionnel
qui réalise le produit de deux matrices denses A et B
de taille n [27]. Comme il s'agit du premier réseau
que nous décrivons, nous détaillons particulièrement
cette présentation .
Le nombre de pas pour effectuer le calcul en séquen-
tiel est n 3, et nous avons en vue un temps d'exécution
linéaire (de l'ordre de n) sur un réseau de O (n 2) cellu-
les. Un produit de deux matrices de tailles n par n
n'est jamais que le résultat de n 2 produits scalaires à n
termes. Ainsi, pour calculer un élément du produit C,
disons ci,, on doit réaliser le produit scalaire de la
ligne i de A et de la colonne j de B .
Une façon naturelle d'effectuer ce produit scalaire est
illustrée sur les figures 2 et 3 (pour n = 3) . Ici, le réseau
comprend une seule cellule, dont le registre interne
est modifié par accumulations successives jusqu'à
acquérir la valeur définitive du produit scalaire . On
désigne par IPS (pour Inner Product Step), la cellule
qui réalise 1 pas du produit scalaire (multiplication
suivie d'une addition) .

b

Fig. 2 . - Cellule IPS .

b 31

b21

b 11

1
811 H	1

Flg. 3 . - Calcul du produit scalaire .
Pour calculer l'élément c ij , l'algorithme est donc le suivant

cij : =0 ;
Pour k : =1 à n faire

cij : =cU+aik . bkj ;

Pour calculer la matrice C complète, nous allons
utiliser n 2 cellules, une par coefficient, comme le mon-

8 13

	

8 12

b

c'=c-ab

Instant 1 instant t+1
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tre la figure 4 sur des matrices 3 x 3. Le réseau obtenu
fonctionne en temps 3 n-2 . On peut s'en convaincre
facilement en suivant le parcours des derniers coeffi-
cients a„„ et b„„ .

8 13

	

812

	

811

823 8 22 8 21

8 33 8 32 8 31

gaz ma

aBun
@au~~

Flg. 4. - Produit de deux matrices denses .

Une difficulté cependant se pose . En effet, à la fin du
calcul, les coefficients de la matrice C sont stockés
dans le réseau. Il nous faut imaginer un mécanisme
permettant de vider celui-ci . En effet, seules les cellules
frontières peuvent communiquer avec l'hôte, il est
donc exclu de lire directement et en parallèle (en un
seul top d'horloge!) le contenu des registres internes
des n 2 cellules . De même, l'instruction qui consiste à
vider le réseau doit se propager de cellule en cellule,
et ne peut être envoyée par un organe de contrôle
central à toutes les cellules.
Plusieurs solutions peuvent être envisagées . Nous
décrivons dans la suite un dispositif où le réseau se
vide par la gauche, en utilisant le bus de circulation
des coefficients ai . L'opération des cellules est main-
tenant commandée par un ou deux booléens de con-
trôle, qui circulent de la gauche vers la droite .
Informellement, le principe est le suivant : si la der-
nière accumulation dans une cellule K a lieu au
temps t, au temps t + 1 celle-ci envoie sur la droite le
contenu c de son registre interne . Au temps t + 1, sa
voisine de droite K' laisse passer inchangée la variable
c en la transmettant à nouveau vers la cellule de
droite K". Au temps t+2, K' envoie à son tour le
contenu de son registre interne à K" . Le booléen
contrôlant le vidage se propage donc à la vitesse 1/2,
gagnant une nouvelle cellule tous les deux tops . Ce
ralentissement est obtenu en insérant une bascule sup-
plémentaire sur son parcours .
Nous pouvons maintenant décrire en détail ce que
pourrait être le fonctionnement d'une cellule lors
d'une mise en couvre concrète . Tout d'abord, le con-
trôle des cellules doit coder les états suivants
- début : commencer un nouveau calcul ;
- accum : accumuler un pas de produit scalaire dans
le registre interne (régime permanent) ;
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- trans : transmettre inchangé un coefficient vers la
droite (correspondant au registre interne d'une cellule
plus à gauche) ;
- vider : transmettre le contenu du regitre interne
vers la droite .
En fait, les trois variables début, accum et trans se
propagent à la vitesse 1 et peuvent être codées sur
deux bits, et un bit supplémentaire est nécessaire pour
la variable vider, qui se propage à la vitesse 1/2. La
figure suivante détaille le fonctionnement complet
d'une cellule .

Jnstantl

cas contrôle de
début :c ' :=a` b ; a' :=a ;b' :=b ;
accum :c' :=c+a .b ;a' :_a ;b' :=b ;
vider :c' :=nil ;a' :=c ;b' :=nil ;
trans

	

:c' :=c ;a' :=a ;b' :=nil ;

ARCHITECTURE SYSTOLIQUE DE SYSTÈMES ADAPTATIFS

b'

Instant t+1

Fig. 5 . - Contrôle des cellules du réseau.

∎

Fg. 6. - Circulation du booléen vider .

L'instruction vider doit arriver en même temps que
l'instruction trans, avec priorité sur celle-ci, un top
après le dernier coefficient significatif. Par exemple,
la première cellule de la première ligne recevra cette
instruction au top n + 1 .
Les figures 5 et 6 illustrent la communication entre
deux cellules voisines d'une même ligne. On peut
imaginer que la première cellule de chaque ligne trans-
mette les instructions de contrôle qu'elle reçoit à sa
voisine de dessous, puisque cette dernière effectue les
mêmes opérations qu'elle avec un retard d'un top .
Ceci permet de ne faire communiquer, en matière de
contrôle, que la première cellule en haut à gauche
avec l'extérieur, réduisant ainsi le nombre de ports
d'entrée-sortie nécessaires .
Le premier coefficient c i , est délivré à la droite du
réseau juste après a,,,, et un nouvel élément suit tous
les tops. Cette phase de vidage requiert donc n tops
supplémentaires, et le temps total d'exécution devient
égal à 4n-2 .
Décomposition LU
De nombreux réseaux systoliques ont été proposés
pour la triangularisation d'une matrice dense [1, 9] . . .
Gentleman et Kung proposent un réseau orthogonal
[9] qui permet d'effectuer la décomposition LU d'une
matrice .
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La décomposition d'une matrice en produit LU de
matrices triangulaires est basée sur l'élimination de
Gauss [10]. La décomposition LU est utilisée pour la
résolution des systèmes linéaires Ax=b. Le second
membre b subit les mêmes transformations que la
matrice A, on posera à cet effet A= (A, b) [matrice
de taille n x (n + 1)] . On peut schématiser l'algorithme
général de triangularisation de la manière suivante

Pour k : =1 à n -1 faire
Pour i := k+ 1 à n faire

ligne k

	

ligne k
ligne i 1 -

M, [
ligne i

La matrice Mi, est choisie de manière à annuler le
coefficient en position (i, k) . L'algorithme procède en
n - 1 étapes. A l'étape k, la k-ième ligne sert de pivot .
On la combine avec toutes les lignes inférieures pour
annuler les éléments de la k-ième colonne situés sous
la diagonale.
Le choix des matrices Mik dépend des propriétés de
la matrice du système. En effet, il est exclus d'intro-
duire des techniques de pivotage, même partiel, car
cela aurait pour effet de détruire la régularité du
réseau. Aussi emploie-t-on la méthode de Gauss (sans
pivotage) pour des matrices symétriques définies posi-
tives ou à diagonales dominantes [10] . Dans le cas
général, il faut recourir à des matrices de factorisa-
tions orthogonales (matrices de Givens) pour des rai-
sons de stabilité . L'algorithme est le même dans les
deux cas, au choix de la matrice M ik près. De notre
point de vue, il importe seulement d'organiser les
rencontres ad hoc entre les lignes de la matrice, indé-
pendamment de la nature des combinaisons réalisées
par les processeurs .
Gentleman et Kung [9] utilisent un réseau triangulaire
de processeurs connectés orthogonalement, reproduit
figure 7 pour n=4 . Le nombre total de cellules est
égal à n [(n + 1)/2+ 1] . La matrice A entre dans le
réseau colonne par colonne. Plus précisément, le pro-
cesseur P lk reçoit les coefficients de la colonne k, un
nouvel élément à chaque top d'horloge, à partir du
temps k . Ce format d'entrée est également représenté
figure 7 .
D'une façon informelle, disons que la k-ième ligne du
réseau est destinée à effectuer l'étape k de l'algo-
rithme. Pour cela, on procède en deux temps .
D'abord, il faut stocker la k-ième ligne de la matrice
dans le réseau, un coefficient dans le registre interne
de chaque cellule . Les lignes suivantes traversent alors
les processeurs Pk„ . . ., Pk,n+2-k' et effectuent au
passage une combinaison avec la ligne pivot k. A
cet effet, les matrices Mk+ 1, k> Mk+2, k> . . . , Mnk sont
générées par la cellule ronde et transmises à toutes
les autres cellules de la ligne. Bien sûr, ces deux phases
sont pipelinées, si bien que la cellule Pk , génère les
premières matrices Mik alors que les derniers coeffi-
cients de la ligne pivot ne sont pas encore stockés .
Examinons en détail le fonctionnement de la première
ligne du réseau . Tout d'abord, la première ligne de la
matrice A est stockée dans les registres internes des
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Fig. 7. - Triangularisation d'une matrice dense .

cellules : l'élément a l ,, est stocké dans le proces-
seur Plk au temps k . Quand une ligne numéro i « :>2)2)
est lue par le réseau, elle est combinée avec la ligne 1
de manière à annuler l'élément ai t . La matrice M il

est générée par la cellule P l , au temps i, puis elle est
envoyée aux autres cellules de la ligne . Plus précisé-
ment, la cellule P l k (k <- 2) effectue au temps i + k - 1,
la transformation suivante

r

	

r(alk, aik) : =M il . (alk, aik)

On procède de la même manière pour toutes les
lignes k .
Il y a deux types de cellules dans le réseau de la
figure 7 : les cellules représentées par des ronds et
celles représentées par des carrés.
Plus précisément, la k-ième ligne du réseau est compo-
sée de
- la cellule Pkt (cellule ronde), qui génère les matri-
ces Mi,, pour i > k ;
- toutes les autres (carrées), qui appliquent les trans-
formations Mik .
La programmation détaillée des cellules est décrite ci-
dessous dans la figure 8 dans le cas de l'élimination
de Gauss pour une matrice 4 x 4 .
Le programme des processeurs est l'unique chose à
modifier pour traiter le cas d'une factorisation ortho-
gonale avec des matrices de Givens. Le flot des don-
nées et l'organisation des rencontres entre celles-ci
reste inchangé, quel que soit l'algorithme de triangula-
risation utilisé. Dans la pratique, il serait facile de
combiner les deux approches Gauss et Givens pour
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Instant t

si finit =vrai
alors { stockerai,)

début r := ai, ; finit := faux ; fin
sinon { modifier ai, }

début

	

Bout ai, +bin'r

bout =bin
fin

Fig. 8. - Programmation des cellules
pour l'élimination de Gauss.

obtenir des cellules programmables, le choix de l'algo-
rithme dépendrait alors d'un bit de contrôle. Bien
mieux, on peut imaginer des variantes mixant les deux
stratégies selon la taille du pivot rencontré . Cepen-
dant, le synchronisme total limite l'intérêt de telles
stratégies, puisque le réseau fonctionne au rythme du
processeur le plus lent .
L'évolution des opérations de la première ligne du
réseau est résumée dans les figures suivantes sur un
exemple avec n = 4 . Dans la table de la figure 9, on
note M it pour la génération de la matrice d'élimina-
tion. De même, on note a tj le contenu des registres
internes des cellules dans la figure 9 . a~;J est la valeur
de a i; après k étapes d'élimination.
A la fin des n - 1 étapes de l'algorithme, la matrice
triangulaire (U, b') est stockée dans le réseau de la
manière suivante

uttut2ut3ut4b1

u22u23u24 b'

u33u34 b3
u44 b4'

Il reste à vider le réseau. La philosophie générale du
modèle impose un vidage systolique, par propagation
d'une variable de contrôle . De plus, on voudrait le
vidage du réseau de la phase de calcul, de manière
à éviter n tops supplémentaires. Nous adoptons un
processus de vidage où chaque cellule envoie le con-
tenu de son registre interne à sa voisine de droite
quand elle a fini de calculer .
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Jnstant t+1

a .b4

844
b 3 5 (t~_+ aout

8 43 834
b 2

842 8 33 824

	

b 1
Instantt Instant t+1

8 41

	

832 823 8 14 si init = vrai

8 31

	

822 8 13
alors { stocker

début r :=
ain J

ain ; finit :=faux ; fin

8 21

	

8 12
sinon (modifier a ir, }

Bout - ai r, / r



P13

	

P14

	

P15

\a13

a23(1) \a14

a33 ( 1 )

	

a24( 1 )

a43( 1 )

	

a34)1)

Fig . 9. - Opérations
de la première ligne du réseau .

b 1
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stockage

Fig . 10. - Visualisation
de la première ligne du réseau .

Dans l'exemple précédent avec n = 4, au temps 4 la
cellule P11 travaille pour la dernière fois. P 11 reste
inactive durant un top puis envoie u 11 vers la droite .
P1 2 finit son travail au temps 5 et transmet son
résultat au temps 6. Il transmet ull vers la droite au
temps 7, puis envoie le contenu de son propre registre
u12 au temps 8. Le processus se poursuit, et u

1i
est

délivré en sortie par la cellule P 15 au temps 9+i
(1 <__ i <_ n + 1 } . De même, on commence à vider la
deuxième ligne du réseau au temps 8 . On voit que les
premières lignes du réseau sont vidées alors que les
dernières continuent à opérer : c'est là le « pipeline »
que nous désirions.
Dans le cas général, le dernier calcul à lieu au temps
2i+3 dans la cellule P i2 , et u 1 , i+k (I S i < n,
0 :9k <_ n- i + 1) est délivré en sortie du réseau au
temps 2 n + i + k + 1 . Enfin, remarquons que l'on peut
simplifier le vidage dans le cas de l'élimination de
Gauss. Comme nous l'avons déjà remarqué, les u ., i + k
ne seront plus modifiés une fois stockés, et peuvent
donc être envoyés immédiatement vers le bas lors de
leur stockage .
Le temps de calcul total pour effectuer la décomposi-
tion LU d'une matrice de taille n est donc 3n+2 sur
ce réseau . Dans le cas de l'élimination de Gauss, on
obtient également la décomposition LU de A : les
coefficients de la matrice L se déduisent directement
(par changement de signe [10]) des matrices M .k , qui
sont délivrées en sortie à la droite du réseau lors du
processus d'élimination.
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Inversion de matrices triangulaires
Le réseau orthogonal précédent permet d'inverser une
matrice triangulaire dans un temps 3 n . Li et Wah
proposent un réseau de cellules connectées hexagona-
lement [23] qui calcule l'inverse en un temps asympto-
tique de 2 n seulement . Cette performance (la meil-
leure connue) a été obtenue à l'aide d'une méthodolo-
gie de synthèse systématique des réseaux.

Temps t

mi

4-
~ T

Tempst

	

Temps t+/

Fig. 12 . - Opérations des cellules
pour l'inversion .

Plutôt que de proposer une explication détaillée du
fonctionnement de ce réseau, nous invitons le lecteur
à suivre lui-même le processus d'élimination sur le
réseau.

T /1,

+- X
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F-

r

x/a

Le réseau est représenté dans la figure 11 pour une
matrice triangulaire inférieure C de taille 4x4 .
Comme le montre la figure, le flot des entrées se fait
diagonale par diagonale au rythme de 1 coefficient
tous les tops d'horloge. Le réseau est composé de
deux types de cellules, dont l'action est décrite à la
figure 12 .

Temps t+/

X - U rt V 1---

Ô

u

T

x/a

Pli P12

temps 1 a11

2 M21 \a12

M31 a22(1)

4 M41 a32 (1)

5 a42( 1 )

6

b (1)
4

e (1) b (1) c 11 c 21
C 31 c 41

44 3
- 8 (1) (1) b (1) C 22 c 32 c42

43 34 2
8 (1) e (1) e (1) C33 c43
42 33 24

(1) e (1) c44
32 23

Fig . 11 . - Inversion d'une matrice triangulaire .J I)
22
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On peut maintenant évaluer le temps de calcul global
du produit A - 1 B à partir des réseaux élémentaires
précédents pour une matrice A de taille n x n . On
obtient asymptotiquement la triangularisation en 3 n
unités de temps, l'inversion d'une matrice triangulaire
en 2 n et la multiplication en 4 n . Soit 11 n unités de
temps pour obtenir la matrice A - ', donc 15 n au total
pour obtenir A -1 B. De plus, le flot des entrées n'est
pas compatible d'une application à l'autre (entrée des
matrices par colonnes ou par diagonales) . Il faudrait
donc en toute rigueur rajouter au temps de calcul, le
temps de réordonnancement des données, et le coût
d'un stockage intermédiaire en mémoire de l'architec-
ture hôte .
Il est possible d'utiliser d'autres réseaux élémentaires
pour effectuer le calcul de A -' B, comme le réseau
de Kramer et Van Leewen qui calcule l'inverse d'une
matrice. Mais cette opération doit être suivie d'une
multiplication sur un autre réseau, et la même remar-
que s'applique. A ce sujet, nous renvoyons à la discus-
sion de Moraga [24] qui montre tout l'intérêt d'une
approche basée sur un seul réseau, comme celui que
nous décrivons maintenant .

2 . 2. CALCUL DIRECT DE A -1 B

Le calcul direct de A -' B peut être vu comme la
résolution de p systèmes linéaires de même matrice

Ax;=b;,

	

1_<i<p

On note B la matrice de taille n xp formée des p
vecteurs seconds membres b. et C la matrice (A, B)
de taille n x (n +p) .

Nous proposons ci-dessous un réseau orthogonal de
n (n + 1) cellules qui permet le calcul de A -1 B en
temps 4 n +p. C'est le réseau transposé de celui décrit
dans [5] .
Le calcul de A -1 B s'effectue à partir de la diagonali-
sation de Jordan . Comme dans le cas de la triangulari-
sation, si la matrice A n'a pas les propriétés de stabi-
lité requises, il faut mixer l'algorithme d'élimination
avec un algorithme de factorisation orthogonale . Sup-
posons pour l'instant que A est non singulière, et
préoccupons nous exclusivement de l'implantation
systolique de la méthode, sans souci numérique . L'al-
gorithme vise à réduire la matrice C =(A, B) en la
matrice (In, A -1 B) en la prémultipliant par n matrices
élémentaires J l , J 2 , . . . , Jn (matrices de Jordan) .
Posons Ck =J k .C k_ 1' la matrice obtenue après k éta-
pes de l'algorithme, en partant de C o=C. Soit C° la
matrice de taille n x (n +p - k) formée des n +p - k
dernières colonnes de C k . On choisit Jk de telle sorte
que les k premières colonnes de Ck soient celles de I,,
(matrice identité d'ordre n). C k a donc la structure
suivante :

C k = [ les k premières colonnes de I,,, C°]
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En particulier, C° est la matrice A -' B cherchée . La
matrice J k diffère seulement de l'identité par sa k-
ième colonne, que l'on note :

(k)

	

(k) t
[C1 k . . . Cnk]

Les coefficients de la matrice Ck sont notés (ci;)),
1 <- i <_ n, k + 1 <_ j < n +p . La valeur des ci ,9, 1 5 i <_ n,
k <=j < n + p, 1 <k_<_ n, est calculée récursivement par
l'algorithme suivant, partant de ci,? ) =c,, :

pour k: =1 à n faire
début

{ calcul de J }
(k)

	

(k-~i) .
(`~)

	

Ckk • -1fCkk

	

>
pour i: = 1 à n, i = k, faire

(B)

	

Cik) . _ - Cik -1) ~` Ckk,

{ calcul de C° }
pour j : = k + 1 à n +p faire

début
pour i: =1 à n, i # k, faire

(k).- (k-1)

	

(k)

	

(k-1) .(C)

	

C i , . C i,

	

+C1k

	

Ckk
(k): = (k)

	

(k - 1) .
Ck, •- Ckk * Ck,

	

,

fin ;
(D)

fin ;

Attention, ici ci(k) désigne un élément de la k-ième
colonne de J , tandis que ci~ ) avec k <j se rapporte à
la matrice Ce .
Pour implanter cet algorithme sur un réseau systoli-
que, nous utilisons un réseau orthogonal à n(n+1)

a mou
BRE

Mli

Mg. 13. - Calcul direct de A - ' B .
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cellules . Le réseau se compose de n lignes, chaque
ligne k comprenant n + 1 processeurs numérotés de
gauche à droite Pk, 1, . . . , P,,,,,,. Il est décrit dans la
figure 13 sur un exemple de taille n = 4 et p = 3. La
matrice A entre dans le réseau ligne par ligne, suivie
de la matrice B . Plus précisément, la k-ième ligne de
la matrice C est en entrée de la cellule Pl k , un nouvel
élément tous les tops d'horloge, à partir du temps k .
Ce format d'entrée est également décrit figure 13 .
Avant de décrire en détail le fonctionnement de ce
réseau, il convient de donner un mot d'explication
informelle : dans le réseau de Gentleman et Kung, les
lignes de la matrice sont stockées dans les processeurs,
et les matrices M ik circulent à travers le réseau . Ici,
le fonctionnement est dual : les lignes circulent, et les
matrices Mfk sont stockées dans les cellules . En effet,
dans l'algorithme de Jordan, chaque ligne doit, quand
elle devient la ligne pivot, rencontrer toutes les autres,
et non plus seulement celles d'indices supérieurs . Plu-
tôt que de faire repartir à travers le réseau une ligne
déjà stockée, comme nous l'avons fait précédemment,
il est préférable ici de faire circuler toutes les lignes
de la matrice C . Ceci explique aussi que la matrice A
entre dans le réseau sous forme transposée par rap-
port au réseau précédent de Gentleman et Kung .
Il y a n étapes dans l'algorithme de Jordan . Nous
implantons chacune d'entre elles sur une ligne du
réseau. Plus précisément, la k-ième instance de la
boucle externe est réalisée par la k-ième ligne du
réseau, qui reçoit la matrice C°_ 1 de la ligne k - 1 et
délivre la matrice C° à la ligne k + 1 .
Chaque étape k comporte deux opérations distinctes
d'abord la génération de la matrice J k, puis le calcul
du produit C°=J k C°_ 1 . L'opération des cellules est
définie en conséquence : les cellules de la ligne k calcu-
lent et stockent les coefficients c~kJ, puis effectuent des
calculs IPS .
Une fois les n matrices élémentaires Jk calculées et
stockées, le réseau est initialisé. Il agit alors comme
un opérateur linéaire qui transforme toute matrice B
en A 'B .
Les opérations des cellules sont décrites dans la figure
14. Il y a trois types de cellules
- type 1 : les cellules rondes calculent l'inverse de
leur première entrée valide, suivant l'instruction (A)
dans l'algorithme. Ensuite, elles agissent simplement
comme des cellules de délai;
- type 2 : les cellules carrées initialisent d'abord leur
registre interne en stockant (après modification) leur
première entrée valide [instruction (B)] . Puis elles agis-
sent comme des cellules IPS [instruction (C)] ;
- type 3 : les cellules à double carré opèrent en fait
comme les cellules carrées, mais leur registre interne
n'est pas initialisé de la même façon (voir fig . 14) .
Elles effectuent l'instruction (D) .
Dans la k-ième ligne du réseau, le processeur de
gauche Pk , 1 est de type 1, et le processeur de droite
Pk,n+1 est de type 3 . Tous les autres processeurs sont
de type 2. Comme pour le réseau de triangularisation,
l'action des cellules est controlée par une variable
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66
instant t

b in

si finit =vrai
alors {inverser}

début aout =1 / ain ; finit := faux ; fin
sinon { transférer la donnée }

aout ain

ein

1

1

Instant t

Jnstant t+1

1

si init=vrai
alors { initialiser le registre interne }

début r := - ain * bin
finit := faux ; bout := bin
aout := nil { pas de donnée envoyée vers le bas } ;

fin
sinon { modifier ai, }

début aouf := ai n + r' bin ; bout = bin ; fin

B out
Instant t Instant t+1

si mit = vrai
alors { initialiser le registre interne}

début r := bin
finit := faux ;
aouf nil { pas de donnée envoyée vers le bas } ;

fin
sinon f modifier bi n }

aouf

	

r' bin

Fig . 14. - Opérations des cellules
pour la diagonalisation de Jordan.

booléenne «finit» qui repère si la première donnée
que reçoit la cellule est valide. La même simplification
a été adoptée : «finit» (initialisé à la valeur «vrai»)
est supposé résider dans les cellules au début de l'exé-
cution. Comme Pkj opère pour la première fois au
temps 3 k + j - 3, un signal en entrée au temps 1 de
P11 , circulant à vitesse 1 vers la droite et 1/2 vers le

.bas, fait l'affaire .
Décrivons en détail l'action de la première ligne du
réseau. Au temps 1, le processeur P11 calcule
ci l, =1/ci°i et agit ensuite comme une cellule délai .
Au temps 2, P 12 initialise son registre interne, avec
le calcul czli : _ - cz°i * c~1~ . P12 agit alors comme une

P13, P14, P1 , opèrent comme P12 , commençant res-
pectivement au temps 3, 4, . . . , n . Au temps n + 1,
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cellule IPS : au temps 3, il modifie c2(o2)z en
2 - 22

	

21

	

12,

	

23,c22 =c(0) +ct 1 J * c{0} et de même avec C23, C24,

	

. .24,



0111 gagne le processeur P,,,,+1 et se stocke dans son
registre interne. De n + 2 jusqu'à la fin de l'exécution,
P,,,,,, évalue la première ligne de C'1 : à n+2, il
calcule c 1

(l) =ct' ) * c~°l, et de même avec c i ,, c i ,, . . . ,
suivant l'instruction (D) .
Les figures 15 et 16 suivantes résument, pour n=4 et
p=3, l'action de la première ligne du réseau . On note
que cette première ligne délivre la matrice C°, de taille
4 x 6 . Dans le cas général, C° est de taille
n x (n+p-1), une colonne a été perdue en traversant
la première ligne du réseau .

Fïg. 15 . - Opération de la première ligne du réseau .

CM27
c (1)
26

c (l)
25

c (1)
24

C (1)23
c (1)
22

Fïg . 16. - Visulaisation de la première ligne du réseau.

De façon similaire, la k-ième ligne du réseau effectue
le calcul Ck =Jk Ck_ 1 . La matrice en entrée Ck_, est
de taille n x (n+p-k+ 1), et la matrice en sortie Co
est de taille n x (n+p- k) . Ainsi, après avoir traversé
tout le réseau, une ligne de n+p coefficients devient
une ligne contenant p coefficients seulement .
Co = C$ = C est en entrée de la première ligne, C° en
entrée de la seconde et C„_, en entrée de la n-ième .
Finalement, le réseau délivre en sortie la matrice
C„00 =A -1 B .
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Pour bien comprendre le fonctionnement de ce réseau,
il est important de noter que les lignes de la matrice
initiale sont permutées circulairement en traversant le
réseau, de manière à ce que la ligne pivot à l'étape k
puisse être combinée avec toutes les autres dans les
cellules Pk1' . . . , Pk, n+ 1 .

Résumons les performances du réseau que nous
venons de présenter : on calcule A -' B en 4 n +p - 2
tops d'horloge sur un réseau de n(n+1) cellules où
A et B sont des matrices denses de tailles respectives
n x n et n xp. Ces chiffres sont à comparer au bilan
de la section précédente .

3. Application au filtrage adaptatif

3 . 1 . CALCUL DE L'INVERSE D'APRÈS WOODBURY

La décomposition de Woodbury permet de calculer
l'inverse d'une somme de matrices à partir des matri-
ces elles-mêmes et de leurs inverses [10], p. 3 et donc
en particulier de calculer l'inverse d'une matrice ayant
subi une modification de rang k .
Plus précisément dans ce cas, si U et V désignent
deux matrices de taille n x k, alors sous certaines
hypothèses de régularité [10], l'inverse de la matrice
Mi+1 =(Mi+UV`) peut être obtenu par la formule
suivante :

Mi+i=Mi'- Mi- 'U(Ik +V`Mi'U) - 'V`Mi 1

Dans le cas d'une modification de rang 1, on obtient
plus simplement

Mi+'1 =Mi '-(Mi ' uv`Mi Mi-')I(1+v`Mì u)

(u et v désignant des vecteurs colonnes) .
Dans le problème qui nous occupe ici, on cherche à
obtenir le produit Ai+'i Bi+1, en fonction du produit
Ai' B, au pas précédent. A i+1 et Bi+1 sont des matri-
ces respectivement de tailles n x n et n x p, elles sont
obtenues par modifications de rang 1 de la manière
suivante

A i +1=(1-a) Ai + oLU (i) u (i)t

Bi+ 1= (1 - (X) Bi + a u(i) v(i) t

où a est un réel appartenant à ]0, 1[, u (i) et v (i) sont
respectivement des vecteurs de tailles n et p.
On applique alors la formule de Woodbury pour
calculer A;+i en fonction de Ai' . La formule com-
plète s'écrit :

Ai-+i=[Ai 1-cLAi 1 u (i) u(i)` Ai 1/

(1-(X +ctu(i)`Ai 1u(i))]/(1-a)

Ce calcul complexe comporte quatre étapes indépen-
dantes qui s'organisent de la manière suivante
- une première étape où l'on calcule le produit
d(i) = u (i) t A i 1 .,
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Pli P12 P13 P14 P15

temps 1 01 1 ( 1 )

2
\021(1)

3 C22( 1 ) 031( 1 )

4 C23( 1 ) C3 2 ( 1 ) 047( 1 ) -

5 024(1) c33 (1) 042 (1) 11(1) calcul de J1

6 c25(1) 034(1) 043 (1) cl 2(l) calcul de Cl'

c (1)
17

c (1) c (1)
47 16

c (1) c (1) c (1)
37 46 15

c (1) c (1) c (1)
36 45 14

' (1) c (1) C (1)
35 44 13

c (1) c (1) c (1)
34 43 12

c (1) i ()
33 42

C (1)
32



- le calcul de la matrice E = a d ( ` ) `d ( ` ) mené simulta-
nément

	

avec

	

le

	

calcul

	

du

	

coefficient
f =1-a+ or U ( ' ) t d ( '),
- division G .=Ei/f;
- calcul de (A,- ' -Gi)/(1-a) .
Bien que les calculs ci-dessus soient simples et admet-
tent bien une réalisation de type « pipeline », ils se
prêtent mal à une implantation systolique efficace . En
effet, on peut utiliser des réseaux connus pour réaliser
les opérations élémentaires de chacune des quatre
étapes, mais on rencontre alors les mêmes problèmes
que précédemment - format d'entrées/sorties incom-
patibles, stockages intermédiaires - auxquels vient
s'ajouter la nécessité de dupliquer certaines données .

3 .2 . RÉSEAU ADAPTATIF

Nous proposons dans cette section un réseau systoli-
que qui permet de calculer directement le produit
Ak+1 Bk+I, en fonction de A k et B k au pas précédent
en tenant compte des modifications de rang 1 . Partant
du réseau décrit au chapitre 2 . 2, il suffit de lui adjoin-
dre en entrée un réseau de préconditionnement .
Étudions en détail le passage de l'étape i à l'étape
i+ 1 . Tout d'abord, pour simplifier l'écriture, on note
u1 l'élément courant du vecteur u (i=1, . . ., n), en
omettant l'exposant i de l'étape (de même pour v) .
Le réseau de préconditionnement a pour fonction de
modifier les valeurs courantes des coefficients a 11 et
b i, selon les formules

a . :=(1-a)a tj +au1 ui
b 11 :=(1-a)b i1 +au 1 v 1

On adopte le schéma de fonctionnement suivant (voir
fig . 17) : chaque ligne de la matrice courante (A, B)

1

b 13 6 22 b 31

Fig . 17. - Fonctionnement
du réseau de préconditionnement .
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circule à travers un anneau composé de n+p-1 regis-
tres et d'une cellule du réseau de préconditionnement .
Lors de son passage dans le réseau de préconditionne-
ment, chaque coefficient est modifié selon les formules
précédentes . La nouvelle valeur, qui retourne circuler
dans l'anneau, est également envoyée en entrée du
réseau de calcul de la section 2 . 2. Après une phase
d'initialisation du réseau, qui correspond au premier
calcul de A~ 1 B1 , une nouvelle matrice Ak t Bk est
délivrée tous les n+p tops .
Le réseau de préconditionnement se compose de n
cellules, une pour traiter chaque ligne de la matrice
(A, B) . Pour simplifier la description des cellules
(fig. 18), on a supposé que l'élément ui et le coefficient
a résident dans la i-ième cellule du réseau . Pour
s'affranchir de cette hypothèse, il suffit d'adjoindre
un port vertical à chaque cellule i pour recevoir l'élé-
ment u i (en même temps que a11) et de faire circuler
a à travers le réseau, de la gauche vers la droite . Au
passage, remarquons que cette solution permet de
choisir une valeur différente de a à chaque étape,
permettant ainsi de traiter le cas de durées de station-
narité variables .

Cellule i

cin

°out

	

(1 -a) cin + a ui w

fig. 18. - Opération des cellules
du réseau de préconditionnement .

4. Conclusion

Deux caractéristiques dominantes du traitement du
signal sont les suivantes : des débits d'entrées/sorties
très rapides et une énorme masse de données en
mémoire. Une puissance de calcul de l'ordre de la
centaine de mégaflops est souvent nécessaire pour
obtenir un résultat en temps-réel. Heureusement, les
algorithmes utilisés possèdent pour la plupart des
propriétés de régularité, répétitivité et localité, qui
permettent d'envisager des solutions VLSI pour obte-
nir de telles performances à un coût raisonnable [21] .
L'exemple du filtrage adaptatif que nous traitons dans
cet article en est une bonne illustration .

Manuscrit reçu le le' novembre 1986 .
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