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Problématique

Cadre statistique

Espace des
parametres

Espace des
observations
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Problematique

Exemples : modeles —— estimateurs

y(t)=60+bt), t=1,....T — é:%Zy(ﬂ

T
yt)=b({t)~N(0,%),t=1,.... T — i}:%;y(t)mi

Estimateurs : moindre carré, méthode MUSIC, méthodes des
moments, maximum de vraisemblance, etc.

Remarques : notations, hypotheses statistiques
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Problématique

Performances

L’estimateur est une variable (vecteur, matrice) aléatoire

b(t) Lb(t) pourt #+t

y(t) =cos(2mOt) +b(t), t=1,...,T =—> H—argma.,tTF{y( y R

T
S 1
y(t)=b(t)~N(0,2),t=1,...,T :?g t) ~ Wishart

Indicateurs de performances : consistance, biais, variance (bornes), etc.
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Problématique

Performances

® Biais E (9) — 6 Distance moyenne
@ On aimerait bien que le biais soit nul (ou asymptotiquement nul)

@ Variance / covariance Distance quadratique moyenne

B((1-£(9)) ) =e((1-0) )
E ((g_E(a)) (a_E(a))T) biais=0 ((9_9) (é—e)T)
@ On aimerait bien que la variance soit petite

g2 ) Biais nul et variance

? asymptotiquement nulle

. 1 X
Remarque : — ~
q 1 = t;jy (t) ~ N (9,
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Problematique

Performances

@ Le biais et la variance dépendent de la stratégie
d’estimation (existe t'il un meilleurs estimateur?)

@ Pour des problemes modernes de traitement du signal
il est difficile d’obtenir des expressions analytiques du
biais et de la variance

Exemple : § = arg maw TF{y(1),...,y(T)} — E (9) =7

Simulation de Monte-Carlo

@ Trouver une « limite » indépendante de I'estimateur (seulement
du modéle des observations), « proche » de la variance de
'estimateur et calculable facilement.
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Bornes de Crameér-Rao « euclidiennes »
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Bornes de Cramér-Rao « euclidiennes »

Cadre et hypotheses

@ Modéle des observations avec sa densité de probabilité fg () continue en Y
Identifiable  fo, (v) = fo, (¥) = 61 = 65
@ L’espace des parameétres © est un ouvert de RP  Euclidien !!

@ Lensemble A= {y: fo (y) > 0} estindépendant de @
@® Vy c A fe(y)est différentiable (deux fois) par rapport a 6

® . [Cay= [ S0

Parametres discrets, densités non dérivable (uniforme), le parametre ne
peut pas étre sur les « bords » de la loi, etc.
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Bornes de Cramér-Rao « euclidiennes »

Inégalité de Crameér-Rao

Pour un estimateur non biaisé

. 2
@ Cas scalaire E ((6’ — 9) ) > ! — 1

B((epe)’) = ()

Remarques (valables pour le cas vectoriel)

- Il s’agit bien d’'une « limite » indépendante de I'estimateur (seulement du modéle
des observations)

dln 5
-Leterme F (#) = E (( ”éc; (‘V)) ) s’appelle information de Fisher et est

suppose inversible. L'information de Fisher (et donc la borne de Cramér-Rao)
dépend de @

i

- Le terme af'”fg ) s’appelle le score (& moyenne nulle). L’information de

Fisher est la variance du score. 12/55 Peyresq 2019



Bornes de Cramér-Rao « euclidiennes »

Iln
Preuve o ( %m )

60

00 00 06

dinfo(y)\ [ 9fo(y) _ﬁ _
IE( 5 )_/ﬂ 59 dy—SQLfQ(Y)dF—U

E ((é_ 9) dlnfy (Y]) _E (éafﬂfa (}’)) UE (mﬂfa (}’))
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Bornes de Crameér-Rao « euclidiennes »

Iln
Preuve o ( %m )

-,

6 —06

E (vvT Bie) . t(é_g) ﬁ;nggm)
(vw') = E((é—ﬂ) %) Var (9)

E ((é_g) i‘”ﬂé‘g (Y]) :]E( 3£ﬂfa :‘f) /@

(20 00) [ 2590, 2 iy yyay - 2 (o) -
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Bornes de Crameér-Rao « euclidiennes »

Iln
Preuve o ( %m )

60
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Bornes de Cramér-Rao « euclidiennes »

Exemple de calcul

| -1
y(t)=0+b(t),t=1,..., T  —> g:?;y(t)w

b(t) ~N(0,07)
b(t) Lb(t) pourt #+t

T
f —
ﬂ‘(y} t:]i!: \/2—0_ ( qurcr)

T
Info (v) = ~Tin (Vama) = 53 3 (w (1) — 0)°
t=1

dlnfg 1 <
——?,Z
Zinfy(y) 1 <
D02 __QZ

16/55
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Bornes de Crameér-Rao « euclidiennes »

Exemple de calcul -
- 2

y(E)=0+b(),t=1,....,T  — H:%Zy(t)wN(ﬂj%)

b(t) ~N(0,07) =1 N

b(t) Lb(t) pourt #t

T
1 —we-e? 1 1 ST (4 (£)—0)?
o (¥) = e T = —— et Dl
tzl_ll V2ro ( Q‘m:r)T
i (v) = ~Tin (vV370) — 55 3" (1) - )
nfely) = n T 952 Y v
t=1 N 2 Jz
. E ((9 — 9) ) > T
dlnf 1
6' . _22_:
) Estimateur efﬁcace
dzfgfz _ %Z (...et calcul facile) _
0 —
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Bornes de Cramér-Rao « euclidiennes »

Remarques (valables pour le cas vectoriel mais plus facile a expliquer en scalaire...)

@® Score M sensibilité du modele a un changement infinitésimal de la
valeur du parameétre

— Information de Fisher est |la « force » (variance) de cette sensibilité

Plus I'information de Fisher est grande, plus il sera donc « facile » d’estimer le
parametre (cad BCR petite)

@ Divergence de Kullback-Leibler (entropie relative)

Dict (o fo) = [ fa )02y
1 0? Dy ,
Dict (fo. fo) =, 0+ 3 (00 “‘ggf“f“ » +o((9—9'>3)
9 far (y) e( ]' a( ]'
& Dk (fo, for) :—/fg (v) e ) - (Y8 ]fg w i y—E (Wﬂ»fe (Y))Q
56 ‘ 72 (v ) 0

—— |LOcalement, la divergence de Kullback-Leibler se comporte comme

I'information de Fisher
18/55 Peyresq 2019



Bornes de Cramér-Rao « euclidiennes »

Inégalité de Crameér-Rao
Pour un estimateur non biaisé (+ inversibilité)

@ Cas vectoriel

. ((@; o) (- Q)T) _ (]E (mngg(y) aar;j;gT(y)>)‘l - (E (azgggl(ny)))l .

[ o ( 02 82 9 )
o \ 00 50,00, 50,00,
a 2 a2 8°
a — 3 _ —
avec — — | 9% ot L __| W% 0
06 : 0000
\i) _8r 82

A = B —< A — B matrice (symétrique) semi-définie positive

On atoujours Var (6;) > {(F (9))_1}_ _ i=1,...,P

Mais aussi ¢ (E ((9 ~0)(6-0) T)) >tr ((F(6)7")
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Bornes de Cramér-Rao « euclidiennes »

Exemple de résultat de calcul
7
y(t)=01+0b(t), t=1,....T 9(91)
2
b(t) Lb(t) pourt #+t
8% Infe(y) 8% Infa(y)
_E( 59? > ) _E( 56,00, ) L 0
F(0) = E 8% Infe(y) D 8 Infe(y) - 0 T
— 86,00 - 562 20T

Influence de 'estimation d’'un paramétre sur un autre (nuisance)

F(0) = ( z ’ ) {(F (9))_]}1?1 = acibz T é = ({F(Q)}l,])_l

C

Si et seulement si découplage (c=0)
On peut aussi invoquer Jensen...
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Bornes de Crameér-Rao « euclidiennes »

Il reste 2 questions importantes !!! Rappelons nous que

@ Trouver une « limite » indépendante de I'estimateur (seulement
du modéle des observations), « proche » de la variance de
I'estimateur et calculable facilement.
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Bornes de Crameér-Rao « euclidiennes »

Réponse 1 : avec les conditions de regularités du début + une autre,
I'estimateur du maximum de vraisemblance vérifie

VT (é _ 9) LN (0,71 (0))

Réponse 2 (formule de Slepian-Bang) : si les observations sont
gaussiennes a moyenne et covariance paramétrées y ~ N (u (8),T (9))

(PO}, =5, o0, 13
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Bornes de Crameér-Rao « euclidiennes »

Quelques remarques sur les bornes de Cramér-Rao

- Borne de Cramér-Rao bayésienne et hybride

- Prise en compte du biais ou d’'une transformation des parameétres
- Borne de Cramér-Rao pour des modéles mal posés

- Borne de Cramér-Rao semi-paramétrique

- Formule de Slepian-Bang autre que pour des données gaussiennes et
application a une pléthore de problemes

- Planification d’expérience et matrice d’information de Fisher

- Borne de Cramér-Rao pour I'estimation d’état

- Borne de Cramér-Rao quantique

- Bornes autres que Cramér-Rao

- Bornes « périodiques »

- Borne de Cramér-Rao-Leibnitz

- Borne de Cramér-Rao sous contraintes

- Borne de Cramér-Rao intrinseque
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Plan
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ICRB — Généralités

Borne de Cramér-Rao : prise en compte des contraintes entre les parametres

@ Si les éléments du vecteur de paramétre @ sont liés par des équations de la forme
( hi (01,02, ...,0p) =0

01 +6>:=5
exemple ¢ 91+%:12 kel ....M

o Probléme d’identifiabilité, matrice
\ d’'information de Fisher non inversible

5h ()

00"
telque H(@)U (8) =0 et UT () U () =1 eton peut prouver I'inégalité matricielle :

Soient h(8) =0 c RM etH (0) = e RM*F alors il existe une matrice U (9) € R7*M

E ((é _ 9) ((9 _ 9)T> = U (9) (UT (8)F (6)U (8)) ' U (8)
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ICRB — Généralités

Jusqu'ici, le vecteur de parametre appartenait a RE (ou un ouvert de RP ) et la
distance entre 0 et @ était la ligne droite classique dans le plan.

P =2 0

Si on contraint les éléments de @ (et donc de é) a rester sur une courbe (variéte)

P =2 0
Redéfinir :

- Distance

- Biais

- Variance

- Inégalité de Cramér-Rao

Peyresq 2019




ICRB — Généralités
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ICRB — Généralités

Variéteés (differentielles) : A4
espace topologique localement euclidien (calcul différentiel et intégral)

Limite — On a pas tout perdu...
Continuité

Riemannienne : munie d'une structure supplémentaire (métrique) permettant de
calculer le produit scalaire de deux vecteurs tangents a la variété en un méme point.

Exemples de variétés
- la sphere
- ’espace des matrices (symétriques) définies positives (matrices de covariances)
- les sous-espaces

(pendule double)

- Groupe spécial orthogonal (calibration de réseaux de caméra)
SO(n) ={ReR™™:R'R=1T1 and det R = 1}

- etc.

Remarque : difficile (impossible) a traiter avec la borne de Cramér-Rao sous contraintes et,
en plus ce n’est pas naturel 28/55 Peyresq 2019



ICRB — Généralités

Notations et définitions

Désormais @ € M et 6 ¢ M

On a toujours y ~ fg(y) —> 6 P=2 ”
it 0
@ Erreur d’estimation 0
On veut aller de 8 a g en se promenant S
) . th
« intelligemment » sur M
M

Intelligemment = suivre le chemin le plus court (géodésique)
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ICRB — Généralités

Notations et définitions

Désormais 8 ¢ M et 6 €¢ M

On a toujours y ~ fg (y) —> @ pP_9 "y
e 0
@ Erreur d’estimation 0
On veut aller de @ a @ en se promenant { »
« intelligemment » sur M \ 1
M

Intelligemment = suivre le chemin le plus court (géodésique)

Unicité, etc.
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ICRB — Généralités

Notations et définitions

Désormais 8 € M et 6 ¢ M

A,

On a toujours y ~ fg (y) —> @

@ Erreur d'estimation

On veut aller de @ a g en se promenant
« intelligemment » sur M

d vecteur de I'espace tangent (espace vectoriel facile pour travailler (linéarité))
Te M qui va nous indiquer I'« intensité » qu’il faut utiliser (vitesse)
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ICRB — Généralités

Notations et définitions

Désormais 8 € M et 6 € M

On atoujours y ~ fg (y) —> ¢

@ Erreur d’estimation

On veut aller de @ a @ en se promenant
« intelligemment » sur M

g = e;z:pe_l (9) application exponentielle inverse (ou application
logarithmique) ou comment comparer 2 vecteurs sur
une variéeté

expgt () : M — ToM
e;z:pgl (9) —d telque ||d|, = dist (9, 9)
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ICRB — Généralités

Notations et définitions
Variété M
Espace tangent Te.M au point 6

Métrique = produit scalaire sur TeM V0 € M go (-,-) = (. -)g

—p géodésique, distance Forme bilinéaire, symeétrique et
définie positive

{€2;} Base de TeM orthonormé par rapport a Jdo

@ Erreur d’estimation (avec coordonnées)
€9 = E;L'pg_l (9)

Le vecteur d’erreur e (0) a pour éléments [e (0)], = ge (€q. ;)

et el (0)e(6) = dist? (9:9)
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ICRB — Généralités

Notations et définitions

Es

@ Biais intrinséque b (0) = E(eq) = E (expy’ (9)) € ToM
Avec le systéme de coordonnées {2} et par rapporta ge (...)

b (0)]; =E(le(8)];) =E(go (€s,2i))

L’estimateur est non biaisé si

V0 € M, b(8) =0

Dans S.T. Smith [EEE TSP 2005 « Covariance, subspace, and instrinsic
Cramér-Rao bounds » tout les calculs sont menés pour un biais quelconque
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ICRB — Généralités

Notations et définitions

® Covariance intrinseque
Si 6 non biaisé

C(0) = (epep) = E (e;;-pel (é) (e;,t:pgl (é))T)

Avec le systéme de coordonnées {£2;} et par rapporta e (.,.)

C(0)];; =E (g0 (€q,2:) g0 (€g,€25))

Remarque

tr (C(6)) = ZE (95 (€0, €2:)) =E (" (8)e(8)) =[E (d‘i"qtz (9’ é))

C’est ce qu’on va chercher a borner

Mais il nous manque un ingréedient !!!
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ICRB — Généralités

Notations et définitions

@® Métrique d’information de Fisher

) isher d2
VQ € Ty M gb=hem (2,Q) = —E (d sinforia (¥)

t_D)
|ldentité de polarisation (norme—— produit scalaire)

gf'e,sh,er (ﬂ Q. ) i (gfzsher (Q —|—ﬂ Q —I—Q ) fish,e*r (Q Q Q —_ Q. ))

@ Matrice d’'information de Fisher

{Qz} Base de 7o M orthonorme par rapport a gg !!!

F(0)],, =g5""" (. Q)

i,
Remarques

- Il s’agit bien d’'une métrique (forme bilinéaire définie positive) |

- L'erreur est mesurée par rapport a la métrique (g et pas nécessairement gg;”hﬂ”“
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ICRB — Généralités

Bornes de Cramér-Rao intrinseques

Smith 05 |—> Courbure Riemannienne
C > MG 'My — 1 (Rn(MpG ™ 'Mp)G "My +M,G 'R, (MG~ 'Mj)T)

1
avec My =1 — §||b||2K(b) + Vb
L— Dérivé covariante
Courbure sectionnelle

1
Boumal 14 C > F~' — 3 (F7'Ru(F™') + R (F~HF ™)

Si on néglige tout C (8) >~ F! (0)

Et en particulier tr (C(0)) HE (di5t2 (6‘} é)) >tr (F~(0))
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ICRB — Généralités

Preuve
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ICRB — Généralités

Recette de cuisine pour calculer une borne de Cramér-Rao intrinséque

1. Calcul analytique de la métrique de Fisher puis polarisation de la métrique

isher d2
Qg & (@2,Q) =-E (dt2 Inforin (y) )
: t=0
isher 1 isher isher
g5 (82, Q) = 1 (Qf; Qs+, Qi + Q) — g (2 - Q;, Q5 - Qj))
2. Passage & la matrice d'information de Fisher (choix d’une base de Top M {1,...,Q,} )

isher
[F (9)]33 — Qg (€2, Qj)

2 bis. Passage de la métrique a la distance naturelle (géodésique) sur la variété M

7 : [CL, b] — ./\/l _ . b ; :
0,0, c M dist (04, 0y) —1171f/a \/gfz.m (v (£), 7 (£))dt

Calcul direct, équation des géodésiques
(symboles de Christophel), connexion de
Levi-Civita.

3. Inversion et calcul de la trace (si possible) IE (dz’st2 (9, 9)) > tr (F_1 (9))
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Plan

v~ IV Borne de Cramér-Rao intrinséque — Estimation d’une
matrice de covariance
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ICRB — Matrice de covariance

@® Modele des observations y (t)=b(t) ~N (0.X), t = 1.

b(t) Lb(t) pourt £+t
T >N

M>
|,

—7 Probleme central en traitement du signal

Détection Radar

Méthode MUSIC (traitement d’antenne)
Séparation de sources

Imagerie SAR

Calibration Radioastronomie

Etc.

Paramétres 2 € M = SRLJJF Espace des matrices symétriques /N X IV définies positives
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ICRB — Matrice de covariance

@® Modele des observations y (t)=b(t)~N (0.2), t=1,....T
b(t) Lb(t) pourt #+
T
@ Estimateur (maximum de vraisemblance) ¥ = ;Z y (1) yT (1)
t—=1

T
@ Biais (classique) E (z) _ ;ZE (y () yT (1) ==

t=1

@ Covariance (classique) tr (C(0)) = %(gr(gi) +tr? (%))
0 = vec(X)

@® Borne de Cramér-Rao tr (F~'(0)) = % (tr (%) + tr* (%))

:> L’estimateur du maximum de vraisemblance est sans biais
et efficace a distance finie
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ICRB — Matrice de covariance

Démonstrations
@ Estimateur

=(y () = (er}wl IE\W RO Formules utiles
f=(y (1), Hfz () = @ ﬂ)NTflz %772 e~ Ry OET mej;:[;{): vz;j;
Infe(y(),...,y(T)) =Cst — —E” X[ - —Zy )=y ( 51:?‘:1';;0::-;:_1\:1%?:1\;;
Equation de vraisemblance /= (gig(’é)"ym) =0 M @n:it‘ﬁj)t;;ﬁ)?

= Tr(A"B) = vec' (A)vec(B)

T
in f (y (1),..,y (T)) = —50in [ — 5 ¥ 08 (27 y (1

vec(ABC) = (CT @ Avec(B)

= —E’UECT (=71) dvec(2) + % ;’UECT (Z7'y (&) y" (t) =71) Bvec ()

T
Zi:vec (fl_ly{t)yT (1) ﬁ_l) Tfuec( ) 4:}2 (

t=1

) vee (y (t) y" (t)) = Tvec (fl_l)

—

| =

r -1 o~ —1y1 - —1 o a1 a
ZU ):(E @ X ) Uec(E ):UE’.C(EE E)
t=1
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ICRB — Matrice de covariance

@ Covariance (attention prise en compte de la redondance)

tr(C(0)) =tr (E (“L‘EE (Z — Z) veel (f} — Z))) =K (t-r (UE’.CT (E — E) vee (E — E)))
=E ('UE‘CT (E — E) vee (f}— E)) =E (t?‘ ((E — E)T (E — E))) = tr (]E (ﬁz) — Ez)
E(2) = Tiiim T )y (t)y" () E(y(®)y" @y (t)y" (¢) =3"sit £t
E(y(®)y" )y )y (t) =2%"+tr(Z)Ssit ="

tr (C(6)) = %tr (T2 +tr(Z)E)+T(T-1)%?%) - %2) = = (tr (B?) +tr* (X))

1
T
@ Borne de Cramér-Rao :

on s’en fiche va la retrouver tout a 'heure
(ou Slepian-Bang ou différentielle ordre 2)
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ICRB — Matrice de covariance

Borne de Cramér-Rao intrinseque

: d?
Métrique de Fisher /""" (@ Q) = —E (dtgznfgﬂﬂ (y) ) =X
o i—0
Infosia (y) = =T (En 0 4+t + tr ((9 + Q)" Y))
f(z:+az:):f(2)+3f(2)+éaﬁf(z) f)=nl et f()=tr()

Oln |Z| = tr (Z710%)
8In |Z| = dtr (B719%) = tr (9X 7108 + BT1°E) — —tr ((2710%)%)
otr (27Y) = —~tr (0ZX7'YE )

o%tr (27'Y) = —otr (0ET'YRT) = = 2tr ((27'0®) YR
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ICRB — Matrice de covariance

Borne de Cramér-Rao intrinseque

Metrique de Fisher
nforia (v) = =T (tr (YS7') —tr (t@27'YS ™) 4o (122 7) YR
+in |B|+ tr (@) — %tr ((mz—lf)
d?

@Iﬂfﬂ—l—tﬁ (}"}

=7 (tr((@=7)7) -2t (22=7") Y2 7))

ggishe.r (.9Q) = Ttr ((92—1)3)
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ICRB — Matrice de covariance

Borne de Cramér-Rao intrinseque

|dentité de polarisation

isher 1 isher isher
g1 (2, ) = 7 (97T (U + Qi+ Q) — gf T (2 — 0y, 2 — )

_ % (t-r (((Qi +9Q,) 2—1)2) —tr (((ﬂ2 — Q) 2_1)2)) = Ttr (271,271

Passage a la matrice d’'information de Fisher (choix d’'une base de Ty M
par rapport a une métrique qcq)

L’espace tangent des matrices symétriques définies positives est 'ensemble des
matrices symetriques
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ICRB — Matrice de covariance

Borne de Cramér-Rao intrinseque

Passage a la matrice d’'information de Fisher (choix d’'une base de TeM )

 N(N+1) // Métrique euclidienne
{Q]_. i oo Qﬂ} aveC n = T ggucﬁd (QlEQQ) _ T_h (Qlﬂg)

liéme

"
D;*? Matrice symétrique N x N dont le élément diagonal égal 1(zéro ailleurs)

D! Matrice symétrique N x N dont les éléments (I, k)et (k,[)sont égaux a 1

zéro ailleurs
Exemple: N =2 n—=3 ( ) [ <k

a c 1 0 0 0 0 V2

I =a + b +v2¢ 2

¢ b 0 0 0 1 2o
Dl i iz
ﬂl 92 Qg
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ICRB — Matrice de covariance

Borne de Cramér-Rao intrinseque

Base orthonormalen Y2 // métrique Riemannienne
g (Qy, Q) = Ttr (2,271,571

f):j _ EIIQD:JEIXQ
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ICRB — Matrice de covariance

Borne de Cramér-Rao intrinseque

Distance naturelle distngr (1, X3) = \/2’7”2/\%

A\ valeurs propres obtenue par |[AX; — 3| =0

Distance Euclidienne

diSsteyelid (21, EQ) — \/t?' ((El — 22)2) — ”El o EQHFTO
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ICRB — Matrice de covariance

Borne de Cramér-Rao intrinseque

Passage & la matrice d’information de Fisher [F (8)],; = g5"*"" (Q:.Q;)

g{);'z'she?‘ (Qzﬂ Qj) = T'tr (Qiz_lﬂjz_l)

1
— F (9) = EI N(N-+1)

E (distnat (S1,%2)) > tr (F(0)7") = N (m;r )
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ICRB — Matrice de covariance

Borne de Cramér-Rao intrinseque

Passage a la matrice d’information de Fisher [F (8)]; ; = 5" (Q:.9;)
g (2, Q) = Ttr (2,271, 271)
6" " (Q1,82) = T'tr (2,95)

1
B (disttuaua (%1, %2)) =[E (1%~ allp) 2 7

euclid

(tr (£%) +tr* (X))

Les deux bornes coincident lorsque 3 — I
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ICRB : Estimation d’une matrice de covariance

Reésultats de simulation (Smith 05)

102

= = = Natural metric
- Biased natural CRB
munr Unbiased natural CRB
- = = Flat metric

— Flat unbiased CRB

o
L )
l.*h

ol |
L J
¥
i**.
™
ol

Covariance RMSE (dB)
—
o

10 s

10° 10" 10>

Sample support/ n
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Plan

v’V Perspectives
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Perspectives

- Application a des distributions plus generales (CES) et prise en
compte de contraintes supplémentaires

- Estimation de sous espaces dans le contexte gaussien et CES
- Séparation aveugle de sources

- Borne de Cramér-Rao bayésienne ?
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Merci !

MEMENENENALOITEL
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