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Données multidimensionnelles

— Tableaux de données
— Décompositions tensorielles : algebre multilinéaire

— Méthodes d'analyse, de représentation et de compression des données n-D



Applications

— Analyse de données : co-clustering, graphes
— Chimiométrie : MEEF, Microscopie Raman polarisée, RMN-ND
— Ingénierie biomédicale : EEG multivoie, ECG multivoie

— Biologie, environnement : gene array, bio-capteur, surveillance
environnementale

— Traitement d’antenne : radar, astronomie, acoustique sous-marine,
géophysique

— Télécommunications : MIMO, identification de canaux non-linéaires, ...
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Tenseurs




Tableaux multidimensionnels

Fonction multivariable
V= [1)1,“‘ ,UN]

z:RY = R
v = z(v)

Cas discret : échantillonnage de z(v) — tableau multidimensionnel

Xili2‘“i1\7

On assimile un tenseur X a un tableau multidimensionnel (!!1).
N : ordre d'un tenseur (= nombre de modes)
Notations

Scalaire s, vecteur v = [v;], matrice M = [m;],
tenseur T = [tiji], (T)ije = tijk



Fibres, tranches (tenseur d’ordre 3)

tranches : horizontales X;.., latérales X.;., frontales X..;,



Tenseur diagonal, tenseur symétrique

T [ ]
1.0
11'1
1 L., 1
.. +
rod---=
e @)
-
-

Tenseur diagonal

Tenseur (cubique) symétrique

(X)ijk = Xy(ijy, O : permutation



Dépliements
Transformation d’un tenseur en une matrice

Un tenseur X’ peut se déplier de N facons différentes : X,

Z—

X (IxJxK) X1y (I x JEK)
Transformation d’un tenseur en un vecteur
x =vec(X) (IJK x 1)

Matlab (demo 1)



Produits matriciels et tensoriels
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Produits matriciels et tensoriels (1)

Notations
A=Jla,---ag], I xR) B=[by---bg], (JxR)
Produit de Kronnecker

a11B  a12B
A®B — ang a22B

Produit de Khatri-Rao
AOB= [a1 ®b1---aR®bR], (IJX R)

Produit de Hadamard (produit termes a termes)
A, B matrices de méme dimension (I x J)

AxB= [aijbij], (I X J)



Produits matriciels et tensoriels (2)

Propriétés
(A®B)(C®D)=AC®BD
(A®B) = AT @B
(AGB)0C=A0BOC)=A60GBOC
(A®GB) (A®B)=ATAx«B'B
(AoB) =(ATA«B'B)'(A®B)"
T : transposée

1 : pseudoinverse



Produits matriciels et tensoriels (3)
Produit tensoriel
aob, (I xJ), (aob); =a;bj ie.aob=ab’, matrice de rang 1.
aoboc, (I xJxK), (aoboc)jr=abjc i.e. tenseur de rang 1.
Produit n-mode
A: (UxI,), X: (IixIz---xIN)
XXxnA: (L1 XX Iy X J X Ing1-+ X IN)

Iy
(X Xn A)il“"in—lj’in+1'“iN = E Ligein Ajing,

in=1

Matlab (demo 2)






Factorisation d’une matrice

R
X~ Y ab; = AB”
r=1

T T
bl bl(’
L0 m— on

—/
X ~ M + e 4 2R = | a

Rang d’une matrice : nombre minimal de matrices de rang 1 permettant de
représenter X =- Approximation de rang faible

Indéterminations : ordre, échelle, rotation
AB” = (AT)(T"'B") = AB”

= Contraintes : orthogonalité (SVD), indépendance (ICA), non-negativité
(NMF), parcimonie (Sparse-SVD), ...

= Augmenter la dimension des données : tableaux multidimensionnels



De la SVD ... aux décompositions tensorielles

X =UAV" =(U,V)-A

U, V : matrices unitaires, A : matrice diagonale

High Order SVD Décomposition CP
X=(U,V,W)-g X =(A,B,C)- L
> Préserve I'orthogonalité : > Le tenseur coeur L est diagonal
U, V, W sont des matrices = préservation de la notion de
unitaires ... mais le tenseur coeur rang ... mais A, B, C ne sont
G n'est pas diagonal = perte de pas des matrices unitaires

la notion de rang



Décomposition de Tucker d’un tenseur d’ordre 3
[Tucker, 1966], [De Lathauwer 1997]

R
(X)iji = Z Z Z GparQipbjqCrr

X:gxleQBx3C:[[g7A7Byc]]

(K x R)

L

g B

(P xQxR)

(/% Q)

(IxJxK) (I xP)



Décomposition de Tucker d’un tenseur d’ordre N

X=Gx1 AW x; AN oy A = [g, AW ANY]

Non unicité de la décomposition de Tucker
X = [[Q’ X1 T1 X9 T2 X3 T37AT1_17BT2_170T3_1]]
Contraintes : Orthogonalité des modes et du tenseur coeur = HOSVD

X = [[g7U(1>7... 7U(N)]]

n-rank : rang colonne du tenseur déplié selon le mode n : R,, = rank, (X)
= tenseur de rang-(R1,--- Rn)

1 ne pas confondre avec le rang d'un tenseur

Meilleure approximation de rang-(Ry, - - Ry )[De Lathauwer 1997]



Algorithme HOSVD

Data: Data X, rank-(R1,--- Rn)
forn=1,---,N do

| [U,L,A, V"] = SVd(X(n),Rn)
end

G=Xx,U{ .. xy U}

Result: G, U; ---Upn



Décomposition CP d’un tenseur d’ordre 3

CP : Candecomp/Parafac [Hitchkock, 1927] [Harshman, 1970-1972], [Carroll -
Chang, 1970]

VI E— Y —
g‘ B
X — ap = A
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Décomposition CP d’un tenseur d’ordre 3

R
X~ Mayobroc, =[\A,B,C]

r=1
A(I x R), B(J x R), C(K x R)
Ecritures alternatives
Tranche : X..x = AAD,(C)B”, k=1,--- K

Dépliage : X1y = AA(Bo C)”, (I x KJ)
Décomposition CP d’un tenseur d’ordre N

X = ZA alo.oa™ — A, AM, ... AN

Dépliage : X1y = AVAAP @0 AT (I} x I --

21
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Rang tensoriel

Rang du tenseur : nombre minimal de tenseur de rang 1 nécessaire pour
représenter X. Définition analogue au cas matriciel ... mais le rang tensoriel a
des propriétés tres différentes !
— Le rang d'un tenseur peut étre différent si on considére une décomposition
sur R ou C
— Rang maximal

rang(X) < min(IJ, IK, JK)
— Rang typique : rang lorsque A, B et C sont des matrices dont les valeurs
sont des réalisations de v.a. a densité absolument continue

Tensar size Typical rank Typical rank
with symmet without symmetry
T T % 3 (compact) {;,.-Tl‘}'l“_ﬂ.'ﬁ—lr_
Fxaxd| ] 15,47 {34}

3% 2 x 2 (tall]
]Ki!i\l‘[lﬁ;'?_"i very L
u:xa&'ﬂ;:s,m(wgg

0% 3 % 3 (very tall)

[Kolda, Bader 2009]

o o] e el
©f = & el

— Approximation de rang faible : existence, impossibilité de calculer
|"approximation de fagon recursive
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Algorithmes
— Survey : [Tomasi - Bro 2006]
— Moindres carrés alternés (ALS) [Harshman, 1970], [Bro, 1998]

— Méthode de descente de Gradient avec recherche de pas optimal [Rajih -
Comon - Harshman, 2008], [Sorber - Van Barel - De Lathauwer, 2013].

— Diagonalisation conjointe, [De Lathauwer, 2006], [Luciani - Albera, 2014]

— Contrainte de non-negativité [Cichocki - Zdunek - Phan - Amari, 2009],
[Royer - Thirion-Moreau - Comon, 2011].

— Parcimonie [Papalexakis - Sidiropoulos - Bro, 2013 ], [Sahnoun et al., 2014]

— Boite a outils : N-way (Matlab), tensor toolbox (Matlab), tensorlab (Matlab),
three way (R)

23



Algorithme CP-ALS

Data: Data X, rank R
Initialize A(™ ¢ RIn*R

repeat
forn=1,---,N do
V=ADTAD .. A=DT A1) A @+D)T A (nt+1), . AN)T AN)
A =X, (AV @... AV .o AT o AN)VT
Normalize columns of A™ (storing norms as )
end
until fitting does not improve or max iteration reached;
Result: A, AW ... A

24



Unicité de la décomposition CP
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Unicité
Unicité essentielle : unicité aux indéterminations d'ordre et d'échelle pres.
[A,B,C] = [AIIA 4, BIIA B, CIIA ]

avec IT : matrice de permutation et Aa, Apg, Ac : matrices diagonales
telles que AaApAc =1

Rang de Kruskal k£a : valeur maximale de k telle que toute sélection de k
colonnes de A forme une famille libre (ka < ra = rang A).

Remarque : spark(A) = ka + 1

Exemples :
A=[a; a az a4

A=la; a1 az ay

A=fa; az a+ax ayf

26



Unicité
Condition de Kruskal : si ka, kB, kc > 2 et ka + ks + kc > 2R + 2, alors
[A, B, C] est essentiellement unique [Kruskal, 1977].

Si ka = 1, modeéle non identifiable

Cas d’une matrice de rang colonne plein : si C est de rang colonne plein et
que les matrices A et B satisfont 1) ka, ks >2et2)ra +ks > R+ 2 ou
rB +ka > R+ 2 alors [A, B, C] est essentiellement unique [Guo, 2011].

Identifiabilité générique :si A, B et C sont des matrices dont les valeurs
sont des réalisations de v.a. a densité absolument continue et dont les
dimensions sont telles que I, J, K alors [A, B, C] est essentiellement unique
siR< K et R(R—1) < {U=DJUZD [De | athauwer, 2006].

Exemple : I =5, J=6=R<15< K

Remarque : identifiabilité générique interdit les colinéarités !

27



Décomposition CP d’un tenseur d’ordre N

R
X:Zaﬁl)o oa [[A(l) ,A(N)]]
r=1
Unicité essentielle : 3" | kn () > 2R + (N — 1), [Sidiropoulos, Bro, 2000]

Plus I'ordre du tenseur augmente, moins les conditions d’unicité sont restrictives

Par exemple, I'unicité peut étre obtenue dans des cas ou la condition
précédente n'est pas vérifiée. Par exemple, tenseur d'ordre 4 avec des
colinéarités sur 3 modes.

Identifiabilité générique (ordre 4) : si A, B, C et D sont des matrices dont
les valeurs sont des réalisations de v.a. a densité absolument continue et dont
les dimensions sont telles que I, J, K L alors [A, B, C, D] est essentiellement
unique si R< L et R(R—1) < IJK(3IJK—IJ—I}Z—JK—I—J—K+3) [De
Lathauwer, 2006].

28



Décomposition CP avec dépendances linéaires

Exemple : modele Paralind _
A = AHjp

HA : matrice de rang déficient
A : matrice de rang colonne plein

Exemple
1 0 1 1
[a1 a2 a1 ar+az]=[a1 ag { 01 0 1 }

Comment la dépendance linéaire affecte-t-elle I'unicité de la décomposition
[AHA,BHg,CHc]?

29



Quelques principes gouvernant I'unicité du modele CP avec
dépendances linéaires
[Bro, 2009]

CP d'ordre 3

"If a factor has loading vectors that are linearly independant of all other factors
in at least three modes, that factor will be uniquely determined”

A= [a1 az as 32], B = [bl b2 b3 b5], C = [Cl C2 C2 03],
alors le facteur a; o by o c; est déterminé de fagon unique

30



"If two factors have colinear loadings in one mode of a three-mode array, they
will not be uniquely determined ; their loadings will not be resolved in the two
non-colinear modes”

A= [a1 aj ag], B = [b1 bQ bg] and C = [Cl C2 Cg],

[[A,B,C]]:alob1001+810b2002 +azobzocs
ci
=aj o ( [b1 ba] o +azobsocs
2
1 cl
:alo([b1 bo|T T {CIT }) +azobsocs
2

"If two factors have colinear loadings in two modes of a three modes array (or
N — 1 modes of an N-way array), they will collapse into a single factor”

A= [a1 al ag], B = [b1 b; bs], C= [Cl C2 CB],

[[A7B7C]]:aloblocl+aloblocQ +azobsocs

=ajobio(cy +c2) +azobsocs

31



Unicité partielle de la décomposition CP avec deux matrices de
rang colonne plein

B and C : matrices de rang colonne plein
A :ra>2etka =1
A=[A1---Anx A]

avec Aiz[ai~-~ai], (KXFi)A:[aF+1--~aF], (KXF)
F=Y FietF=F-F
B=[B:---By B]C=[C;---Cy (]

Modele Block Parafac (1 x F; x F})

X =) aio(BiC)+[A B,C]

32



Théoréme : Unicité partielle avec deux matrices de rang colonne plein

Soit X’ un tenseur d'ordre 3 admettant une décomposition CP de rang R. Si B
et C sont deux matrices de rang colonne plein, la décomposition est
partiellement unique : Vi, span(B;) et span(C;) sont uniques et [[A,]é, é]] est
unique.

Les espaces span(B) et span(C) sont décomposés en N sous-espaces
transformables (sur lesquels I'unicité partielle est garantie) et un sous-espace
non transformable sur lequel I'unicité est garantie.
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Unicité unimodale de la décomposition CP

Théoréme : unicité unimodale [Guo et al, 2013)]
Considérons la décomposition CP X = [A, B, C] de rang R. Si la condition

ra +kB +kc>2R+2

est satisfaite, alors la matrice A peut étre déterminée de fagon unique a partir
de X.

Remarques

— L'unicité est acquise méme si A présente des colonnes colinéaires, i.e.
ka = 1. Si il n'y a que des colinéarités, on obtient une décomposition BTD
(Block Tensor Decomposition) [De Lathauwer, 2008].

— Il n'y a pas de garantie quant a I'unicité de B et C.
—Si ka =ra, Théoreme 1 <= condition de Kruskal.

— Deux autres conditions suffisantes sont données dans [Guo et al, 2013]
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Unicité partielle de la décomposition CP

Partition de A en N sous-matrices Considérons la partition suivante de la
matrice A

N
All, = [A4]...|AN], avec > R, =R
n=1

span(A) = span(A1) @ --- @ span(An)
BII4 = [B1]...|Bn]
CIl4 = [Cy]...|Cn]

Théoreme 2 : unicité partielle [Guo et al, 2013]

Si A est identifiable, alors X’ peut se décomposer de maniére unique en somme
de N sous-blocs de type CP, [A,, B, C,], avec R, composantes. A
I'intérieur de chaque sous-bloc, les colonnes de A,, sont déterminées de facon
unique. Les sous-matrices B,, et C,, peuvent étre déterminées de facon unique
si le sous-modele de mélange donné par [A,, B, C,] est identifiable.
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Exemples

A=Ja; ap a3 as as asl, ra=>5, ka=1
B=[bi bz by by bs bi+ba+bs+bs+bs], rB=5 k=25
C=[c1 c2 ¢c3 ¢4 €5 c1+cC2+c3+cyl, rc =5, ke =4

A identifiable, modes 1 a 4 de B et C identifiables, modes 5 et 6 de B et C
non-identifiables

A=[ay, a; as as as a4+ as, ra =5, ka =2
B=[bi bz b3 by bs bi+ba+bs+bs+bs], rB=5, k=25
C=[c1 c2 ¢c3 ¢4 €5 c1+cC2+c3+cyl, rc =5, ke =4

A, B et C identifiables
Matlab (demo 3)
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Décomposition CP d’ordre 4 avec modes colinéaires

3
X:Zafobfocfodf

f=1
where :
D is full column rank rp = kp = 3;
A:[al az al]7 ra =2,ka =1;
B=[b: b: by, rB =2,k = 1;
C=lc1 c2 cg], rc=2kc=1.

ka+kg+kc+kp=6<9=2F+3

Mais les simulations semblent indiquer que la décomposition est unique!
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Hypothése CLO (Collinear Loadings Only) : une matrice satisfait I'hypothése
CLO si le seul type de dépendance est la colinéarité = le k-rang vaut 1 ou R

Décomposition du modele CP

N
[A,B,C,D] = > a;o[B;,C;,Di] +[A,B,C,DJ
i=1
Theoréme (Unicité de décomposition CP d'ordre 4 avec colinéarités) Soit un
tenseur d'ordre 4 X admettant une décomposition CP de rang R. Si chacune
des matrices satisfait I'"hypothése CLO, alors la décomposition est unique si :

» D est de rang colonne plein;

> Vn#m, (an # Qam,bn # Bbm) or (an # a@m,Cn # YCm) or
(bn # Bbm,cn # ’ch)
> Vi, kB, + kc, > Ri +2
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Example : analyse de spectres de fluorescence

3 colorants fluorescents :Oregon Green 514 (0G514), Rhodamine 6G (R6G),
Rhodamine B(RB)

Concentration | Acidité | Température
0G514 0 ++ +

R6G ++ +

RB 0 0 ++

o
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Données

6> spectres organisées dans un tableau 4-D

V

0 550 600 650

800 550 00 650

00 550 600 650

) |

g

550 600

g

3

550

.

&

3

550

4

5

7l

Alla

) |

) |

|

. 9 .

800 550 @00 a0 %00 550 600 o0 500 650 600 650 500 £0 600 650 %00 sw0 600 om0 00 o0 600 650
s \ 5 P P 5 P

m ) A L Q . A ) 4 . #

800 50 a0 a0 %00 550 oo o0 500 550 600 650 500 e50 600 50 %00 se0 600 em0 00 ss0 500 850
I 50 P P s s
A o o o

S0 5o a0 es0 Lo 550 so0 w50 S0 550 600 650 B0 550 w00 w0 Lo se0 oo0 es0 00 550 600 650

/ -

S00 550 500 o0 500 550 600 650 %00 50 B0 650 oo 550 Go0 es0 S0 550 600 850 500 550 600 650

50 5 s

Zl:

)
2
3

S0 550 600 650

500 550 600 650 500 550 600 650
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Résultat de la décomposition CP d’ordre 4

R = 3, CP-ALS avec contrainte de positivité

mode 2

mode 1
1 7 1=
N A ==
[ [RY
08F 4y i 08
" v v
06f 4 \ \ 06
B . ! \
1 vl \
04t g 0.4
1 \
1 N
02t Y ~ 0.2
& S
~ R4
o -
500 550 600 650 1 2 5 6
longueur d'onde concentration
mode 3 mode 4
===
‘N, = ==
~. S
08 ~o =
06 sl
0.4
0.2
0
12 3 a4 7 10 15 25 35 45
pH T
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Analyse de séquences de densités

Cytométrie en flux

o /‘\. S — Une technique d’analyse
N trés utilisée en biologie et

/A‘\Q’k : médecine

— Objectif : déterminer la
réponse d'une population de
cellules 3 un parametre en-
o vironnemental, chimique ou
biologique
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Etude du potentiel mitochondrial de cellules

Sonde JC-1, CCCP : agent découplant,

ecce) o s o 25 o 100

Histogram s

W w0 @ & W w0 w0 a W w0 w0 o W w0 w0 o

Réponse de céllules T47D en fonction de la concentration en CCCP
(ligne supérieure : données - ligne inférieure : histogrammes 2-D)
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Décomposition BTD non-négative de séquences de densités
K Ly Ly T
! ) ! !
P=) aroFy, Fp=> fiiofio=> fiifio .
k=1 =1 =1

K
P= Zak o (F1xF3.),

k=1

11 T Ly gLl
fI\ilfl\’.2 fl\’ 1 fl\’ 2
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Identifiabilité

— Unicité partielle du model CP + unicité des NMF Flkng = unicité du
modele BTD

Traitement des données
— Estimation des histogrammes 2-D

— Décomposition CP non-négative de rang suffisamment grand + clustering et
moyennage des composantes les plus colinéaires du mode A

— Décomposition BTD Non-negative : algorithme btdLx1nn nls (tensorlab)

— Normalisation des densités
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green

Résultats de la décomposition BTD non-négative

600 600 600 600
400 £ 400 £ 400 £ 40
200 200 200 200
200 400 600 800 200 800 200 200 800
red
1 1 1 1
08 08 08 08
06 06 06 06
04 04 04 04
02 02 02 02
50 w0 o 50 100 o 50 0 50 100
feccp] (i) [oceP] () fecep] (i) [ocep] ()
600
£ 400
200
200 800
1 1
08 08
06 o
04 04
0.2 02
50 100 5
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