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Résumé – Les problèmes inverses consistent à reconstruire un signal étant donné une observation bruitée. Quand le signal d’intérêt ne peut être
observé directement, la résolution doit se faire de manière non supervisée. Dans ce cas, il est nécessaire d’introduire de l’information a priori sur
le signal pour pouvoir résoudre le problème. Nous comparons deux méthodes d’apprentissage de dictionnaire parcimonieux par différentiation
automatique dans un contexte de problème inverse à l’Analyse et à la Synthèse.

Abstract – Inverse problems consist of recovering a signal given a noisy transformation when no ground truth is available. Some prior
knowledge about the signal is required and must be provided to the reconstruction algorithm to solve the problem. In this work, we learn the
prior in the unsupervised setting by leveraging the sparsity property of natural signals. We compare two sparse dictionary learning methods
based on automatic differentiation and sparse coding algorithms, and derived from Analysis and Synthesis.

1 Motivation

La résolution de problèmes inverses est un enjeu majeur dans
une multitude de domaines, de l’astrophysique à l’imagerie
médicale. Ils sont généralement mal posés et il est rare que l’on
ait accès à une vérité terrain pour les évaluer. Une approche
courante de résolution est de poser un problème d’optimisation
qui intègre une information a priori sur la structure de la so-
lution. L’efficacité computationnelle et la qualité des solutions
dépendent de manière significative de cette information.

Une autre approche consiste à apprendre l’information sur
des signaux éventuellement bruitées pour restaurer des données
du même type, comme en apprentissage de dictionnaire [1].

Cependant, les méthodes supervisées ne sont pas applicables
lorsque l’on ne peut pas observer les signaux sans dégradation
et réduction de dimension. Ici, nous travaillons dans un cadre
non supervisé et notre but est de comprendre dans quelle me-
sure il est possible d’apprendre l’information à partir des ob-
servations afin de faciliter la reconstruction du signal.

Contributions. Nous proposons d’étendre des résultats ré-
cemment obtenus dans [2] au cas des problèmes inverses où
les seules données accessibles sont des transformations brui-
tées des signaux que l’on cherche à reconstruire. Nous étu-
dions l’usage de la différentiation automatique pour apprendre
une représentation parcimonieuse et nous comparons deux mé-
thodes d’apprentissage de dictionnaires à l’Analyse et à la Syn-
thèse reposant sur l’optimisation déroulée [3].

2 Problème et état de l’art

Nous considérons le cas où les signaux observés Y ∈ Rm×K
sont la somme d’une transformation linéaire A ∈ Rm×n de
signaux inconnus X ∈ Rn×K et d’un bruit blanc Gaussien
B ∈ Rm×K :

Y = AX + B . (1)

On cherche à reconstruire X à partir des observations Y. Dans
un contexte non supervisé, il n’est pas possible d’utiliser un jeu
d’entraînement où l’on connaît à la fois X et Y. De plus, quand
m < n, A n’est pas inversible, et le problème ne peut pas être
résolu sans information sur le signal. L’Analyse et la Synthèse
[4] permettent de reconstruire X en tirant parti de cette infor-
mation ainsi que de la parcimonie des signaux naturels.

A l’Analyse, on utilise une transformation Γ ∈ CA, où CA est
un ensemble de contraintes, pour convertir le signal en une re-
présentation parcimonieuse. On pose λ > 0 le paramètre de ré-
gularisation. Le problème d’optimisation à résoudre est le sui-
vant :

min
X∈Rn×K ,Γ∈CA

FA(X,Γ) ,
1

2
‖AX−Y‖22 + λ

∥∥ΓTX
∥∥

1
.

(2)
A la Synthèse, on fait l’hypothèse que le signal est une com-

binaison linéaire d’un petit nombre d’atomes. Ces atomes sont
les colonnes d’un dictionnaire Λ ∈ CS , où CS est un ensemble
de contraintes. Le problème d’optimisation à résoudre devient :



Algorithm 1 ISTA
Y, A, Λ, λ, N
Z0 = 0, n = 0
Calculer la constante de Lipschitz L of (AΛ)T (AΛ)
while n < N do
un+1 ← Zn − 1

L (AΛ)T ((AΛ)Zn −Y)
Zn+1 ← ST λ

L
(un+1)

n← n+ 1
end while

min
Z∈RL×K ,Λ∈CS

FS(Z,Λ) ,
1

2
‖AΛZ−Y‖22 + λ ‖Z‖1 . (3)

Nous proposons d’apprendre Γ ou Λ en utilisant uniquement
les observations dégradées Y, sans accès aux signaux de départ
X, à la différence de travaux antérieurs [5, 6]. Notre méthode
repose sur la formulation d’un problème d’optimisation à deux
niveaux et sur sa résolution avec la différentiation automatique.

3 Optimisation bi-niveau pour l’appren-
tissage de dictionnaires

Les modèles d’apprentissage de dictionnnaires à l’Analyse
et à la Synthèse peuvent être réécrits comme des problèmes
d’optimisation à deux niveaux pour minimiser la fonction de
coût uniquement par rapport à Λ ou Γ :

min
Λ∈CS

FS(Z∗(Λ),Λ) t.q. Z∗(Λ) = argmin
Z∈RL

FS(Z,Λ) ,

(4)

min
Γ∈CA

FA(X∗(Γ),Γ) t.q. X∗(Γ) = argmin
X∈Rn

FA(X,Γ) .

(5)

Pour optimiser FS (resp. FA) dans (4) (resp. (5)), il faut calcu-
ler le gradient (ou un sous-gradient) par rapport à Λ (resp. Γ).
En prenant l’exemple de la Synthèse, on peut définir la fonction
de coût par rapport à Λ :

F (Λ) , FS(Z∗(Λ),Λ) . (6)

Une fois Z∗(Λ) connu, le théorème de Danskin (1967) montre
que le gradient est égal à ∇2FS(Z∗(Λ),Λ), où ∇2 désigne la
différentiation par rapport à la deuxième variable, et il est pos-
sible d’optimiser la fonction de coût par descente de gradient
[1]. La principale limite est que connaître la valeur de Z∗(Λ)
nécessite un nombre important d’itérations, et il est difficile de
procéder ainsi sur un grand jeu de données.

3.1 Différentiation automatique
Une autre solution pour calculer le gradient de FS (ou de

FA) est d’utiliser la différentiation automatique, comme pro-
posé dans [3]. L’idée consiste à construire un réseau de neu-
rones à partir de l’agorithme d’optimisation utilisé pour calcu-
ler Z∗(Λ) ou X∗(Γ). La sortie du réseau est une approximation

Algorithm 2 Condat-Vu
Y, A, Γ, λ, N
(τ , σ) t.q. 1

τ − σ
∥∥ΓT

∥∥2 ≥ ‖A‖
2

2
P0 = 0, D0 = 0, n = 0
while n < N do
Pn+1 ← Pn − τAT (APn − Y )− τΓDn

Dn+1 ← proxσλ(‖·‖∗1)(Dn + σΓT (2Pn+1 −Pn))
n← n+ 1

end while
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FIGURE 1 – LISTA

de la solution du problème, et le réseau lui-même est paramétré
par le dictionnaire. Le gradient est ensuite calculé par différen-
tiation automatique puis utilisé pour trouver un dictionnaire.

Synthèse. On cherche à approcher la solution Z∗(Λ) du pro-
blème du LASSO [7]. On peut dérouler un nombre N d’ité-
rations de ISTA [8] ou sa version accélérée FISTA [9] pour
obtenir une approximation ZN(Λ) de Z∗(Λ). L’algorithme 1
rappelle ISTA. En notant W 1

Λ = 1
L (AΛ)T et W 2

Λ = (I −
1
L (AΛ)TAΛ), le réseau de neurones est construit sur le mo-
dèle de LISTA [3] illustré dans Figure 1. Dans [2], nous étu-
dions la Jacobienne de ZN (Λ) pour montrer que dérouler ISTA
à la Synthèse conduit à des instabilités numériques dans l’es-
timation du gradient du dictionnaire dans le cas où le nombre
d’itérations est trop important. En effet, les erreurs dues à la
mauvaise estimation du support s’accumulent au fil des itéra-
tions et impactent négativement l’estimation de la jacobienne.
La stabilité n’est garantie que lorsque le support du code par-
cimonieux est bien estimé. De plus, nous montrons empirique-
ment que l’estimation du dictionnaire reste efficace quand le
nombre d’itérations est faible. Ces résultats s’appliquent dans
un contexte de problème inverse, d’après Proposition 3.1. Par
la suite, nous n’utilisons donc qu’un faible nombre de couches
(moins de 30) pour limiter les instabilités.

Proposition 3.1 Soit Λl la ligne l de Λ. A l’itération N de
ISTA, la Jacobienne de zN+1(AΛ) par rapport à Λl peut être
écrite en fonction de (J iN+1(AΛ))1≤i≤m où J iN+1(AΛ) est la
Jacobienne de la ligne i de AΛ calculée dans [2] :

∂(zN+1(AΛ))

∂Λl
=

m∑
i=1

Ai,lJ
i
N+1(AΛ)

La Jacobienne de zN+1(AΛ) converge à la même vitesse que
les (J iN+1(AΛ))1≤i≤m.

Analyse. On cherche à approcher la solution X∗(Γ) du pro-
blème à l’Analyse. On peut dérouler N itérations de l’algo-
rithme primal-dual de Condat-Vu [10, 11] pour obtenir une
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FIGURE 2 – Performance en fonction du SNR et de la dimension de l’observation pour un dictionnaire de 50 atomes.

approximation XN(Γ) de X∗(Γ). Un réseau de neurones est
construit à partir de cet algorithme sur le même principe qu’à la
Synthèse. L’algorithme 2 rappelle l’approche Condat-Vu. Les
paramètres sont le dictionnaire Γ, et les pas τ et σ.

3.2 Contraintes et optimisation.
En apprentissage de dictionnaire, il est fréquent de borner

la norme des atomes afin d’éviter les problèmes d’invariance
d’échelle. On note UN l’ensemble {U t.q. ‖Ui‖2 ≤ 1 ∀i ∈ I}
où I est l’ensemble des indices des colonnes de U . Nous étu-
dions aussi le cas où Λ et Γ sont formés de filtres de convo-
lutions, noté UN + Conv. L’optimisation se fait à l’aide d’une
descente de gradient projetée avec une recherche linéaire. La
projection correspond ici à une normalisation des atomes.

Dans [12], les auteurs remarquent que la contrainte UN n’est
pas suffisante pour apprendre un dictionnaire à l’Analyse. Ils
proposent la contrainte suivante, notée UNTF : {U t.q.UUT =
I, ∀i ∈ I ‖Ui‖2 = 1}, sous ensemble de la variété de Stie-
fel. On optimise sur ce sous-ensemble en calculant le nouveau
point sur la variété à l’aide de la transformée de Cayley et d’une
recherche linéaire, comme proposé dans [13] et [14].

Amélioration de la précision La méthode présentée est effi-
cace quand elle est utilisée avec un faible nombre d’itérations
en raison du coup de calcul lié à la rétropropagation et des in-
stabilités numériques. Il est possible d’accélérer la convergence
des algorithmes en apprenant les pas de descente dans (F)ISTA
[15] ou Condat-Vu, pour améliorer la précision des résultats à
la sortie du réseau. Nous proposons un apprentissage en deux
étapes pour limiter le degré de liberté des paramètres, ce qui
rend la convergence plus stable d’après nos expérimentations.

1. Apprentissage du dictionnaire avec un pas fixé, corres-
pondant à une condition de convergence de l’algorithme
d’optimisation.

2. Apprentissage des pas pour accélérer la convergence et
gagner en précision sur ZN (Λ) et XN (Γ), tout en pour-
suivant l’apprentissage du dictionnaire qui est mainte-
nant bien initialisé.

4 Expériences et résultats numériques
Dans [2], nous montrons que dérouler un nombre restreint

d’itérations d’un algorithme d’optimisation permet de retrou-
ver le dictionnaire en réduisant le temps de calcul, surtout pour

des jeux de données de grande taille, en prenant l’exemple de
signaux cérébraux multivariés. Dans cette partie, nous étendons
ces résultats en comparant DDL (Deep Dictionary Learning) à
la Synthèse [5] et DPDPL (Deep Primal Dual Prior Learning) à
l’Analyse [6] sur deux exemples non supervisés : le débruitage
sur données synthétiques et l’inpainting sur une image réelle.

4.1 Débruitage sur données synthétiques
Nous vérifions ici la capacité des algorithmes à retrouver

un dictionnaire UNTF aléatoire de 50 atomes utilisé pour gé-
nérer les données dans un contexte de débruitage. A la Syn-
thèse, on tire aléatoirement les codes selon une loi Bernouilli-
Gaussienne. A l’Analyse, on applique la méthode de génération
des données proposée dans [4]. Le score utilisé pour juger de la
qualité du prior appris, indépendamment du signe et de l’ordre
des atomes, est le suivant :

S(Λ,Λref ) = max
σ∈Sn

1

n

n∑
i=1

|(Λ)Tσ(i)(Λref )i| . (7)

Il s’agit de la moyenne des similarités cosinus, en valeur abso-
lue, du meilleur appariemment d’atomes entre les deux diction-
naires. Plus le score est proche de 1, mieux le dictionnaire est
retrouvé. Nous comparons d’abord le score maximal sur plu-
sieurs valeurs de λ et du nombre d’itérations (compris entre
5 et 50) en fonction du rapport signal à bruit (SNR) en dB et
défini par 10 log10(σ

2

σ2
b
) où σ2 est la variance du signal et σ2

b

est la variance du bruit, et en fonction de la dimension des ob-
servations Y . Les résultats sont rapportés dans Figure 2. DDL
se comporte comme un algorithme d’apprentissage de diction-
naire (DL) standard. L’expérience confirme que la contrainte
UN n’est pas suffisante à l’Analyse. La contrainte UNTF ne
fonctionne que quand la dimension du signal est proche du
nombre d’atomes et quand le SNR est grand.

4.2 Exemple de l’inpainting
Dans un contexte de problème inverse, la dimension des me-

sures m est souvent plus petite que la dimension du signal n,
et a fortiori de la dimension des codes parcimonieux L. Cette
réduction de dimension implique qu’une partie de l’informa-
tion contenue dans le signal est perdue. Lorsque la matrice de
mesure est unique, on peut seulement espérer identifier un dic-
tionnaire sur un sous-espace de dimension m du signal. Pour
pouvoir apprendre un dictionnaire plus informatif, il est néces-
saire d’avoir accès à plusieurs matrices de mesure, de telle sorte



Original Observation Synthèse UN Synthèse Conv Analyse UNTF Analyse Conv TV

FIGURE 3 – Inpainting sur une image 200 × 200 avec 50% de pixels manquant. La Synthèse est plus performante que l’Analyse.
PSNR : Synthèse UN 33.4dB; Synthèse Conv 33.3dB; Analyse UNTF 29.6dB; Analyse Conv 30.8dB; TV 32.7dB.
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FIGURE 4 – Comparaison des fonctions de coût à l’Analyse et
à la Synthèse entre deux minima locaux.

que l’intersection des noyaux de ces matrices soit le singleton
nul. Cette condition est vérifiée dans plusieurs types de pro-
blèmes inverses, par exemple en inpainting où le dictionnaire
est appris sur des patches de petite taille. La matrice de mesure,
ici un masque binaire, est unique pour l’image entière mais pas
pour les patches.

Le traitement se fait sur des patches de petite taille dans le
cas des contraintes UN et UNTF, et directement sur l’image
dans le cas des convolutions. Les images sont présentées Fi-
gure 3. La qualité des images reconstruites est meilleure à la
Synthèse. Cependant, les convolutions améliorent les perfor-
mances à l’Analyse. Afin de mieux comprendre ces différences
de résultats et l’impact de l’initialisation sur le dictionnaire fi-
nal, nous avons représenté les fonctions de coûts entre plusieurs
minima locaux dans Figure 4. L’Analyse semble moins bien
conditionnée que la Synthèse dont la fonction de coût est beau-
coup plus lisse, et nos expériences montrent que la première
n’est pas robuste à l’initialisation aléatoire contrairement à la
deuxième.

5 Conclusion
Nous avons comparé deux méthodes de résolution de pro-

blèmes inverses, l’une à partir de la formulation à la Synthèse,
et l’autre à partir de la formulation à l’Analyse. Les réseaux
de neurones utilisés sont construits à partir d’algorithmes d’op-
timisation. Les résultats expérimentaux montrent que la Syn-
thèse parvient plus facilement à reconstruire le signal alors que
l’Analyse nécessite des contraintes plus strictes pour fonction-
ner. L’intérêt de ces méthodes est leur interprétabilité et leur

faible nombre de paramètres, comparé à des réseaux de neu-
rones standards. De plus, elles peuvent être appliquées dans un
contexte non supervisé.
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