Une breve histoire du temps-fréquence
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Résumé — L’ analyse temps-fréquence a connu des développements importants dans la deuxieéme moitié du XXe&me siécle. On en explicite ici
brievement les étapes historiques principales, en croisant des approches venues de la physique, des mathématiques et des sciences de 1’informa-

tion.

Abstract — Time-frequency analysis has undergone important developments in the second half of the 20th century. We briefly explain here the
main historical steps, by crossing approaches coming from physics, mathematics and information sciences.

Avertissement — 11 faudrait bien plus que quelques pages pour

retracer 1’histoire de 1’analyse temps-fréquence et rendre jus-

tice a son développement dans ses multiples ramifications. Quel-
ques rares textes existent en ce sens, comme la monographie

[19] qui conduit son propos jusqu’aux lisieres de 1’analyse en

ondelettes, dont I’importance va bien au-dela de son interpréta-

tion temps-fréquence. Le choix fait ici est de se concentrer sur

les aspects proprement temps-fréquence (a la Wigner, Ville ou

Gabor, pour faire court) en s’arrétant au début de la période

contemporaine dont on peut dater le tournant a I’orée des années
80, période qui correspond aussi a I’émergence et la montée en

puissance des ondelettes (on se réserve la possibilité de par-

ler spécifiquement des ondelettes dans un autre texte, sachant

que d’excellentes perspectives historiques sont d’ores et déja

disponibles [43, 9]). L’analyse temps-fréquence s’appuie par

ailleurs sur trois piliers principaux qui relevent de la physique

(mécanique quantique), des mathématiques (analyse harmoni-

que et statistiques) et des sciences de I’'information (algorithmes
et instrumentation). Il serait vain de chercher a en retracer une

généalogie linéaire, la construction progressive du domaine re-

levant de nombreux emprunts réciproques et allers-retours entre
champs disciplinaires naguere distincts : la rédaction de ce court
texte s’en accordera.

1 Premieres variations autour de Fou-
rier

Qui dit “temps-fréquence” dit “fréquence”, et qui dit “fré-
quence” dit “Fourier”. S’il ne s’agit pas ici de rendre compte de
I’ceuvre de Joseph Fourier (1768-1830) — ce que I’on pourra
trouver en de multiples endroits et sur de multiples supports,
comme par exemple dans une monographie de référence [18],
dans un roman graphique [41] ou sur un site dédié au 250eme
anniversaire de la naissance du grand homme [62] —, on convi-
endra en premiere approximation de dire que 1’analyse temps-

fréquence telle que nous la connaissons aujourd’hui trouve son
origine quelque part dans les années post-Fourier ', lorsqu’il
s’est agi de rendre dépendante du temps 1’analyse spectrale,
outil central du traitement du signal contemporain et dont I’idée
de base apparait dans le mémoire fondamental de Fourier en
1822 [23].

Si I’on en croit L. Pimonow [46], ce serait Arnold Sommer-
feld (1868-1951) qui aurait le premier fait usage de “spectres
instantanés”, dans sa thése de doctorat soutenue a 1’ Albertus
Universitit de Konisgsberg en 1890. De facon plus concrete,
c’est en fait du coté des instruments de mesure qu’il faut se
tourner pour voir apparaitre les premieres réalisations.

1.1 Instrumentation

En adoptant ce point de vue, la premiere trace d’une ana-
lyse temps-fréquence (qui ne disait pas son nom) remonte sans
doute a la construction et la “mise sur le marché” autour de
1862 d’un appareil dii a I’inventeur et acousticien Rudolf Koe-
nig (1832-1901). Il s’agissait d’un ingénieux systéme fait d’une
batterie de résonateurs de Helmholtz de tailles différentes, dont
I’excitation était mise en évidence par la modulation d’une flam-
me manométrique, matérialisée par effet stroboscopique grace
a un miroir tournant. Mis en présence d’une onde acoustique,
chaque résonateur permettait une réponse sélective en fonction
des fréquences constitutives de I’entrée, I’ensemble se compor-
tant comme un banc de filtres. Les sorties de celui-ci dépendant
du temps au gré des évolutions de I’entrée, il s’agissait bel
et bien d’une analyse temps-fréquence, certes rudimentaire et
qualitative, mais effective dans 1’utilisation essentiellement pé-
dagogique qui en était faite alors (se reporter a [63] pour une
démonstration video). Il est intéressant de noter que nulle réfé-

1. Cette perspective est bien siir restrictive dans la mesure ou les idées
méme de Fourier ne sont pas sorties de nulle part et qu'un long cheminement
a conduit aux concepts qui nous sont devenus familiers : la référence [19] est
particulierement instructive a cet égard.



rence n’est faite par Koenig a Fourier dans la présentation de
ses travaux [64] et que, plus généralement, I’introduction d’une
utilisation consciente et diiment créditée des travaux de Fourier
pour I’analyse de signaux, en particulier acoustiques, est diffi-
cile a dater.

En faisant un saut dans le temps mais en restant dans la
veine de I’instrumentation, il est amusant de remarquer que
c’est encore a un Koenig (W.) que I’on doit une avancée ma-
jeure en 1946 avec la présentation détaillée du sound spec-
trograph [36], précédée d’une introduction de principe 1’année
précédente par R.K. Potter [48]. Il s’ agit cette fois d’un disposi-
tif électro-mécanique fait d’un cylindre tournant sur la base du-
quel une piste magnétique encode un signal acoustique. Le cy-
lindre est par ailleurs recouvert de papier électro-sensible dont
le noircissement reproduit ’intensité de la sortie d’un filtre
passe-bande appliqué au signal. Ce noircissement est opéré gra-
ce a un stylet se déplacant le long du cylindre de fagcon verti-
cale et de maniere synchrone a la rotation, de telle sorte que
la fréquence centrale du filtre varie a chaque tour de rotation.
Au terme de I’exploration complete de la bande fréquentielle
considérée, le papier est détaché du cylindre et sa mise a plat
fournit I’'image d’une représentation temps-fréquence appelée
“sonagramme” (se reporter a [65] pour une démonstration vi-
deo). La publication des articles [48] et [36] date de I’'immédiat
apres-guerre mais elle faisait en fait suite a des travaux conduits
de maniere classifiée aux Bell Labs durant les années 40 [66].
Le passage dans la littérature ouverte et la disponibilité com-
merciale du matériel correspondant eurent un impact immédiat
sur I’exploration et la compréhension d’une multitude de sons
naturels (dont la parole) et artificiels [49]. Le sound spectro-
graph (ou “sonagraphe”) resta en fait d’usage courant dans
les laboratoires sous sa forme analogique originelle jusqu’au
milieu des années 60, avant d’étre remplacé par une forme
semblable d’analyseur devenu numérique, bénéficiant des fa-
cilités offertes par le développement de 1’informatique et la
redécouverte en 1965 d’un algorithme rapide de calcul pour la
transformation de Fourier 2. L'usage a adopté pour la représen-
tation ainsi obtenue le terme de “spectrogramme”, mettant I’ac-
cent sur son obtention comme concaténation de spectres locaux
successifs plutét que comme sorties paralleles de filtres passe-
bande. Devenu numérique, le spectrogramme connut ensuite
surtout des évolutions algorithmiques relatives au calcul et a
I’inversion de transformée de Fourier a court-terme qui le sous-
tend [2, 47]. Du fait de I’importance qu’il revétait en traitement
de la parole, il connut aussi des variantes destinées a mieux ac-
corder la représentation spectrale des transformations a celle du
systeme auditif humain, par I’utilisation en particulier de filtres
passe-bande a surtension constante [26, 1].

2. On pourra se reporter a [25] pour une approche historique sur les algo-
rithmes de transformation rapide de Fourier et les travaux précurseurs conduits,
en particulier par Carl Friedrich Gauss au XIXéme siecle, avant I’article clas-
sique de James W. Cooley et John W. Tukey en 1965.

1.2 Gabor

Une facon de concilier les deux points de vue du sonagramme
et du spectrogramme est de passer par la vision fournie par
Dennis Gabor (1900-1979) en 1946 [24]. En effet, un filtre
passe-bande autour d’une fréquence d’intérét f peut s’obtenir
en translatant autour de cette fréquence un filtre passe-bas de
gabarit H (&) centré autour de la fréquence nulle (c’est le prin-
cipe de I’hétérodynage). Par suite, étant donné un signal x(t)
de spectre de Fourier X (f), sa filtrée passe-bande autour de
f s’exprime comme X (&) H (£ — f). Il en résulte que le sona-
gramme associé passe par la mise en parallele de I’ensemble
des formes temporelles de telles filtrées, soit (par transforma-
tion de Fourier inverse) :

+oo
Si(t, f) = X(H (& — f)emtde. (1)

—0o0
Du point de vue maintenant du spectrogramme, le calcul re-
pose sur une fenétre a court-terme h(t) et met en jeu, pour un
temps courant 7 et chaque instant ¢ de centrage de la fenétre,
le segment x(7)h(r — t) dont est évalué le spectre de Fourier
selon :

+oo
So(t, f) = / z(T)h(T — t)e #™Tdr, 2)
— 00

A condition que h(t) et H(f) soient transformées de Fourier
I’une de I’autre, on a I’égalité “S; = S5” a des termes de phase
pres, conduisant a I’identité des sonagramme et spectrogramme
correspondants. De plus, les deux expressions (1) et (2) peuvent
se mettre sous une forme semblable

G(ta f) = <l‘, Tt.fh> 3

moyennant I'introduction d’un opérateur convenable T;; de
translation en temps et en fréquence .

C’est précisément cette approche qui a été suivie par D. Ga-
bor [24] en y ajoutant un ingrédient supplémentaire qui est ce-
lui de la discrétisation. En effet, les différents produits scalaires
(3) peuvent étre vus comme des projections résultant en des
“grains d’information” prélevés sur le signal au voisinage du
point temps-fréquence d’intérét (¢, f). Le voisinage en ques-
tion est naturellement défini par la largeur en temps At de la
fenétre a court-terme h(t) et la largeur en fréquence Af du
filtre H(f). Comme le montre D. Gabor dans son article fon-
dateur, ces deux quantités sont couplées par I’inégalité

AtAf > =, @
47
exprimant que la localisation temporelle ne peut se faire qu’au
détriment de la localisation fréquentielle, et vice-versa. L’in-
tuition est alors (i) de maximiser la localisation en utilisant
pour fenétre/filtre la fonction minimisant 1’inégalité (4), qui se
trouve étre la gaussienne, et (ii) en prélevant les grains d’infor-
mation sur une grille dont le maillage (rectangulaire) est asservi
a I’encombrement temps-fréquence des fonctions analysantes
Tt f h.
La proposition initiale de Gabor était de choisir une grille
de discrétisation a densité minimale (ni perte d’information ni



redondance) de telle sorte que 1’ensemble des fonctions analy-
santes forme une base orthonormée, mais il apparut rapidement
que ce choix, associé a celui des gaussiennes comme fonctions
élémentaires, posait des problemes d’instabilités numériques.
L’usage s’en accorda avec 1’adoption de décompositions redon-
dantes [29] ou de fonctions d’analyse différentes de la gaus-
sienne [44, 39]. La question plus fondamentale d’obtenir une
base “a la Gabor” resta cependant quelque peu en suspens jus-
qu’en 1980, lorsque Martin J. Bastiaans explicita le calcul des
coefficients de Gabor par une technique de base réciproque,
mettant en évidence le mauvais conditionnement de la solu-
tion lorsqu’on s’approche de la densité critique [5]. Le coup de
grice fut porté I’année suivante par Roger Balian [3] qui mon-
tra qu’a un maillage rectangulaire a densité minimum ne peut
étre associée aucune base construite sur des fonctions bien lo-
calisées en temps et en fréquence 3.

Base orthonormée ou pas, on peut considérer les “gaboret-
tes” élémentaires T h comme des “atomes” temps-fréquence
ou encore des “quanta” d’information, ce que Gabor appelle
des “logons”. Gabor était physicien (lauréat du Prix Nobel de
Physique en 1971 pour I'invention de 1’holographie) et I’ana-
logie qu’il fait avec la physique n’est ni forfuite ni gratuite,
ce qui nous amene a faire un détour par la mécanique quan-
tique, quitte a remonter le temps avant de rejoindre le fil des
développements que I’analyse temps-fréquence a connus dans
la deuxieme moitié du XXeme siecle.

2 Undétour par la mécanique quantique

Les variables de temps et de fréquence ont le statut particu-
lier de porter des représentations qui sont en relation de dualité
par transformation de Fourier : on dit qu’elles sont “canoni-
quement conjuguées”. Toute paire d’autres variables sembla-
blement liées offre un cadre de représentation parallele, tant
en possibilités qu’en limitations, a celui rencontré dans le cas
temps-fréquence. Il en est ainsi en mécanique pour les variables
de position ¢ et d’impulsion p, utilisées comme coordonnées
d’un “espace des phases” dans lequel se déploie la dynamique
d’un systeme (exemple de 1’oscillateur harmonique dont 1’ha-
miltonien s’écrit H = p®+¢> en coordonnées réduites). Théorie
du signal et mécanique (quantique) partagent ainsi un cadre
mathématique formel de représentation, permettant des allers-
retours entre les deux domaines.

2.1 Incertitude

Tout comme I’analyse temps-fréquence d’un signal se heurte
a I'impossibilité d’une localisation conjointe parfaite d’apres
(4), décrire un systéme mécanique conjointement en position
et en impulsion trouve aussi une limite dont I’importance prend
tout son sens lorsqu’on aborde le monde quantique. On attache

3. Ironiquement, c’est en essayant de prouver un résultat de méme nature
pour le maillage dyadique qu’Yves Meyer construisit la premiere base ortho-
normée d’ondelettes.

usuellement a cette limite le nom de Werner Heisenberg (1901-
1976, Prix Nobel de Physique en 1932) qui, le premier, formula
en 1927 [28] un “principe d’incertitude (ou d’indétermination)”
du type b

ApAg = o, (5)

sur la base d’arguments essentiellement phénoménologiques.

Hermann Weyl (1885-1955) replaca peu apres cette question

dans le cadre mathématique général de I’analyse de Fourier

[57], justifiant a la fois la limite (5) posée par Heisenberg I’année
précédente et I’inégalité (4) que Gabor redémontrera presque

vingt ans plus tard.

2.2 Distributions

Ce faisant, il apparut que la représentation conjointe “position-
impulsion” d’un état quantique posait des problémes nouveaux
et appelait des solutions spécifiques. En mécanique quantique,
une mesure physique est liée a la valeur moyenne d’un opérateur
G prise sur I’état d’un systéme via sa fonction d’onde . Afin
de procéder de facon quasi-classique, Eugene P. Wigner (1902-
1995, Prix Nobel de Physique en 1963) proposa en 1932 [59]
de représenter 1’état par une “distribution de quasi-probabilité”
P(q,p), fonction conjointe de la position et de 1I’impulsion,
de telle sorte que le méme résultat de mesure soit obtenu par
une simple moyenne prise sur la fonction classique G(gq,p)
décrivant la quantité physique d’intérét, sans passage donc par
un opérateur associé *. En d’autres termes, il s’agissait d’assu-
rer I’égalité :

+oo
<wIG|¢>=/[ G(q,p) P(q,p) dqdp. (6)

Sur la base d’un argument de simplicité (et de bonnes pro-
priétés marginales), Wigner proposa pour cela la forme sui-
vante, aujourd’hui connue sous le nom de “distribution de Wi-
gner” :

1 +oo ]
P(q,p) = h /_ V(g +y)v*(q —y)e ™ hdy. (7)

Cette proposition était néanmoins purement ad hoc? et plu-
sieurs difficultés lui sont attachées. La plus visible est que la
“quasi-distribution” (7) peut prendre des valeurs négatives, lui
interdisant de fait d’€tre interprétée comme une véritable den-
sité de probabilité. Plus fondamentalement, I’association d’un
opérateur a une grandeur classique n’est pas unique du fait de
la non-commutativité des opérateurs élémentaires associés aux
variables de position et d’impulsion. Ceci nécessite le choix

4. Pour une quantité G(q,p) donnée, I’opérateur associé G est fonction-
nellement dépendant des opérateurs élémentaires q et p associés a la position
g et I'impulsion p, et définis par leurs actions respectives (q)(q) = q¥)(q) et
(pY)(q) = —ih(0¢/dq)(q). Ces deux opérateurs élémentaires ne commu-
tant pas, la “régle de correspondance” G(g, p) — G(q, p) n’est pas unique.

5. On notera que, dans I’article original [59], I’introduction de la définition
proposée est assortie de 1’énigmatique note de bas de page “This expression
was found by L. Szilard and the present author some years ago for another
purpose”. .. A notre connaissance, il n’existe pas trace du quand et du pourquoi
de cette antériorité.



d’une “regle de correspondance” dont I’ arbitraire rejaillit néces-
sairement sur la fonction conjointe.

Sans entrer dans les détails, il apparait que la distribution de
Wigner est naturellement liée au choix de la correspondance
dite “de Weyl” [56], mais d’autres choix sont envisageables.
Les années qui suivirent 1’article de Wigner virent ainsi ap-
paraitre d’autres formes possibles de quasi-distributions liées,
implicitement ou explicitement, a d’autres regles de correspon-
dance, sans qu’aucune cependant marquat d’avantage détermi-
nant sur les autres. Il fallut attendre 1966 pour observer une
avancée majeure, qui permit en quelque sorte de clore une par-
tie du débat. C’est en effet cette année-la que Leon Cohen pu-
blia un article [13] montrant que toutes les formes proposées
jusqu’alors (et, plus généralement, une infinité d’autres pos-
sibles) s’inscrivaient dans le cadre d’une formulation générale
dont elles n’étaient chacune qu’un cas particulier, moyennant
le choix convenable d’une fonction de paramétrisation directe-
ment liée au choix d’une regle de correspondance (cette derniere
question faisant ensuite 1’objet de considérations plus systéma-
tiques [54]).

On se contentera a ce point de décrire la formulation pro-
posée par Cohen de la fagon suivante : si la distribution de
Wigner (7) est formellement interprétée comme une distribu-
tion de probabilité, sa double transformée de Fourier acquiert le
statut d’une fonction caractéristique. Il suffit alors de multiplier
cette fonction caractéristique par une fonction de pondération
(raisonnablement) arbitraire pour obtenir, apreés double trans-
formée de Fourier inverse, I’ensemble de la “classe de Cohen”.
Dans son article original, Cohen a essentiellement trouvé com-
ment inscrire dans un cadre commun différents objets proposés
dans la littérature et a ouvert la voie a en construire de nou-
veaux. La démarche était cependant d’observation mais il a pu
étre montré plus tard qu’une construction axiomatique de la
classe de Cohen était possible sur la base de contraintes de co-
variance [37].

2.3 Positivité

Les approches “a la Wigner” regurent des marques d’intérét
mais connurent aussi une difficulté d’acceptation dont une des
raisons principales a longtemps été 1’existence de valeurs néga-
tives (voire complexes) dans les distributions considérées. Si
beaucoup serait a dire sur I’interprétation de ces distributions,
et s’il a pu étre prouvé par exemple que la positivité était I’ex-
ception pour la distribution de Wigner (R.L. Hudson a ainsi
montré dans [33] que ce n’était le cas que pour les gaussiennes),
plusieurs tentatives ont été faites pour garantir la positivité en
toutes circonstances. Une facon naturelle de faire est de “régula-
riser” la distribution de Wigner par lissage, ce qui conduit for-
mellement a une distribution ayant la forme d’un spectrogram-
me! Il en est ainsi pour la distribution dite “de Husimi” [34],
qui s’appuie sur une fonction d’onde auxiliaire gaussienne jou-
ant le role d’une fenétre d’observation. Une approche de méme
nature, quoique plus générale dans le choix de la fonction auxi-
liaire et dans son interprétation, sera encore proposée au début

des années 70 [38].

Pour rester dans le cadre de la positivité, un résultat ma-
jeur a finalement été fourni par Eugene P. Wigner lui-méme
qui, en 1971 — soit une quarantaine d’années apres la publica-
tion de son article de base —, prouva un théoreme d’exclusion
selon lequel une distribution conjointe ne peut a la fois étre
bilinéaire, avoir des distributions marginales correctes et étre
partout non-négative [60]. Ainsi, la distribution de Wigner est
bilinéaire et possede des marginales correctes mais elle prend
aussi des valeurs négatives de fagon générique ; a I’inverse, une
régularisée “a la spectrogramme” est bilinéaire et partout non-
négative mais ses marginales sont biaisées. La seule issue est
de relacher la contrainte de bilinéarité, ce qui a été envisagé
[17], quoiqu’au prix de difficultés d’interprétation qui en ont
limité I'usage.

2.4 Décompositions

Le détour que 1’on a emprunté en direction de la mécanique
quantique était au départ partiellement motivé par I’incursion
du physicien Gabor dans le champ de la théorie de la commu-
nication, mais la remontée dans le temps jusqu’a Wigner nous a
conduits dans un monde de représentations (au moins) quadra-
tiques, pouvant sembler moins naturel que les décompositions
linéaires proposées dans [24]. De telles décompositions/repré-
sentations linéaires ont néanmoins fait leur chemin dans un
second temps, avec I’introduction au début des années 60 du
concept d’“état cohérent” par Roy J. Glauber (co-lauréat pour
cela le Prix Nobel de Physique en 2005) [27]. Il y a en fait
une filiation directe entre les paquets d’ondes gaussiens (les
“logons” de Gabor) et les états cohérents de Glauber, ce qui
a donné lieu dans les annés 70 a une abondante littérature en
physique mathématique et a des applications nombreuses, en
particulier en optique quantique [35].

2.5 Passerelles

Pour conclure cette partie, on peut dire que la littérature de
mécanique quantique a offert un certain nombre de considéra-
tions théoriques sur lesquelles les approches temps-fréquence
peuvent s’appuyer mais il faut reconnaitre que peu de physi-
ciens ont investi de fagcon explicite le domaine du signal. Une
exception notable est fournie par Leon Cohen, qui a introduit
en théorie du signal la méthode “opératorielle” (i.e., dans 1’es-
prit de ce qui est évoqué en section 2.2) de la fonction ca-
ractéristique [15] et a abordé de fagon générale 1’analyse temps-
fréquence en se basant pour part sur ce que le formalisme de la
mécanique quantique pouvait offrir [14]. Réciproquement, peu
nombreux furent les chercheurs de la communauté du signal a
investir le champ de 1’analyse temps-fréquence par le prisme
du formalisme opératoriel de la mécanique quantique. Georges
Bonnet fut parmi ceux-ci [8], suivi par Bernard Escudié et Jean
Gréa [20] : on trouvera une synthese et des développements en
ce sens dans [21]. En revanche, les nombreux travaux temps-
fréquence conduits de maniere interne a la communauté du trai-



tement du signal ont recu peu ou pas d’écho en physique. En
anticipant sur ce qu’on dira des évolutions proprement temps-
fréquence, il est intéressant a ce propos de constater que le che-
minement conceptuel en mécanique quantique et en signal a
suivi en quelque sorte des voies inverses, entre un objet pure-
ment théorique (la distribution de Wigner) et un objet pragma-
tique (le “spectrogramme’), chacun étant considéré comme na-
turel et premier dans son domaine, et résul-tat d’une élaboration
dans I’autre.

En situant I’analyse temps-fréquence dans une perspective
“post-Fourier”, il est un autre type de passerelles qu’il faut
mentionner : celles qui la rattachent a 1’analyse harmonique.
Pour rester dans le cadre de cette partie plus spécifiquement
centrée sur la mécanique quantique, on notera que I’approche
opératorielle est en lien direct avec le calcul pseudo-différentiel
[32]. Comme on I’a évoqué précédemment, il n’y a pas de regle
unique permettant de mettre en correspondance une fonction
définie sur I’espace des phases et un opérateur. Selon la termi-
nologie consacrée dans le cadre du calcul pseudo-différentiel,
la fonction en question est le “symbole” de I’opérateur, et elle
est en relation de dualité de Fourier partielle avec le noyau de
ce méme opérateur. Ainsi, la distribution de Wigner d’un état
donné peut étre vue comme le symbole de Weyl de 1’ opérateur
de projection orthogonale sur I’état. D’autres choix de sym-
boles que celui de Weyl sont néanmoins possibles, conduisant
a d’autres formes de distributions. On pourra se reporter a [22]
pour un traitement mathématique précis de telles questions d’a-
nalyse harmonique sur I’espace des phases.

3 Ville et apres

Revenons au temps-fréquence proprement dit et reprenons
I’histoire a la fin des années 40, en nous plagant plus précisément
en 1948. Cette année-la est en fait une annus mirabilis : elle voit
naitre a la fois la théorie de I’information de Claude E. Shannon
(1916-2001) [53] et la cybernétique de Norbert Wiener (1894-
1964) [58], et elle suit de quelques mois I’invention du transis-
tor par John Bardeen, William Shockley et Walter Brattain (ce
qui leur vaudra d’étre co-lauréats du Prix Nobel de Physique
en 1956) et la mise en service de I'ENIAC, premier ordinateur
programmable et entierement électronique. Il est remarquable
de constater la concomitance de ces avancées dans un périmetre
réduit de la Cote Est des Etats-Unis (Bell Labs, MIT, université
du Maryland) et la mise en place de facon quasiment simul-
tanée de tous les ingrédients — théoriques, algorithmiques et
matériels — qui seront au cceur de I’eére de I’information qui
est aujourd’hui la notre.

3.1 Spectre instantané

Aux contributions majeures qui viennent d’étre citées s’ajou-
te celle, plus confidentielle, de Jean Ville [55], dans laquelle
I’auteur introduit la définition devenue classique de fréquence
instantanée, sur la base du concept de signal analytique qui
était déja en germe chez Gabor [24]. Il y définit également
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un “spectre instantané” destiné a répartir I’énergie d’un signal
dans le plan temps-fréquence sur la base d’une analogie proba-
biliste. Son point de départ est de construire une “forme accep-
table de fonction caractéristique” du temps et de la fréquence,
qu’il propose d’écrire :

A, 1) = /+OO x (s + g) x* (5 — g) e85 ds,  (8)
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et d’en déduire la “distribution de probabilité” associée par
double transformée de Fourier. La grandeur qui en résulte prend
la forme :

P(t, f) = /jm z (t + g) o (t - g) e 2TITdr(9)

qui n’est autre, mutatis mutandis, que celle de la distribution de
Wigner (7). Nulle référence n’étant faite par Ville au travail de
Wigner, il semble que celui-ci n’en avait pas connaissance et,
du fait de I’'indépendance supposée des deux définitions, il est
parfois fait référence a la distribution “de Wigner-Ville”.

3.2 Ambiguité

Revenant a I’origine de la distribution (9) au sens de Ville,
on pourra se reporter a [55] pour comprendre en quoi (8) est
une “forme acceptable de fonction caractéristique”, mais cette
expression admet une interprétation physique beaucoup plus
tangible. En effet, en raisonnant en termes de produit scalaire
de L?(R), il est facile de se convaincre que (8) mesure un
degré de ressemblance entre un signal et une version de celui-ci
décalée en temps et en fréquence, tout comme la représentation
de Gabor (3) mesurait un degré de ressemblance entre un si-
gnal et une batterie d’atomes de référence. Ceci ramene natu-
rellement a la situation communément observée en radar/sonar,
dans laquelle 1’écho d’un signal émis est une version retardée
(décalage en temps) et dopplérisée (décalage en fréquence). Il
s’ensuit que I’expression (8) est directement liée a la sortie
du récepteur optimal (filtre adapté) qui opere par corrélation
signal-écho : on parle alors de “fonction d’ambiguité”. Cette
remarque d’interprétation ouvre une fenétre sur tout un pan
de littérature consacrée aux fonctions d’ambiguité a partir du
milieu des années 50 a la suite des travaux pionniers de P.M.
Woodward [61] et jusque vers la fin des années 60 [52]. Il
faut noter que, dans cette interprétation, (8) n’est aussi qu’une
“forme acceptable de fonction d’ambiguité”, essentiellement
vis-a-vis de la symétrisation des opérateurs de décalage. D’au-
tres symétrisations conduiraient a d’autres définitions, différant
essentiellement par la présence d’un facteur de phase préalable
a la transformation de Fourier inverse, et rejoignant ce faisant
le giron de la classe de Cohen comme évoqué précédemment.

3.3 Variations

Tout comme en mécanique quantique, le domaine de I’ana-
lyse temps-fréquence vit fleurir un certain nombre de proposi-
tions alternatives dans les années qui suivirent 1’article de Ville



de 1948, mais en ordre dispersé et sans nécessairement faire
usage de références croisées explicites. On vit ainsi apparaitre
en 1952 une forme causale de spectrogramme, la “distribution
de Page” [45], sur la base de laquelle André Blanc-Lapierre et
Bernard Picinbono proposerent en 1955 des variations et des
premieres tentatives d’unification [6]. Ils suggererent ainsi une
version anti-causale de la distribution de Page, qui allait &tre in-
troduite ultérieurement de facon indépendante en 1967 et deve-
nir la “distribution de Levin” [40]. Ils montreérent en outre que
la demi-somme des distributions de Page et de Levin s’identi-
fiait a la partie réelle de la quantité :

R(t, f) = z(t)X*(f)e "7, (10)

quantité introduite elle aussi ultérieurement en 1968 et connue
depuis sous le nom de “distribution de Rihaczek” [51]. On no-
tera que I’introduction de la distribution de Rihaczek dans [51]
reposait sur un argument tout autre : elle apparaissait comme
limite de I’énergie d’interaction entre un segment de signal
prélevé sur un intervalle temporel ¢ autour de ¢ et une filtrée
passe-bande de ce méme signal dans un intervalle fréquentiel
de largeur ¢ f autour de f, lorsque 6t — Oetdf — 0. Il est
a noter que, non seulement cette distribution n’est pas non-
négative, mais qu’elle est a valeurs complexes.

Tout comme en mécanique quantique, 1’ensemble de ces pro-
positions trouve son unification dans le cadre de la “classe de
Cohen” [13] qui, dans le contexte temps-fréquence, prend la
forme :

+oo
C(t, f) = //_ w(&, 1) A(E,T) e~ 2m(EttT ) dédr, (11)

expression dans laquelle ¢ (&, 7) est une fonction de paramétri-
sation dont les propriétés fixent celles de la distribution as-
sociée [21, 14].

3.4 D’autres voies encore

Méme si allusion a été faite aux décompositions linéaires
et si ’accent a été mis prioritairement sur les approches qua-
dratiques, il s’agissait dans les deux cas de prendre pour ob-
jet d’analyse des signaux supposés déterministes. Il existe ce-
pendant tout un pan de 1’analyse spectrale qui se réfere a des
signaux ou processus aléatoires, I’enjeu n’étant plus de rendre
dépendante du temps la transformée de Fourier X (f) ou la den-
sité spectrale d’énergie | X (f)|? qui lui est associée, mais bien
davantage la notion de densité spectrale de puissance qui, dans
le cas stationnaire, résulte de la relation de Wiener-Khintchine-
Bochner :

+o0o
I(f) = / y(r) e 2™ dr, (12)
— 00

ot y(7) = E{x(t)z*(t — 7)} représente la fonction de corréla-
tion du processus, considéré d’un point de vue de moyenne
d’ensemble. Plusieurs travaux se sont attachés a cette question,
mais ils sont plutot a trouver dans la littérature de statistique ou
de séries temporelles.

L’ approche la plus immédiate est bien sir d’appliquer les

méthodes du cas certain aux réalisations d’un processus aléatoire

et, sous réserve d’existence, d’en prendre la moyenne d’en-
semble : P(¢, f) — E{P(t, f)}. De maniére plus fondamen-
tale, une possibilité est de partir de la représentation spectrale :

-]

qui est doublement orthogonale dans le cas stationnaire (vis-a-
vis tant des exponentielles complexes que des accroissements
spectraux) et de relacher 1’'une ou 1’autre de ces orthogonalités.

S’il en est ainsi pour les accroissements spectraux, on entre
dans le cadre de I’harmonisabilité au sens de Cramér et la défi-
nition d’un “spectre dépendant du temps” devient possible en
considérant la fonction de covariance non stationnaire a deux
dates r(t1, t2) = E{x(t1)x*(¢t2)}, dont on prend la transformée
de Fourier partielle relativement a une variable considérée com-
me décalage temporel 7 autour d’un instant courant ¢ : c’est
ainsi que 1’on peut construire un “spectre de Wigner-Ville” par
symétrisation de la fonction de corrélation selon r(t1,t2) =
r(t + 7/2,t — 7/2), approche dans laquelle la définition du
spectre se double d’une classe d’estimateurs fournie par la classe
de Cohen [42].

Si I’on souhaite maintenant privilégier la double orthogona-
lité, il faut remplacer les exponentielles complexes par les fonc-
tions (¢, f) qui sont fonctions propres de la covariance, mais
au détriment de I’interprétation physique de la variable f dont
rien n’assure qu’il s’agisse d’une fréquence au sens de Fou-
rier. Un compromis a néanmoins été proposé en 1965 par Mau-
rice B. Priestley [50], en restreignant le cadre d’analyse aux
processus dits “oscillants”, ¢’est-a-dire tels que ¢ (¢, f) soit de
la forme d’une exponentielle complexe classique modulée par
une fonction a(¢, f) supposée a évolution lente. Il en résulte un
“spectre évolutif” (de Priestley) défini par la formule intuitive
P(t, f) = la(t, £)]*T(f), dont I’estimateur proposé est essen-
tiellement un spectrogramme.

eIt ax (f) (13)

4 Vers le paysage actuel

A la différence de la mécanique quantique ol la distribu-
tion de Wigner, sans occuper le devant de la scéne, obtint au fil
des ans une reconnaissance et une forme continue d’intérét du
fait des liens qu’elle entretenait avec le probleme de la quan-
tification, la distribution de Ville resta longtemps lettre morte
et elle ne refit véritablement surface qu’a fin des années 70. A
I’échelle nationale, Bernard Escudié fut son promoteur princi-
pal mais, au niveau international, c’est la série des trois articles
de Theo A.C.M. Claasen et Wolfgang F.G. Mecklenbraiiker
[10, 11, 12] qui déclencha un engouement pour le sujet et une
vague de travaux dans les années 80, dans des directions aussi
variées que la rationalisation du choix des fonctions de pa-
ramétrisation, la géométrie des distributions, la généralisation
des classes “a la Cohen”, 1’adaptativité, I’extension a des di-
mensions et/ou des ordres supérieurs, 1’amélioration de la lo-
calisation, etc.

Les conférences internationales virent se multiplier les ses-
sions spéciales dédiées, la premiere se tenant a San Diego,



lors du congres IEEE-ICASSP de 1984, et une série d’autres
se réunissant annuellement lors du congres d’été SPIE, a San
Diego toujours. L’IEEE Signal Processing Society créa un sym-
posium biennal “Time-Frequency and Time-Scale” qui fut or-
ganisé successivement a Victoria (1992), Philadelphie (1994),
Paris (1996) et Pittsburgh (1998). Des articles de synthese [16,
31] et des ouvrages [21, 14, 30, 7] apparurent, et c’est vers
ceux-ci qu’il faut se tourner pour connaitre ce qui ne releve
plus tant de I’histoire que de I’évolution de I’état de 1I’art ©.
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