Apprentissage distribué de la topologie d’un graphe
a partir de signaux temporels sur graphe
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Résumé — Cet article concerne I’estimation de la structure d’un graphe & partir de signaux temporels sur graphe, en capturant les relations
sous-jacentes aux observations acquises en chaque nceud, sous la forme d’une matrice d’adjacence parcimonieuse éventuellement symétrique.
11 existe de nombreuses solutions hors ligne pour résoudre ce probléme, mais peu prennent en compte la nature distribuée des réseaux. Nous
partons d’un cadre centralisé et, par des relaxations appropriées, aboutissons a un algorithme d’apprentissage en ligne distribué. Notre algorithme
est testé expérimentalement et comparé avec succes a une solution centralisée hors ligne de la littérature.

Abstract — This paper focuses on estimating a network structure capturing the dependencies among streaming signals in the form of a possibly
symmetric or sparse matrix. Several offline solutions to address this problem exist, but do not pay much attention to the distributed nature of
networks. We start from a centralized setting and then introduce a simple yet powerful data model under sparsity assumptions, aimed to infer
network connections from streaming data in a distributed and online setting. Our algorithm is tested experimentally and successfully compared

to a centralized offline solution of the literature.

1 Introduction

Au cours de la derniére décennie, les données sont devenues
une ressource brute qui nécessite d’étre affinée afin de deve-
nir une information utile. Elles prennent différentes formes et
proviennent de différentes sources : commerce électronique,
événements sportifs, médias et interactions sociales, pour n’en
nommer que quelques-unes. Les données structurées, ot chaque
composante est liée a d’autres composantes, sont omniprésentes
et évoluent au cours du temps, ce qui les rend difficiles a trai-
ter et a analyser. Depuis des travaux précurseurs tels que [14],
le traitement du signal sur graphe a attiré une attention gran-
dissante en raison des multiples applications potentielles qu’il
offre. L'imagerie cérébrale, I’analyse des réseaux sociaux et
des réseaux de transport en sont des exemples caractéristiques.

La plupart des algorithmes de traitement du signal sur graphe
introduits au cours des cinq dernieres années supposent une
connaissance préalable de la structure du graphe. Cependant,
il y a des situations ol le graphe n’est pas aisément accessible
et doit étre inféré a partir des données. Cet article s’intéresse
a ’estimation de la structure d’un graphe a partir de flux de
données en capturant les relations sous-jacentes aux observa-
tions acquises en chaque nceud, sous la forme d’une matrice
d’adjacence éventuellement dirigée et pondérée.

Définitions : Un graphe G est constitué d’un ensemble N de
N nceuds, et d’un ensemble £ d’arétes tel que si les nceuds m et
n sont liés, alors (m,n) € £. Pour les graphes non-dirigés, ces

paires de nceuds ne sont pas ordonnées. Soit N, le voisinage
dunceud n, c.a.d., N,, = {m: (m,n) € £}.

Un signal réel 2 [x1,..., 2] est collecté au niveau des
nceuds, ol x,, est I’échantillon du signal « au nceud n. L’ opé-
rateur de translation [14] sur G est défini comme une matrice
de taille V x N et noté S. Il décrit les interactions entre noeuds
et, par extension, est utilisé pour représenter des relations entre
données. La composante s,,,,, de .S est non nulle si (m,n) € &.
Des choix possibles pour cet opérateur sont la matrice d’adja-
cence (pondérée ou pas) ou la matrice Laplacienne (et ses va-
riations) [1]. L’ opération S ke opere une translation (pondérée)
de k sauts des données sur le graphe.

Travaux antérieurs : De nombreux travaux ont été propo-
sés pour I’estimation de la topologie d’un graphe a partir de si-
gnaux sur graphe. Une proposition trés précoce est dans [3], ou
une méthode basée sur I’estimation de covariance pour déduire
les liens est introduite. De 1la méme fagon, dans [5], le graphical
Lasso est utilisé pour estimer 1’inverse de la matrice de cova-
riance a partir des données. Dans [12], les auteurs estiment la
connectivité d’un graphe a partir de modeles spectraux, en sup-
posant que le signal sur graphe x est stationnaire et généré par
un processus de diffusion. Ils estiment un opérateur de trans-
lation S satisfaisant un ensemble de contraintes telles que la
parcimonie et la symétrie. Les auteurs de [15] proposent un al-
gorithme adaptatif pour apprendre la topologie d’un graphe a
partir de signaux dynamiques sur graphe engendrés par un pro-
cessus de diffusion. Dans [13], des noyaux sont utilisés avec un



modele autorégressif pour le suivi de signaux de connectivité
cérébraux au cours du temps. L’approche par noyaux multiples
de [16] utilise des corrélations partielles pour accéder a la to-
pologie du graphe, et une régression en norme £, pour amé-
liorer les performances. Un état de 1’art sur I’inférence de to-
pologie est disponible dans [4]. Contrairement aux méthodes
existantes, cet article se concentre sur 1’identification de la to-
pologie d’un graphe a partir de signaux temporels sur graphe
d’une maniere distribuée et en ligne (adaptative).

Notations : Les lettres minuscules désignent les scalaires, et
les lettres minuscules et majuscules en caracteres gras repré-
sentent respectivement des vecteurs et des matrices. Les carac-
teres calligraphiques majuscules désignent des ensembles. On
note || le cardinal d’un ensemble N. L’ opérateur signe est
noté sgn{-} et est appliqué élément par élément d’une matrice.

2 Formulation du probléme centralisé

Un filtre sur graphe prend un signal sur graphe (i) en en-
trée, et fournit un signal y(4) en sortie donné par y = Hx et
indexé par le méme graphe. Une forme souvent retenue pour H
est le filtre d’ordre K invariant par translation, défini par [11] :

K-1
y(i) = Y hS*a(i), i>0, (1
k=0

avec S la matrice de translation et {hk}sz_Ol les coefficients
du filtre. Notons que ce modele suppose la diffusion instanta-
née de I’information, ce qui en est une limitation. Le modele
dynamique suivant s’affranchit de cette restriction [8, 9] :

K-1
y(i) =Y hSta(i—k), i>K-1 2)
k=0

En supposant que la matrice de translation S est connue, les au-
teurs dans [6, 9] montrent comment les stratégies de diffusion
peuvent étre appliquées pour estimer les coefficients {hk}kK:_O1
a partir de signaux temporels sur graphe {(x(3),y (7))}

Un outil possible pour I'inférence d’une topologie causale
d’un réseau est le modele autorégressif multivarié suivant [8] :

K-1
y(i) =Y Soxa(i—k)+v(i), i2K-1 (3
k=0

ol S, 2 sza S, a pour composantes { Sy, p—q } décrivant
I'influence du nceud m sur le nceud n a une distance de b — a
sauts, et v(7) est un bruit d’innovation. On note que S = I et
S; = S. Ce modele est utile pour évaluer la causalité au sens
de Granger, ou I’on dit que z,,, influe sur x; si la connaissance
du premier améliore la prédiction du second [2].

Nous supposons que le signal @(i) est stationnaire a sens
large et de moyenne nulle, c.a.d. que la séquence de corréla-
tion R, (k) = E{x(i)x " (i — k)} est une fonction qui dépend
du décalage temporel k. Le bruit v(¢) est supposé de moyenne

zp (i — 2)

o (i)

Snm,1
o)

FIGURE 1 — Chemins des données pondérées vers le nceud n
représentés sous forme d’arétes dirigés. Pour estimer le poids
Snm,1, le neeud n regoit de son voisin m le vecteur a (K — 1)
éléments [, (i — 1), Symp 2@p (i — 2) + Smeaze(i — 2)] 7.

nulle, i.i.d., de covariance R, = diag{o, ,})_;. Sous ces hy-
potheses, S dans (3) peut étre estimé en résolvant :

K-1 2
S* = argmin EHy(z) — Z So.px(i — k)H +n®(S)
o k=0 )

$C. Sum =0 si mg&N,, n=1,...,N

avec 17 > 0. La fonction coit (4) inclut un terme de régularisa-
tion ®(.S) pour tenir compte d’informations a priori sur S telles
que la symétrie ou la parcimonie. Les contraintes forcant les
entrées sy, de S a zéro correspondent aux paires (n,m) ¢ £.
Le probleme (4) est non convexe compte tenu de son caractere
polynomial en S, ce qui induit pour les algorithmes de résolu-
tion de converger éventuellement vers un minimum local plutdt
que vers un minimum global.

3 Solution distribuée

Selon (3), 1a sortie y,,(¢) en chaque neeud n est donnée par :

K-1

yni) = 3 [Soswli~ k)}n + v (i) )

k=0

Ceci peut étre réécrit comme :

Yn (1) éyn(i) — xn (1) :57—[[33(2'_ Dlmen, +---+ ©)
sy [So.x—12(i — K + D)]men;, + vn(i),
avec
Sp = col{spm:m € Ny, } @)

le vecteur |[N;,| X 1 agrégeant toutes les entrées non nulles de
la n® ligne de S. Il s’en suit que (6) peut étre exprimé comme :

Un(i) = 2, (1), + vn (i) (8)
oll z,,(¢) est un vecteur colonne |A,,| x 1 défini par :

K-1

20i) = [2(i = Dlmew, + Y [Sawzli=F)] O

b2 meN,

A TIinstant 4, le nceud n pondere les données entrantes de
ses voisins par les entrées correspondantes de la n° ligne de S.
Le méme raisonnement s’applique a tout nceud m voisin de n,
voir Fig. 1, qui pondeére ses propres données entrantes avec des
entrées de la m® ligne de S. Cela signifie que les données a



deux sauts envoyées par le nceud ¢ a Iinstant 7 — 2, passant
par le nceud m a l'instant ¢ — 1, et regues par le nceud n a
I’instant 4, sont successivement pondérées par S,,¢ et Sy, . Par
conséquent, lors de I’estimation de .S, le nceud n peut simple-
ment se concentrer sur ses propres poids stockés dans la n®
ligne de S a condition que tous les autres nceuds du réseau en
fasse de méme avec leurs propres poids. La formulation (7)—(9)
présente plusieurs avantages par rapport a la solution centrali-
sée de [8]. 1l s’agit en particulier d’une relaxation convexe du
probleme (4) se prétant a une résolution locale.
Pour résoudre ce probleme, on définit le coiit global :

N
J(8) =" Jn(sn) (10)
n=1
ol J,(s,) désigne le coiit au nceud n, a savoir :
In(8n) = E|ga(i) — Zz(i)snllz + 10 ®(8n)- (11)

Cette formulation permet a chaque nceud n d’estimer ses propres
entrées s,, de S, et éventuellement de tenir compte de certaines
connaissances a priori sur .S via ®(s,,).

Dans cet article, nous imposons une contrainte de parcimo-
nie sur S. Ceci permet, en 1’absence d’information sur la topo-
logie du réseau, de déterminer le voisinage ,, de tout nceud n
a partir de . Pour se faire, nous introduisons les régularisa-
tions ZA (zero-attracting) :

(I)ZA(sn): Z

meN\{n}

12)

|5nm‘

et RZA(reweighted zero-attracting) :

pzalsn) = Y

log (1 n S”’"') e>0.  (13)
€
meN\{n}

Pour minimiser (11), nous proposons une solution incrémentale
basée sur une descente de gradient, a savoir [7] :

$p(i+ 1) = 8,(i) + pn[rz,y — Re, 80(i) — nusgn{sn (i)},

(14a)
sgn{s, (i)}

"e+[5,(0)]
(14b)

Sn(i+1) = 8,(0) + pin |72,y — R, 8n(1) — 1

pour ZA et RZA respectivement. Cependant, comme les mo-
ments de second ordre de (14) sont rarement disponibles, une
stratégie de descente de gradient stochastique est employée,
avec les approximations instantanées suivantes :

R., ~ 2,(i)2, (i) et 72,y = 20(0)7n (i)

s

L’ algorithme en chaque nceud n est résumé ci-dessous.

4 Expérimentations

Un graphe de type communauté non-dirigé a été généré en
utilisant GSPBOX [10], avec N = 20 nceuds formant deux

Algorithme 1 : Estimation locale de la topologie

Entrées : Paramétres 1, et 7,

Initialisation : Initialiser toutes les entrées de s,,(0)
Algorithme : A chaque instant¢ > 1 :

Recevoir les données pondérées [Si_12(i — k)]
Calculer le régresseur z,, (i) avec (9)

Mettre a jour I’estimation locale s,, avec (14) ou (15)

meN,

-10 -

—— Estimée sans régularisation
—— Estimée avec régularisation ZA
15 | Estimée avec régularisation RZA
\
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S estimé avec régularisation ZA S estimé avec régularisation RZA

(b) Matrice de translation et estimées

FIGURE 2 — (a) Courbes EQM. (b) Matrice S et ses estimées.

communautés. L’ opérateur de translation sur graphe S a été dé-
fini par W /[1.1 - Apax(W)], la matrice d’adjacence pondérée
normalisée. En notant ¢,, les coordonnées de 1’intégration 2D
du nceud 1, les poids wyy,y, ont été fixés a exp(—7 ||em — €n|?).
Le signal (%) a été généré selon une loi normale de moyenne
nulle et de matrice de covariance R, solution de 1’équation de
Lyapunov SR, S' — R, + I = 0. Le bruit v(i) a été gé-
néré selon une loi normale de moyenne nulle et de matrice de
covariance R, = diag{o} ,})_,. Les variances o7 , ont été
générées selon une distribution uniforme ¢/(0.1,0.15). L’ordre
du filtre a été fixé a K = 3. La sortie y(i) a été générée avec
le modele (3). Nous avons utilisé un pas g constant pour tous
les nceuds, et les parametres 7,, et € ont été fixés au cours de 50
passes de Monte-Carlo.



——notre algo., T} itérations
- - Réf., T} échantillons
——notre algo., T itérations
- - Réf., T, échantillons

notre algo., T3 itérations

Réf., T3 échantillons

EQM(dB)

0 2.5 5 7.5 10
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FIGURE 3 — Comparaison de notre algorithme avec Réf..

Expérience 1 : ’algorithme d’apprentissage 1 a été exécuté
pour estimer S. La courbe d’apprentissage d’écart quadratique
moyen estimé (EQM), défini comme suit :

1 N
EQM(i) = > Ells;, — sa (D) (16)
n=1

est représentée dans la Fig. 2(a). Elle montre que 1’algorithme
a convergé de facon monotone vers un EQM raisonnablement
faible et a réussi a s’adapter au changement de S a ¢ = 5000,
changement dii au passage de v de 0.1 a 0.6, dans les trois
cas concernés : sans régularisation, avec ZA et avec RZA. La
Fig. 2(b) illustre en quoi le biais introduit par ® affecte I’esti-
mation des poids. On reléve en revanche une trés bonne esti-
mation de la topologie du graphe, définie par le support de S,
d’ ol résulte une amélioration de ’EQM.

Expérience 2 : Des comparaisons ont été effectuées avec
I’algorithme centralisé présenté dans [8], appelé algorithme de
référence (Réf.). Nous avons considéré la méme configuration
expérimentale que dans I’Expérience 1. Aucun terme de régu-
larisation n’a été utilisé. Puisqu’il s’agit d’un modele polyno-
mial plus complexe que notre algorithme, nous avons simpli-
fié le modele Réf. en fixant ses coefficients supplémentaires
a 0. Comme Réf. est un algorithme de type batch qui utilise
des données d’apprentissage, nous avons successivement fixé
la taille du jeu d’apprentissage 3 T} = 10°, T, = 7.5 - 10,
et T3 = 5 - 10* échantillons. Dans chaque cas, les paramétres
de Réf. ont été établis de maniere a obtenir le meilleur EQM
possible. Nous avons fixé les pas u,, de notre algorithme pour
obtenir le méme EQM en régime stationnaire que Réf. Les ré-
sultats sont présentés dans la Fig. 3. Nous observons que notre
algorithme a pu atteindre le méme EQM avec moitié moins
d’observations dans chacun des cas.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé une stratégie distribuée
et en ligne pour I’identification de la topologie d’un graphe a
partir de signaux sur graphe dynamiques. Cet algorithme per-

met d’estimer une matrice d’adjacence a partir de calculs lo-
caux et peut s’adapter en ligne a des changements de topologie
au cours du temps.
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