Transport optimal de mesures en domaine fréquentiel
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Résumé — On définit de nouvelles distances convexes correspondant au transport optimal de mesures signées sur le cercle, exprimées en fonction
d’un nombre fini de leurs coefficients de Fourier. Cela permet de manipuler des mesures numériquement, sans avoir a les discrétiser sur une grille

de positions prédéfinies.

Abstract — We define new convex distances corresponding to optimal transport of signed measures on the circle, expressed in terms of a finite
number of their Fourier coefficients. This makes it possible to deal with measures computationally, without the need to discretize them on a grid

of predefined locations.

1 Introduction

Le transport optimal de mesures [1,2] a connu ces dernieres
années un essor important, motivé par un large spectre d’appli-
cations, du traitement d’image [3] au traitement du langage [4].

Nous nous penchons ici sur le transport optimal de mesures
1-D signées définies sur le cercle T = R\Z (identifié a I’inter-
valle [0, 1[), dont on ne connait et manipule qu’un nombre fini
2M + 1 de coefficients de Fourier, ou M > 1 est un entier fixé.
Définissons ainsi I’ensemble M des mesures de Radon signées
sur T, ainsi que I’espace de Hilbert réel, de dimension 2M + 1,

V= {v = (vm)%:_M e C?M+L . (Ym) v_y, = v;}, €))

ou -* indique la conjugaison complexe, €quipé du produit sca-
laire usuel (v, ') = M w05 € R. Etant donnée €
M, ses premiers coefficients de Fourier, ou moments trigono-
métriques, forment la séquence Fpu = (fi,)M__,, € V, ol

m=—

1
i = /O e i2mImy(f). @)

Ainsi, V est I'image de M par ’opérateur F. Naturellement,
deux mesures différentes . et p’ peuvent satisfaire Fu = Fpu',
car Fu n’encode qu’une information partielle sur u. Retrouver
L, supposée par exemple discréte, a partir de Fp est le pro-
bleme classique des moments tronqués [5]. On peut aussi par-
ler de super-resolution [6,7] : on retrouve I’information hautes
fréquences de (1, n’en connaissant que I’information basses fré-
quences. Les problemes de minimisation de la variation totale
de mesures sont parfois appelés Beurling lasso [8]. Sur les
questions d’existence, unicité, et cardinalité de mesures dis-
cretes, ne connaissant que leurs premiers coefficients de Fou-
rier, voir [9].

On indique par ||u||Tv la norme de variation totale de y €
M. Notons que 1’on peut trouver une mesure u de variation
totale minimale, et qui est une mesure discréte concentrée en au
plus 2M points de T, a partir de F 1, en résolvant un probleme
d’optimisation convexe de dimension finie (voir egs. (4),(5)),
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FIGURE 1 - Valeur de la distance atomique de Radon
dao(v,v'), avec pour tout m, v, = e 2™ et v/ =
e~i27f'm en fonction de d(f,f’), pour M = 10, en
noir. On observe que si d(f, f') < 1/(2M), dao(v,v") =
sin (tMd(f, f')). En revanche, si d(f,f') > 1/(2M),
dao(v,v") = 1, ce qui est la valeur attendue, soit la distance
de Radon entre un Dirac en f et un Dirac en f’, en rouge.

puis en appliquant la méthode de Prony [9]. Enfin, on munit T
deladistance d : (f, f') € [0, 1[*+— min (|f—f'|, 1=|f—f'|).

2 De nouvelles distances sur V

2.1 Distance atomique de Radon

La distance de Radon (rééchelonnée) entre deux mesures p
et 1/ de méme masse peut étre définie comme % ||pn— /|| vy . Par
ailleurs, on peut définir la norme atomique de v € V par [9,10] :

Jolla = inf {lullrv - pe M. v=Fu}. G

Le mot atomique fait référence a la notion d’atomes, ou compo-
sants élémentaires, dont les éléments de V sont constitués. En
I’occurrence, il s’agit d’exponentielles complexes échantillon-
nées, correspondant aux coefficients de Fourier d’une mesure
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FIGURE 2 — Valeur de la distance atomique Wasserstein-
1 dai1(v,v"), avec pour tout m, v,, = e 2™ et v/ =
e~i27f'm “en fonction de d(f, f'), pour M = 10, en noir.
On observe que cette fonction est égale a d(f, f'), en rouge,
sauf pour les plus grandes valeurs, ol cette distance est sous-
estimée.

de Dirac. On peut exprimer la norme atomique sous la forme
d’un probleme d’optimisation semi-définie positive [9] :
lv]la = Miﬂtr(\ﬂ') — vy ol )
V1 = argmin tr(X) tq. X estToeplitz
X

et X=0 et X-V3>x=0, (®)]

ou tr indique la trace et = 0 la positivité.

Il est donc naturel de définir sur V la distance atomique de
Radon, notée d,, telle que pour tous v et v’ de V avec vg = 116,
on ait

duo(v,0) = min {3l — /oy : (') € M2,

Fu=v, F' =v'} ©)
= min{3|nrv: neM, Fn=v—-2"} (7)
= %Hv—v’”a. 8)

La fonction d,g est convexe par rapport a la paire (v,v"). Elle
permet d’évaluer, de maniére convexe, si v et v’ sont diffé-
rents ou non. Sa capacité a discriminer v et v’ provenant de
mesures proches, au sens de la distance de Radon, est natu-
rellement d’autant meilleure que M est grand. On illustre en
Fig. 1 la valeur de d,q prise en une paire d’exponentielles com-
plexes échantillonnées, en fonction de la séparation de leurs
fréquences.

2.2 Distance atomique de Wasserstein-1

On définit ensuite la distance atomique de Wasserstein-1, no-
tée d,1, entre deux éléments v et v’ de V tels que vy = vy :

s (0, 0/) = min {dypn (1) (1o 1) € M2,
Fu=v, Fu' =v'}, )
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FIGURE 3 — Valeur de la fonction czag(v, v')2, avec pour tout
m, vy, = e 27 M ety = e~i27f'm _en fonction de aif, 1,
pour M = 10, en noir. On observe que cette fonction est égale
a d(f, f')?, en rouge, sauf pour les plus grandes valeurs, ou
cette distance au carré est sous-estimée.

ou I’on rappelle que la distance de Wasserstein-1 dyy entre
deux mesures positives p et p’ sur T est le minimum, parmi
toutes les mesures positives v sur T? de marginales ju et y,
du cofit de transport [, d(f, f")dv(f, f’) [1]. Il est connu que
cette valeur ne dépend que de p — p’ et est égale au minimum
sur le réel a de 1/(27) [, |F(z) — F'(z) — a|dz, ou F et F'
sont les fonctions de répartition de s et 1/, respectivement [11].
Par conséquent, dyy peut étre étendue a une paire de mesures
signées (1, i) € M2, avec u(T) = u'(T), par dyyy (. ') =
dwi(p™ + /=, @' + ™), ot (nt,n7) est la décomposition
de Jordan d’une mesure n € M [12].

Ainsi, on peut réécrire la distance atomique de Wasserstein-1
comme suit :

da1(v,v") =min {||n|vv : n € M, Fn=w avec
m=—M,... M} (10)

d,1 est convexe par rapport a la paire (v,v’). On peut I’expri-
mer sous la forme d’un probleme d’optimisation semi-définie

. !
2TMAwy, = Uy — Uy,

positive : soit w = ((vy, — vgl)/(j%rm))f:_M, avec wy = 0,
et W = T(w). Alors

da1(v,0") = I)I(ll(Ill (77gtr(X) +a) tq. X est Toeplitz

et X =0 et X—-—W+Hald»=0, (1)
tr(X) +it (W - X)) tq.

= min (577

X est Toeplitz et X =0, 12)

ol it indique la plus grande valeur propre et Id est I’identité.

La Fig. 2 montre que quand v et v’ sont deux exponentielles
complexes échantillonnées, d,1 (v, v") approche trés bien la dis-
tance entre leurs fréquences.

2.3 Distance atomique de Wasserstein-2

La distance de Wasserstein-2 dyyo entre deux mesures posi-
tives u et ¢’ sur T est la racine carrée du minimum, parmi toutes
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FIGURE 4 — On considére les deux mesures y et p’ sur T, qui sont des Diracs d’amplitude 1 en 1/10 (a) et 1/20 (b), respectivement.
On dispose des séquences v = Fu (d) et v’ = Fp' (e), avec M = 10, respectivement (I’index m est en abscisse, les parties réelle
et imaginaire des valeurs sont en ordonnée, en noir et en rouge, respectivement). On calcule le barycentre atomique de Wasserstein
vp € V qui minimise Jag(v, vp)? + o (v',vp)? (f). La mesure py, € M de variation totale minimale telle que Fuy, = 1, est bien
un Dirac d’amplitude 1 et de position 3/40 (c), comme on s’y attend.

les mesures positives v sur T? de marginales p et 1/, du coiit
de transport [, d(f, f")*dv(f, f') [1]. Par contre, contraire-
ment a dyy1, il n’est pas slir que I’extension a des mesures si-
gnées ait un sens. On ne définit donc pas la distance atomique
de Wasserstein-2 entre deux éléments v et v’ de V.

En revanche, restreignons-nous au cas positif, et considé-
rons en outre que I'un des deux vecteurs, disons v’, est une
exponentielle complexe échantillonnée avec, pour tout m =
—M,...,M, v, = ce 27" pour certaines valeurs f’ € T
et ¢ > (. Définissons 1’opérateur T, qui a v € V associe la
matrice Toeplitz hermitienne

Vo U1 Um
v_1 Vo UM -1
T(v) := (13)
UV_M V-M+1 Vo

On peut définir la fonction convexe, qui est le carré d’une dis-
tance, et qui a tout v € V, avec vg = v et T(v) = 0, as-
socie le minimum sur y € M positive, telle que Fp = v du
cout de transport [ d(f, f")*du(f). Notez que lorsque v,, =
c.e™127F™ pour un certain f € T, 1’'unique mesure j positive,
telle que F . = v, est un Dirac en f et la fonction vaut donc
exactement d( f, /). Cependant, on ne sait pas exprimer cette
fonction comme un probleme d’optimisation semi-définie po-
sitive.

Afin d’approcher la fonction ci-dessus, on définit la fonction

suivante : pour tout v € V avec vy = v et T(v) = 0,

das(v,v")? = min {n(T) : n € M est positive, Fn = w,

2

2
avec —4m?mPw,, = vy, — 20}, + v vk, m=—M,...,M}.

" (14)

Cette fonction, qui est convexe par rapport a v, a une forme
M

explicite : soit w = ((vy, — 20}, +v’,iv;*n)/(—47r2m2))m:7M,

avec wy = 0, et W = T(w) ; alors

dao(a,v)? =it (=W). (15)

La Fig. 3 montre que quand v et v’ sont deux exponentielles
complexes échantillonnées, d,2(v,v’)? approche trés bien la
distance au carré entre leurs fréquences.

3 Exemple d’application

La Fig. 4 illustre une application simple mais importante :
on calcule ce qu’on appellera le barycentre atomique de Was-
serstein vp, € Vde v = Fuetv = Fu', pour M = 10, ol i
et p’ sont des mesures de Dirac d’amplitude 1 de positions f =
1/10 et f' = 1/20, respectivement. v}, minimise dq2 (v, v,)? +
Jag(v’ ,vp)?%. Ce probléme d’optimisation convexe est résolu
numériquement avec la version sur-relaxée [13] de I’algorithme
de Chambolle-Pock [14]. On observe empiriquement que v,
tout comme v et v’, est une exponentielle complexe échan-
tillonnée de fréquence 3/40, soit la moyenne (de Fréchet sur



T) des fréquences f et f/ de v et v'. Dit autrement, vy, = F pup,
ol pyp, est un Dirac d’amplitude 1 et de position 3/40, qui est
bien le barycentre de Wasserstein [15] de p et p'. Le méme
résultat a ét€ obtenu avec d’autres valeurs de f, f/, M.

Afin de mettre en €vidence la prise en compte imparfaite de
la distance d par d,2, déja illustrée en Fig. 3, on refait la méme
expérience avec f = 0 et f/ = 0.4, mais on minimise cette
fois (9/10)daz (v, vp)? + (1/10)daa(v', vp)%, avec M = 2. Le
résultat vy, est bien une exponentielle complexe échantillonnée,
mais de fréquence 0.022 au lieu de 0.04. Le fait qu’on obtienne
bien une exponentielle pure montre que la minimisation de d,2
au carré, qui porte sur des vecteurs de taille 2M + 1, favorise
bien des solutions parcimonieuses, tout comme la distance de
Wasserstein-2 au carré entre mesures, qui vit elle dans I’espace
M de dimension infinie.

4 Conclusion

Ce premier travail ouvre la voie a la manipulation de me-
sures, dont on veut contréler le cofit de transport, par un nombre
fini de coefficients de Fourier. L’ intérét réside dans 1’absence de
discrétisation des mesures elles-mémes. De nombreuses ques-
tions théoriques se posent, concernant notamment les valeurs
prises par les distances atomiques proposées. L’ auteur prévoit
d’utiliser ces distances pour formuler de nouvelles relaxations
convexes de problemes en traitement du signal et des images [ 16,
17]. En outre, il faudrait voir le lien entre la construction propo-
sée et les approches existantes de traitement de signaux sonores
par transport en domaine de Fourier [18, 19].
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