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Résumé — Dans ce article, nous étudions le probléme de compression distribuée de sources avec information adjacente dans le cas ol la mesure
de la distortion est de type logarithmic-loss. Cette fonction de pénalité, par ailleurs tres utilisé€ dans la théorie d’apprentissage et prédiction
ainsi que certains travaux de la littérature de traitement d’images, permet d’établir des liens importants avec des domaines a-priori différents,
telque celui de classification de données. Nous donnons une charactérization complete de la région taux de compression/distortion du modele
de compression distribuée de données étudié et nous appliquons les résultats obtenus au probleme de classification distribuée de données via la
méthode d’ Information Bottleneck.

Abstract — In this work, we study the problem of multiterminal source coding with side information under logarithmic loss distortion measure.
The logarithmic loss function, which is also widely used in the theory of learning and prediction as well as the image processing literature
establishes important connections with problems that are seemingly different, such as that of data clustering. We establish a single-letter cha-
racterization of the rate-distortion region of the studied distributed source coding model and then apply the results to the problem of distributed

clustering of data via distributed Information Bottleneck.

1 Introduction

Nous considérons le probleme représenté par Figure 1. Dans
ce modele, deux source discrétes sans mémoire qui sont arbi-
trairement corrélées doivent étre compréssées de fagon séparée,
et reconstruites de facon conjointe au niveau du décodeur. En
plus, le décodeur a acces a une information adjacente (SI) qui,
elle aussi, est arbitrairement corrélée aux sources. Pour des
sources avec des alphabets et mesures de distortions généraux,
le probeme est encore ouvert depuis un peu plus d’une tren-
taine d’années. Une solution du probleme, en termes de ca-
ractérisation de la région taux de compression/distortion est
connue seulement dans quelques cas particuliers, parmi les-
quels le cas ol les sources sont indépendantes conditionnel-
lement a I’information disponible au décodeur, ;a-d, X; —e—
Y -~ X5 est une chaine de Markov [1, Theorem 6]. En réalité,
pour des sources et mesures de distortions générales, la solu-
tion du probléme est a nos jours inconnue méme dans le cas
ou le décodeur n’observe aucune information adjacente, ¢-a-d.,
Y = (). Dans ce dernier cas, -a-d, quand Y = (), quelques cas
importants ont déja été résolus, parmi lesquels le cas ot une des
deux sources n’est pas a reconstruite [2], et le cas ol une des
deux sources est encodé de faparfaitte et envoyée au décodeur
[3]. Dans le cas gaussien sans mémoire, les cas de codage dis-
tribuée avec mesure quadratique de distortion et celui du ’Chief
Executive Officer problem’ (CEO) avec mesure quadratique de
distortion ont, eux aussi, déja été résolus.
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FIGURE 1 — Codage distribué de sources avec information ad-
jacente au décodeur.

— X7 : Eld(X3, X3)] < Dy

Récémment, la région optimale de taux de compression dis-
tortion a été caractérisée pour un modele de codage distribué
de sources avec deux encodeurs et mesure de distortion qui est
de type ’logarithmic loss’ [4, Theorem 6]. Ce résultat est assez
important car il s’applique a toutes les sources qui ont un alpha-
bet fini. Cette mesure de distortion est telle que le decodeur pro-
duit une estimation ’softe’ de la source, ¢-a-d., une distribution
de probabilité au lieu de valeur déterministe dans le cas clas-
sique. Plus spécifiquement, z;, ¢+ = 1, 2, est une distribution de
probabilité qui est définie sur I’alphabet X; de X; et d(z;, &;)
est I’entropie relative (;a-d, divergence de Kullback-Leibler)
entre la distribution empirique de I’événement {X; = z;} et
I’estimé Z;. En utilisant une propriété importante de cette me-
sure de distortion log-loss, que les auteirs démontrent et qui
consiste en le fait que toute valeur de distortion qui est attei-
gnable est au moins aussi large qu’une entropie conditionnelle,



ils caracterisent la région taux de compression/distortion du
probleme CEO [4, Theorem 3] and celle du probleme de co-
dage distribué dans le cas de deux encodeurs [4, Theorem 6]. I1
est important de noter qu’alors que le résultat du CEO s’etend
bien au cas de m > 3 encodeurs, a condition que les oberva-
tions aux encodeurs soient indépendantes conditionnellement a
la source cachée, celui du codage distribué ne s’etend pas fa-
cilement au cas d’encodeurs multiples, avec m > 3. En réalité
le codage Berger-Tung, qui est optimal dans le cas de deux
encodeurs est strictement sous-optimal (exemple, probleme de
Korner-Marton de reconstitution de la somme de deux sources
binaires).

Dans ce papier, nous étudions le probleme représenté par Fi-
gure 1 dans le cas d’une mesure de distortion de type logar-
loss. Ce modele généralise celui de [4] au cas ou le décodeur
possede, ou a acces, a une information adjacente Y™ qui est ar-

bitrairement corrélée aux sources a compresser. Nous développons

une caractérisation de la région taux de compression/distortion
de ce probleme dans le cas discret. A cet effet, nous montrons
qu’une généralisation de la région atteignable de Gastpar [1,
Theorem 2], obtenue en introduisant partage de temps (time
sharing) est optimale. La preuve de la réciproque est inspirée
par celle de [4, Theorem 12], que nous étendons au cas ou le
décodeur est informé. Aussi, cela requiert aussi une redéfinition
appropriée des variables auxiliaires. Par ailleurs, en spécialisant
notre résultat au cas ol un seul encodeur communique avec le
décodeur, -a-d., R; = 0, et le décodeur est intéressé en seule-
ment la reconstruction de la source cachée, nous caractérisons
le compromis optimal entre la complexité (complexity) et la
précision (accuracy) de la description de X3 au décodeur. Cela
constitue une généralisation de la méthode d’Information Bot-
tleneck [5,6] au cas avec SI au décodeur.

Finalement, nous notons que la mesure de distortion log-loss
est tres utile en pratique dans beaucoup de domaines, comme
I’apprentissage statistique, 1’éstimation, prédiction, traitement
d’images et d’autres [5, 6]. Par exemple, la méthode d’Infor-
mation Bottleneck a déja étée appliquée a différents problemes
de classification de divers types de données, ainsi que pour la
sécurité des données [7] et d’autres.

1.1 Notation

Les variables aléatoires et leurs réalisations sont représentées
par des lettres majuscules (exp., X) et miniscules (exp., x),
respectivement. Les lettres en calligraphiques dénotent les al-
phabets (exp., X), et leurs cardinalités sont dénotés par | - |
(exp.,|X|). Nous abbprévions une séquence (X1, Xo, ..., X,)
par X", et pour ¢ < j, nous dénotons (Xj, ..., X;) par X;.

2 Modele

Considérons une source discréte sans mémoire (X7, X5,Y)
d’alphabet fini A7 x Xo x ) et de distribution jointe (PMF)
Px, x,v(x1,22,y). Soit {(X1,;, X2,,Y;)}_; une séquence
de n independent and identiquement distributés (i.i.d.) triplets

de variables aléatoires de PMF jointe Px, x, v (z1,Z2,Y), s
d, (X7, X2, Y™) ~ [T, Px, x,,v (21,5, %2, y;). Considérons
maitenant le probleme représenté par Figure 1. Dans ce modele,
Encodeur 1 observe la source X' and utilise R, bits par sym-
bole afin de la décrire au décodeur. De facon similaire, Enco-
deur 2 observe la source X3’ et utilise Ry bits par symbole afin
de la décrire au décodeur. Le décodeur observe une séquence
d’information adjacente Y™ qui est statistiquement dependente
des sources.

De fagon analogue a [4], I’alphabet de reproduction X, i =
1,2, est pris égal a I’ensemble des PMF qui sont définies sur
I’alphabet de la source X;. Par conséquence, pour un vecteur
XP € A7, la notation X; ;(z;) dénote la j¢"*-coordonnée de
X{L, 1 < 5 < n, qui est une distribution de probabilité sur X,
évaluée en z; € X;. Nous considérons la mesure de distortion
log-loss définie par

d(zi, i) = log (x(lx)) . (1)

De fagon équivalente, d(z;, Z;) est ’entropie relative (¢-a-d.,
divergence de Kullback-Leibler) entre la distribution empirique
de I’évenement {X; = x;} et 'estimé &;. La distortion entre
les séquences est donnée par

1
d(q;zn’j?) = ” Zd(%i,i‘i) for 1 =1,2. )
=1

Définition 1. Un code (de longuer n) pour le modeéle de la
Figure 1 consiste en deux fonstions d’encodage

o™ xr s {1, M™Y pouri=1,2  (3)

2

et fonctions de décodage

G {1 MM Y1 M XY 5 X pouri = 1,2

“4)

Définition 2. Un vecteur de taux de compression/distortions
(R1, R, D1, Ds) est atteignable pour le modeéle de la Figure 1

8’1l existe n, deux fonctions d’encodage gbg") et (bgn) et fonc-
tions de décodage wgn) et wén) telles que

1
R; > —log Mi(") pour i=1,2 (3)
n
D; > E[d(X!, X")] pour i=1,2 (6)
ou
K=ol (60 (X1), 087 (X5),Y™)  pouri =1,2. (7)

La région taux de compressions/distortions RD* du modéle de
la Figure 1 est définie par I’enveloppe convexe de I’ensemble
des quadriplets (R1, Ro, D1, D2) qui sont atteignables.

3 Principaux Résultats

3.1 Rate-Distortion Region

Le principal résultat de ce papier est une caractérisation de la
région de taux de compression/distortions RD* du modele de
Figure 1 sous une mesure de distortion qui est de type log-loss.



Théoréme 1. La région taux de compression/distortions RD*
du modeéle de Figure 1 sous mesure de distortion de tye log-loss
est donnée par I’ensemble des quadriplets (Ry, Ra, D1, Do qui
vérifient

Ry > I(Uy; X1|Y, Us, Q) (®)
Ry > I(Ug; X2|Y, U1, Q) )
Ry + Ry > I(Uy,Us; X1, Xo|Y, Q) (10)
Dy > H(X1]Y, Uy, Us, Q) (11)
Dy > H(X3|Y,U1,Us, Q) (12)

pour une PMF jointe de la forme

Px, x,,v(x1,72,y)Pqg(q)
X Py, x,,0uilz1, 9) Py, x,,0(uz2|22, q). (13)

Remarque 1. Les variables auxiliaires du Théoreme 1 sont
tels que Uy - (X1, Q) & (Y, X2, Uz) et Uz o (X2, Q) -
(Y, X1, Uy) forment des chaines de Markov.

Remarque 2. Le Théoreme 1 généralise celui de [4, Theorem
6] au cas ou le décodeur observe une information adjacente
Y™ qui est statistiquement dependente des sources observées
par les encodeurs.

0 et Dy = oo. Dans ce cas, avec les substitutions R := Ra,
Us; := U et D; = D, le résultat du Théoreme 1 se simplifie et
devient I’ensemble des paires (R, D) qui satisfont
R>I(U; Xs|Y)
D > H(X,|Y,U)

(21a)
21b)

pour U choisi tel que U e Xo-e(X7,Y) est une chaine de Mar-
kov. Alternativement, en faiant la substitution 7 = H(X1|Y) —
D, le compromis exprimé par (21) peut étre ré-ecrit de fagon
équivalente de la facon suivante

R(r) = min

_ I(U: Xo|Y). 2
pulen) B vy 5 - LU X2lY) 22)

L’expression (22) étend la fonction Information Bottleneck de [8]
au cas ou le décodeur observe SI Y qui est corrélée avec la
ource cachée X7 qui est a estimer. Plus précisément, en uti-
lisant la terminologie de [5], la fonction R(7) décrit le com-
pomis optimal entre complexité and précision de la descrip-
tion U dans ce cas. Le concept d’Information Bottleneck, qui
a été introduit pour la premiere fois par Tishby et al. [5], a été
prouvé utile pour diverses applications d’apprentissage statis-
tique, comem la classification [9], feature selection [10] and
others. Thus, the result of Theorem 1, and the tradeoff (22),
can be applied to similar problems, especially in the context of

Remarque 3. Dans le cas oit les sources X et X sont indépendanigsperyised learning.

conditionallement a 'Y, ¢-a-d., X1 - Y —o- X5 est une chaine
de Markov, on peut démontrer facilement que le résultat du

Théoréme 1 se réduit a I’ensemble des quadriplets (R1, Ra, D1, DQS Preuve du Théoréme 1

qui satisfont

Ry > I(Uy; X1) — (U3 Y) (14)
Ry > I(Uz; X2) — I(U;Y) (15)
et
D, > H(X1|Y,Uy) (16)
Dy > H(X,|Y,Us) a7

pour une mesure de la forme

Px, x,,v (71, 72,y) Py, | x, (u1]21) Py, x, (u2z2).  (18)

Ce résultat peut aussi étre obtenu a partir de [1, Theorem 6]
avec les fonctions de reproduction choisies telles que

1i(U,Y) = PriX; = x;|U;, Y] pour i=1,2. (19)
Pour un tel choix, on a

5.1 Attaignabilité

Pour la preuve de I’atteignabilité du Théoréme 1, nous uti-
lisons une généralisation du résultat de [1, Theorem 2], qui
donne une région atteignable pour le modele de Figure 1 dans
le cas d’une mesure générale de distortion. La généralisation
comprend I’introduction du partage de temps (’time sharing’).

Proposition 1. (Gastpar Inner Bound [I, Theorem 2] with
time-sharing) Un quadriplet (Ry, R2, D1, D3) est atteignable
Si

Ry > I(Uy; X11Y, Uz, Q) (23)
Ry > I(U; Xo|Y, U1, Q) (24)
Ry + Ry > I(Uy,Uz; X1, Xo|Y, Q) (25)
D; > E[d(X1, f1(U1,U2,Y,Q))] (26)
Dy > Eld(Xa, f2(U1, U2, Y, Q))] 27

pour une mesure de la forme

4 Application a la Classification des Données Px, x, v (1,22,9)Po(q)

Les résultats de la section précédente peuvent étre appliqués
au probleme de classification (ou clusterin) des données de
facon distribuée. Par exemple, considérons le cas ot la source
< z7 est cachée ou non-observée. C’est a dire, seul le deuxieme
encodeur communique avec le décodeur qui souhaite obtenir un
estimé de la source non-observée X7'. jcela veut dire que U; =

x Py, x,,q(u1l71,9) Pu,y x, .0 (u222, 9), (28)
et fonctions de reproduction
fizi/{leQnyQ—>)A(i pour 1 =1,2. 29)

La preuve d’atteignabilité s’ obtient facilement appliquant le
résultat de Proposition 1 au cas d’une mesure de distortion de



type log-loss. PLus spécifiquement, les fonctions de reproduc-
tions sont choisies de la facon suivante.

fi(Uh U2a }/a Q) = Pr[X'L = xi‘Ulv U27 Yv Q} pour i= ]-a 2.
(30)

Il est facile de voir qu’avec un tel choix, on a

E[d(X;, fi(U1,U2,Y, Q)] = H(X;|U1,U2,Y,Q) pouri = 1,2.
(€29

5.2 Preuve Réciproque

Premierement, nous énongons le lemme suivant, qui est une
extension assez facile a obtenir de [4, Lemma 1] au cas ou le
décodeur also observes une information adjacente Y™ qui est
arbitrairement corrélée aux sources a compresser.

Lemme 1. Soit Z = (¢\™ (X7, ¢S (X2)). Pour le modele
de Figure 1 sous une mesure de distortion de type log-loss, on
anE[d(X!, X)) > H(XZ,Y"™) pouri =1,2.

L’ingrédient principal de la preuve de la réciproque de Theo-
rem | est le lemma suivant.

Lemme 2. Si un quadriplet (R, R, Dy, D») est atteignable
alors il existe une PFM jointe de la forme

Px, x,v(x1,22,y)Pg(q)
X Py, ix,,0(uilz1, ¢) Py, x,,0(uz2|22, q) (32)

, et il existe D1 < D1 tels que

Dy > H(X1|Y,U1,Us, Q) (33a)
Dy > D1+ H(Xs|Y,Uy,Us, Q) — H(X41|Y, U1, Uz, Q),
(33b)

et

Ry > H(X1|Y,Us,Q) — Dy (34a)
Ry > I(Uz; Xo|Y, X1,Q) + H(X4|Y,U1,Q) — Dy
(34b)

R1+R2 ZI(U27X2|Y,X1,Q)+H(X1‘Y)—D1 (34C)

Le reste de la preuve de Théoréme 1 s’obtient en appliquant le
rsultat du lemma suivant.

Lemme 3. Soit un quadriple (R1, Ra, D1, Ds). S’il existe
une PMF de la forme (32) telle que (33) and (34) soit sa-
tisfaite, alors le quadriple (Ry, Ry, D1, D) appartient a la re-
gion décrite par Théoreme 1.
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