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Résumé – L’estimation de composantes principales communes à un ensemble de matrices de covariance a une large gamme d’application :
génétique, climatologie... Dans ce papier, nous nous intéressons à un problème de détection de cibles mobiles sur des images Synthetic Aperture
Radar (SAR). Dans un premier temps, l’estimateur au sens du Maximum de Vraisemblance est calculé. N’existant pas de solution analytique, un
algorithme d’estimation itératif de type Majoration-Minimisation est ensuite proposé. Plus précisément, cet estimateur est utilisé dans le rapport
de vraisemblance, ce qui constitue un nouveau détecteur de cibles mobiles. Enfin, nous comparerons les performances de ce détecteur à celles
d’un détecteur basé sur un test de proportionnalité de matrices de covariance à l’aide de simulations.

Abstract – Common principal components estimation is a mathematical problem with a wide sets of applications, such as genetics or clima-
tology. In this paper, moving target detection on Synthetic Aperture Radar (SAR) images is considered. The Maximum Likelihood estimator is
designed, nevertheless, since analytical solution does not exist, a Majorization-Minimization based algorithm to iteratively calculate the estimate
is proposed. The obtained estimates are then used in the likelihood ratio, which forms a new moving target detector. Through simulations, the
detector capacities are compared to those of state-of-art, specifically, detectors based on testing the proportionality of covariance matrices.

1 Introduction

Dans ce papier, on considère le problème de détection sur des
images Synthetic Aperture Radar (SAR) [1]. Le SAR est un
traitement qui consiste à compenser le déphasage lié au mou-
vement de la plateforme pour générer une antenne synthétique,
plus longue que l’antenne réelle, permettant ainsi une améliora-
tion de la résolution. Cependant, le mouvement des cibles mo-
biles induit un déphasage supplémentaire, qui n’est pas com-
pensé par le traitement SAR. Ainsi, une cible mobile apparaîtra
à une position différente de sa position réelle : on parle de délo-
calisation. Grâce à l’utilisation d’une géométrie d’image parti-
culière, que l’on appellera flash par la suite, un vecteur spatio-
temporel de direction est associé à une colonne sur l’image
SAR [2, 3]. On peut alors utiliser un détecteur STAP (Space-
Time Adaptive Processing) sous-optimal, peu coûteux en temps
de calcul [4], mais qui en plus des cibles mobiles, détecte les
points brillants fixes (doubles rebonds des bâtiments, trièdres...).
Pour répondre à ce problème, un test statistique de proportion-
nalité de matrices de covariance a été proposé [4]. Ce test per-
met de séparer les cibles fixes des points brillants. Cependant,
il présente des limites, notamment dans le cas où la puissance
du bruit n’est pas négligeable devant celle du fouillis. Dans ce
papier, une nouvelle méthode permettant cette discrimination
entre points brillants et cibles mobiles est proposée. Cette mé-
thode exploite les anomalies au niveau des vecteurs propres,
créées par la délocalisation des cibles mobiles. Pour cela, un
test statistique d’égalité des vecteurs propres principaux de I

matrices de covariance est mis en place. Ce problème a d’abord
été considéré d’un point de vu mathématique par Flury [5] dans
les années 80, puis plus récemment par Browne et McNicholas
[6], qui ont proposé des algorithmes efficaces pour des dimen-
sions de matrices importantes. Par la suite, cette méthode a été
utilisée dans des domaines variés (génétique [7], ontogenèse
[8], ou encore imagerie médicale [9], mais à notre connais-
sance, pas pour des problématique de détection en radar.
Dans un premier temps, nous présenterons une modélisation
du problème, ainsi que le test de proportionnalité présenté dans
[4]. Cette méthode pouvant s’avérer insuffisante dans certains
cas limites, nous proposerons alors une nouvelle méthode, plus
robuste : un test statistique d’égalité de sous-espaces princi-
paux. Ces sous-espaces étant inconnus, il convient de les esti-
mer. Pour cela, l’estimateur au sens du Maximum de Vraisem-
blance sera utilisé. Cependant, il n’existe pas d’expression ana-
lytique de cet estimateur. Ainsi, un algorithme itératif de type
Majoration-Minimisation [10] sera proposé dans ce papier. En-
fin, nous comparerons les performances de ces deux méthodes,
au travers de simulations.

2 Contexte

2.1 Modèle des observations

On considère l’observation x comme la somme de la signature
s de plusieurs réflecteurs (mobiles ou fixes), d’azimut θr, de



vitesse radiale vr et de puissance αr, et d’un bruit thermique
b, soit :

x = s + b =

R∑
r=1

αrp(θr, vr) + b

Notons que la spécification du vecteur p n’est pas nécessaire
pour les développement à suivre. Le signal utile est distribué
selon s ∼ CN (0,ΣR), où la matrice de covariance du signal
s’exprime à l’aide d’un modèle de rang R (ici, supposé connu
et fixe) par sa SVD :

ΣR ({αr, θr, vr}) = E
[
ssH

]
=

R∑
r=1

λrvrv
H
r = VΛV

où Λ est une matrice diagonale contenant les vecteurs propres
λr et V est la matrice concaténant les vecteurs propres vr. Le
bruit b est supposé blanc gaussien avec b ∼ CN (0, σ2

nI).

2.2 Problème considéré
On considère le jeu de données total partitionné en I sous-
ensembles. Pour chaque sous-ensemble, i ∈ [[0, I]], on dispose
de plusieurs observations i.i.d., notées {xk}ik∈[[1,Ki]]

. Ceci si-
gnifie soit, qu’une cible mobile s’observe sur plusieurs points
(ce qui est le cas en haute résolution), soit, que nous observons
une zone de fouillis localement homogène en terme de puis-
sance. Les distributions de ces variables aléatoires sont données
par :

xi
k ∼ CN (0,ΣR

(
{αi

r, θ
i
r, v

i
r}
)
+ σ2

nI) (1)

Le problème considéré est de détecter la présence d’une cible
mobile (non spécifiée) sur un jeu de données noté {xk}0k∈[[1,K0]]

en supposant que les sous-ensembles pour i = [[1, I]] consti-
tuant les données secondaires possèdent les mêmes sous-espaces
propres principaux.

2.3 Détection par test de proportionnalité
A cause de sa vitesse radiale, une cible mobile n’a pas le même
vecteur de direction que le fouillis environnant 1, ceci se traduit
par un changement dans la distribution des observations. En ef-
fet, pour les pixels contenant seulement du fouillis, la matrice
de covariance du signal sera de la forme ΣR({αi

r, θ
i
r, v

i
r = 0}),

alors que pour un pixel contenant de la cible, au moins un des
réflecteurs aura une vitesse vir 6= 0. Sous l’hypothèse de fort
RSB (rapport signal à bruit), σ2

n � 1, on peut donc , en pre-
mière approximation, supposer que les matrices de covariances
des I sous-ensembles sont toutes proportionnelles entre elles si
les sous-ensembles ne contiennent pas de cibles mobiles (i.e.
on observe seulement une variation locale de la puissance du
fouillis). En revanche, en présence de cibles mobiles, ce ne sera
plus le cas. Partant de ce constat, un détecteur basé sur un test
statistique de proportionnalité a été proposé dans [4]. Ce test a

1. Cette cible mobile apparaît de plus délocalisée sur une image SAR. Ce-
pendant, son vecteur de direction demeure le vecteur de direction correspon-
dant à sa vraie position en géométrie flash.

pour expression :

Tprop =

I∏
i=1

(
β̂i | R̂0 |
| Ŝi |

)Ki

avec β̂i et R̂0 les coefficients de proportionnalités et la matrice
de covariance commune, estimés par l’Estimateur du Point Fixe
Généralisé (EPFG) [11], et les Ŝi représentent la SCM (sample
covariance matrix). Cette méthode a été testée dans [4] sur don-
nées réelles, afin de discriminer points brillants fixes et cibles
mobiles, après une étape de pré-détection. Cependant, cette
derniére n’est valide que si la puissance du bruit est suffisam-
ment petite devant la puissance du fouillis. Cette condition n’est
pas toujours vérifiée, notamment en bord de diagramme d’an-
tenne. De plus, ce test n’exploite pas la structure rang faible des
matrices de covariance précédemment explicitées. C’est pour-
quoi dans ce papier, nous proposons une nouvelle approche,
basée cette fois-ci sur l’étude des vecteurs propres de ces ma-
trices de covariance.

3 Test d’égalité de sous-espace

Afin de prendre en compte la présence de bruit blanc, ainsi que
le structure rang faible de la matrice des observations, nous for-
mulons le test d’hypothèses suivant.
• H0 : aucune cible mobile n’est présente dans les données, les
matrices de covariances du fouillis sont toutes proportionnelles
à ΣR({αi

r, θ
i
r, v

i
r = 0}) = VcΛcVc. Ainsi, les sous-espaces

engendrés par les vecteurs propres dominants de ces matrices
sont tous identiques.
• H1 : le jeu {xk}0k∈[[1,K0]]

contient la réponse d’au moins une
cible mobile. Au moins un de ses vecteurs propres principaux
n’est pas contenu dans le sous-espace engendré par celui des
jeux de données secondaires Vc.
Ainsi, on suppose qu’aucune cible n’est présente dans les jeux
de données {xk}ik∈[[1,Ki]]

,∀i ∈ [[1, I]]. On cherche à savoir si
les sous-espaces principals engendrés par la matrice de cova-
riance du jeu de données {xk}0k∈[[1,K0]]

est identique à ceux des
autres jeux de données. Le test de vraisemblance se ré-exprime
en termes de vecteurs propres :{

H0 : V0 = Vc

H1 : V0 6= Vc

(2)

Nous proposons de développer un test d’hypothèse adapta-
tif de type 2-STEP GLRT : on exprime le rapport de vraisem-
blance en fonction des paramètres supposés connus. On réin-
jectera dans un second temps des estimateurs de ces paramètres
dans ce test.

3.1 Expression du rapport de vraisemblance

La log-vraisemblance sous l’hypothèseH0 s’exprime :



L0|H0
= −K0

(
R∑
r=1

ln
(
λ̂0r + σ2

n

)
+ Tr

[
Ŝ0

(
V̂cΛ̂0V̂c

)−1
])

+ γ

(3)

où Ŝ0 est la SCM calculée sur le jeu de données principal, Λ̂0

est la matrice des valeurs propres obtenues par SVD sur Ŝ0,
et γ une constante indépendante des paramètres de la loi. La
log-vraisemblance sousH1 s’exprime :

L0|H1
= −K0

(
R∑
r=1

ln
(
λ̂0r + σ2

n

)
+ Tr

[
Ŝ0

(
V̂0Λ̂0V̂0

)−1
])

+ γ

(4)
Le log-test s’exprime alors :

lnT = K0

(
Tr

[
Ŝ0

(
V̂cΛ̂0V̂c

)−1
]
− Tr

[
Ŝ0

(
V̂0Λ̂0V̂0

)−1
])

(5)
Cette expression établie, elle peut être utilisée avec n’im-

porte quel estimateurs "plug-in". Nous proposons ci-dessous
de développer les estimateurs du Maximum de Vraisemblance
(EMV) du problème considéré.

3.2 Estimations des paramètres
3.2.1 EMV des paramtres V0 et {λ0r}

D’après le modèle décrit en 2.1, le jeu de données principal est
distribué selon x0

k ∼ CN
(
0,
∑R

r=1 λ
0
rv

0
rv

0H
r + σ2I

)
. L’EMV

des paramètres V0 et {λ0r} peut alors simplement s’obtenir par
la décomposition en valeurs singulières de la SCM des don-
nées, c’est à dire, Σ0

SCM = K−10

∑K0

k=1 x0
kx0

k.

3.2.2 EMV de Vc

On rappelle que l’on suppose que la matrice de covariance du
fouillis est la même à un facteur près dans les jeux non testés,
soit xi

k ∼ CN
(
0, αi

∑R
r=1 λrv

c
rv

cH
r + σ2I

)
pour i ∈ [[1, I]]

Ainsi la log-vraisemblance négative du jeu de données {xk}i
s’exprime (simplifié à l’aide du lemme de Sherman Morrison) :

Li = Ki

R∑
r=0

ln(αiλr + σ2
n)−

Ki∑
k=1

R∑
r=1

αiλr xHk virv
iH
r xk

σ2
n(αiλr + σ2

n)
+ γ

où γ est une constante indépendante des paramètres de la loi.
L’EMV des paramètres s’obtient en résolvant le problème :

min
{αi}{λr}{vr}

I∑
i=1

Li

s.c. αi ≥ 0 ∀ i ∈ [[1, I]]

λr ≥ 0 ∀ r ∈ [[1, R]]

{vr} base orthonormée

(6)

Pour résoudre ce problème complexe, nous proposons de dé-
river un algorithme de Majoration-Minimisation par blocs, i.e.
mettant à jour cycliquement les variables en minimisant une

fonctions de substitution (borne suppérieure locale de l’objec-
tif). L’intérêt principal de cette méthode, outre garanties théo-
riques de convergence, est de pouvoir proposer des itérations
comportant des expressions analytiques si les fonction de sub-
stitutions sont judicieusement choisies. L’algorithme proposé
ici peut se voir comme une généralisation de EBMM (Eigens-
pace Block Majorization Minimization) proposé dans [10] (qui
considère le cas Ki = 1 ∀i). Les étapes principales de mise à
jour des variables sont récapitulées ci dessous.
• Itération {αi}t+1 : Pour {λr} et {vr} fixés, l’objectif est
séparable selon les αi et minimiser la vraisemblance revient à
résoudre

min
αi

R∑
r=1

Ki ln (αiλr + σ2
n

)
−

Ki∑
k=1

αi λr s
r
k

αiλr + 1


sous contrainte αi ≥ 0

(7)

avec srk = (xH
k vrv

H
r xk)/σ

2
n. En suivant les étapes de la preuve

de la proposition 1 de [10], on peut montrer qu’au point αt
i,

l’objectif est majoré par la fonction de substitution

L(αi|αt
i) ≤ Ai ln (Biαi + Ci)−Di ln (αi) + γ (8)

avec

βri =

Ki∑
k=1

srk
αtiλr

αtiλr + σ2
n

γri =Ki + βri

Ai =

R∑
r=1

γri Bi =A
−1
i

R∑
r=1

γri λr

αtiλr + σ2
n

Ci = A−1
i

R∑
r=1

γri σ
2
n

αtiλr + σ2
n

Di =
R∑
r=1

βri

(9)

Cette fonction a un unique minimum, définissant l’itération :

α
(t+1)
i = DiCi ((Ai −Di)Bi)

−1 (10)

• Itération {λr}(t+1) : On remarque que les αi et les λr jouent
un rôle similaire dans l’objectif. On peut donc, en reprenant les
dérivions précédentes obtenir l’itération suivante :

λ(t+1)
r = DrCr ((Ar −Dr)Br)

−1 (11)

avec

βri =

Ki∑
k=1

srk
αiλ

t
r

αiλtr + σ2
n

γri =Ki + βri

Ar =
I∑
i=1

γri Br =A−1
r

I∑
i=1

γri αi

αiλtr + σ2
n

Cr = A1
r

I∑
i=1

γri σ
2
n

αiλtr + σ2
n

Dr =

I∑
i=1

βri

(12)

• Itération {vc
r}(t+1) Pour {λr} et {αi} fixés, maximiser la

vraisemblance selon {vr} revient à résoudre :

max
vr

R∑
R=1

vHr Mrvr

s.c. {vr} base orthonormée

(13)

avec

Mr =
I∑
i=1

Ki∑
k=1

[
αiλr

σ2
n(αiλr + σ2

n)
xikx

i
k

]
(14)



l’objectif peut être minoré au point {vr
c}t par la fonction de

substitution suivante [10] :

L({vc
r}|{vc

r}t) = Tr
[
AHVc

]
+ Tr

[
VH

c A
]
+ γ (15)

avec A = [M1v
c t
1 | . . . |MRvc t

R ] et Vc = [vc
1| . . . |vc

R]. Maxi-
miser cette fonction sous contrainte unitaires est un problème
de Procuste. Soit la SVD A = VADAUH

A , la solution donnant
l’itération est

Vt+1
c = VAUH

A (16)

4 Simulations
Pour valider l’intérêt du test proposé, 10000 tirages seront ef-
fectués, dans le but de tracer des courbes COR. La matrice uti-
lisée pour générer les données secondaire consiste en une ma-
trice de Toeplitz, de paramètre 0.9, à laquelle on ajoute une
matrice proportionnelle à la matrice identité. Les coefficients
αi sont générés suivant une loi γ(2, 3). Des courbes COR sont
ensuite tracées pour différents tests :

— le test sur les sous-espaces, avec l’EMV (section 3.2.2.)
comme estimateur de Vc

— le test de proportionnalité, matrice de covariance estimée
par l’EPFG

— le test de proportionnalité, matrices estimées par SCM.
Plusieurs conditions de simulations sont considérées : on fixe
une dimension et un rang pour les matrices Σt, respectivement
64 et 15. On fait ensuite varier le nombre de données par set,
et le rapport clutter à bruit. Pour le nombre de données par set,
deux cas sont étudiés :Ki = 30, et Ki = 129, qui corres-
pondent aux cas limites 2∗R, et 2∗N+1. Le RSB soit à 30dB
soit à 20dB. Enfin, à titre de comparaison, les courbes COR
obtenues avec les mêmes estimateurs, mais avec le test de pro-
portionnalité 2.3, qui a fait ses preuves sur données réelles [4].
La figure 1 montre les courbes COR obtenues pour 2R données
secondaires par jeu de données, et un RSB de 20dB. Ce cas est
donc doublement défavorable pour le test de proportionnalité,
puisque le RSB et le nombre de données secondaires sont re-
lativement faibles. On observe que le test de proportionnalité,
que ce soit avec la SCM ou l’estimateur du point fixe généra-
lisé, a une probabilité de détection faible, dès lors que la pro-
babilité de fausse alarme est inférieure à 10−1. Le test sur les
sous-espaces proposé présente des performances intéressantes :
la probabilité de détection est supérieure à 0.9, même pour un
probabilité de fausse alarme de 10−3. Lorsque l’on augmente
le nombre de données secondaires, et à plus forte raison lorsque
l’on augmente le RSB, les mêmes comportements que ceux
dans la figure 1 sont constatés, mais les courbes se resserent.
Par manque de place, ces figures ne sont pas présentées ici.

5 Conclusion
Dans ce papier, une nouvelle méthode permettant de discrimi-
ner points brillants et cibles mobiles sur des images SAR a été
présentée. Cette méthode consiste à tester l’égalité des sous-
espaces propres dominants entre les données sous test et le
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FIGURE 1 – Courbe COR : probabilité de détection en fonction de proba-
bilité de fausse alarme, pour RSB = 20dB, Ki = 2R. En noir (marqueur
croix), le test sur les sous-espaces proposés, en bleu (marqueur triangle) le test
de proportionnalité en utilisant la SCM comme estimateur, et en rouge (mar-
queur rond), le test de proportionnalité en utilisant l’EPFG.

fouillis environnant. Un algorithme itératif basé sur l’EBMM
a ensuite été proposé pour estimer le sous-espace propre domi-
nant des données secondaires. Des simulations ont permis de
montrer l’intérêt de la méthode, dans des cas défavorables à un
test de proportionnalité sur les matrices de covariance.
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