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Résumé – Cet article s’intéresse à l’inférence jointe des états cachés et des paramètres d’un système non-linéaire par la méthode
de Monte Carlo hybride, à dynamique hamiltonienne (HMC). Nous étudions en particulier l’application à l’identification d’un
modèle thermique de bâtiment avec saturation de la commande et température intérieure non mesurée. Les résultats numériques
illustrent la capacité de la méthode à estimer les constantes physiques du modèle.

Abstract – We suggest here to estimate jointly the hidden states and unknown parameters of a nonlinear system by means of
the hybrid Monte Carlo method. We apply this technique to the estimation of a thermal building model with saturated command
and hidden indoor temperature. A numerical evaluation shows that we are able to correctly reproduce its physical constants.

1 Introduction

Les services d’efficacité énergétique, par exemple le diag-
nostic d’isolation ou l’effacement du pic de charge, re-
posent en premier lieu sur un modèle capable de repro-
duire le comportement thermique dynamique du bâtiment.
Ce comportement thermique est caractérisé par l’évolution
de la température intérieure, en réponse à des stimuli tels
les conditions météorologiques et les apports internes au
bâtiment comme le chauffage. C’est un problème d’identi-
fication, c’est-à-dire d’estimation paramétrique du modèle
à partir des données observées.

Or, l’une des difficultés auxquelles cette démarche est
confrontée en pratique est la non-disponibilité de la me-
sure de la température intérieure, qui est pourtant la sor-
tie du modèle. Une solution proposée dans la thèse de C.
Zayane [1] est d’adopter un modèle en boucle fermée dont
la sortie observée est la commande de chauffage. Cepen-
dant, une limite du travail de [1] est de ne pas modéliser
la saturation de la commande. Pour prendre en compte
cette contrainte, nous proposons d’appliquer la méthode
d’inversion bayésienne d’échantillonnage de Monte Carlo
hybride, à dynamique hamiltonienne (HMC), qui convient
aux distributions en grande dimension (voir [2]).

Ainsi, l’originalité de la démarche présentée dans cet ar-
ticle est double : modélisation boucle fermée du bâtiment

avec saturation de la commande de chauffage, sans obser-
vation de la température intérieure, et estimation jointe
de cette température et des paramètres du modèle par
l’algorithme HMC.

2 Modèle thermique de bâtiment

2.1 Modèle boucle ouverte

Le modèle simplifié du bâtiment est un circuit électrique
équivalent R3C2, représenté en Figure 1. Ce choix se jus-
tifie car il s’agit d’un modèle dynamique d’ordre 2, ordre
minimal suffisant pour reproduire la dynamique thermique
d’un bâtiment (voir e.g. [3]).

D’après l’analogie électrique de la conduction thermique,
les températures sont associées aux potentiels du circuit et
les puissances aux courants. Les deux capacités prennent
en compte les deux dynamiques du bâtiment, une lente
liée à l’inertie de la structure (Cs) et une rapide liée à l’air
intérieur (Cr). Le modèle contient trois températures, la
température extérieure To, la température de structure Ts,
représentative de l’ensemble de l’enveloppe du bâtiment,
la température résultante au point d’air intérieur Ti. Il
est en général difficile de définir une seule température
intérieure pour un bâtiment entier à partir d’une mesure
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Figure 1 – Schéma électrique équivalent du modèle de
bâtiment R3C2.

locale, néanmoins c’est une approximation courante pour
travailler sur des modèles monozones.

La puissance résultante Qr comprend la puissance de
chauffage Qch ainsi que la puissance dégagée par les ap-
ports internes (matériels et personnes) Qai. La puissance
Qs représente les apports solaires, qui chauffent la struc-
ture du bâtiment au nœud Ts. Dans la suite, on suppose
que la température To et les puissances Qr (Qch et Qai) et
Qs sont mesurées localement par des capteurs adaptés. Les
résistances thermiques Ri et Ro, analogues des résistances
électriques, sont les résistances des matériaux lourds des
parois du bâtiment. Rf rassemble les résistances des pa-
rois légères, ainsi que les pertes dues au renouvellement
d’air et les pertes hors renouvellement d’air (cf. [1]).

Le modèle R3C2 est donc un modèle simplifié qui décrit
la dynamique thermique d’un bâtiment monozone selon
les équations différentielles linéaires en temps continu sui-
vantes, obtenues d’après les lois de Kirchhoff :

Qr = Cr
dTi
dt

+
1

Ri
(Ti − Ts) +

1

Rf
(Ti − To), (1a)

Qs = Cs
dTs
dt

+
1

Ri
(Ts − Ti) +

1

Ro
(Ts − To). (1b)

Les équations (1a)-(1b) sont paramétrées par le vecteur θ
formé des capacités et des conductances (avec zf := 1/Rf ,
zo := 1/Ro et zi := 1/Ri) : θ =

(
Cr Cs zf zo zi

)ᵀ
.

L’avantage de ce modèle est l’interprétabilité physique
des cinq paramètres du circuit : ils se combinent pour
calculer le coefficient de déperditions statiques, noté GV,
le coefficient de transmission solaire g, et deux constantes
de temps (rapide et lente). Le GV se définit ici comme la
conductance totale du circuit : GV := 1

Rf
+ 1

Ri+Ro
(voir

[4]). La transmission solaire est définie par g := Ro

Ro+Ri
.

2.2 Régulation

On suppose que la température de consigne Tr est me-
surée, mais pas la température intérieure. Il faut donc in-
troduire un modèle de régulation, le système fonctionne en
boucle fermée (voir Figure 2). La puissance de chauffage
Qch est en réalité saturée : Qch ≥ 0 (pas de refroidisse-
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Figure 2 – Régulation boucle fermée de la température
intérieure d’un bâtiment, avec saturation de la commande.

ment) et Qch ≤ Qmaxch , où Qmaxch est la puissance limitante,
supposée connue. Cette saturation est modélisée par la
fonction sigmöıde, continue et différentiable, appliquée à
la sortie d’un correcteur PI :

Qch = Φ

(
K

(
Tr − Ti +

1

τ

∫
(Tr − Ti)

))
, (2)

où le gain K et la constante de temps τ sont deux pa-
ramètres à estimer et, avec λ = 4/Qmaxch ,

Φ : x ∈ R 7→ Qmaxch /(1 + exp(−λ(x−Qmaxch /2))). (3)

3 Méthode de Monte Carlo hybride

3.1 Dynamique hamiltonienne

La méthode de Monte Carlo hybride (HMC) est une
méthode d’échantillonnage de type Markov Chain Monte
Carlo (MCMC) reposant sur une analogie avec l’énergie
potentielle d’un système mécanique. Nous décrivons suc-
cinctement sont principe, et renvoyons à [5, 6] pour plus
de précisions. Soit un système de position q ∈ Rnq et d’im-
pulsion p ∈ Rnq dont l’énergie totale H(q, p) est la somme
d’une énergie cinétique K(p) et d’une énergie potentielle
U(q). En notant ∇ l’opérateur gradient, les équations ha-
miltoniennes décrivant l’évolution du système sont

dq
dt = ∂H

∂p = ∇K(p)

dp
dt = −∂H∂q = −∇U(q)

. (4)

La simulation numérique de la dynamique se fait par
discrétisation temporelle du système (4). Le schéma de
leapfrog (saute-mouton) de pas ε est classiquement utilisé :

p(t+ ε/2) = p(t)− ε
2∇U(q(t))

q(t+ ε) = q(t) + ε∇K(p(t+ ε/2))

p(t+ ε) = p(t+ ε/2)− ε
2∇U(q(t+ ε))

. (5)

Dans [6], on indique que l’erreur globale induite par ce
schéma est en O(ε2). L’erreur sur H est du même ordre
de grandeur. Ce schéma est facile à implémenter et difficile
à surpasser en pratique, ce qui justifie son emploi ici.

3.2 Algorithme d’échantillonnage

Soit maintenant un vecteur aléatoire q à valeurs dans
Rnq , de densité π(q) que l’on souhaite échantillonner. Dans



Algorithme 1 Méthode de Monte Carlo hybride (HMC)

Entrées : M , ε, L, densité π(q).

0. Initialiser q(0) et poser k = 1.

1. Gibbs : tirer p(k−1) ∼ N (0,M).

2. Metropolis :

a) tirer ε(k) uniformément dans [ε− δ, ε+ δ], δ > 0
petit ;

b) Répéter L étapes leapfrog (5), avec un pas de
temps ε(k). Nouvel état : (q∗, p∗).

c) Poser (q(k), p(k)) = (q∗, p∗) avec probabilité r (7),
ou (q(k−1), p(k−1)) avec probabilité 1− r.

3. Si convergence, terminer, sinon poser k ← k + 1,
retourner à l’étape 1.

Sortie : échantillons q(k) de π(q).

le cadre hamiltonien, q est un vecteur position, dont la dis-
tribution canonique associée est π(q) ∝ exp(−U(q)), soit
U(q) = − log(π(q)), en ignorant la constante de normalisa-
tion de π(q) et en supposant le potentiel U différentiable et
non partout nul. En poursuivant l’analogie mécanique, un

vecteur impulsion p d’énergie cinétique K(p) =
∑nq

i=1
p2
i

2mi

est artificiellement ajouté. p suit donc une loi normale
centrée, de matrice de covariance diagonale formée par
m1, . . . ,mnq

. Par ailleurs, par construction, position et
impulsion sont indépendantes, de distribution jointe

π(q, p) =
1

ZH
exp(−H(q, p)) = π(q)π(p). (6)

Ainsi, un échantillon de q s’obtient par marginalisation de
p dans un échantillon distribué selon π(q, p). C’est l’idée
de l’algorithme HMC (voir Algorithme 1), qui est hy-
bride car il combine i) une étape de Gibbs : tirer p selon
π(p|q) = π(p) ; et ii) un test de Metropolis : à partir de
l’état initial (q, p), simuler L pas de taille ε de la dyna-
mique hamiltonienne (5), noter (q∗, p∗) l’état obtenu et
accepter ce couple avec probabilité

r = min [1, exp(H(q, p)−H(q∗, p∗))] . (7)

[5] montre que la procédure est valide, dans le sens où elle
laisse invariante la distribution jointe canonique de (q, p).
En outre, le tirage de εk autour de ε en étape 2.a) garantit
l’ergodicité de l’algorithme [6].

Comparé à l’algorithme classique de Metropolis, l’al-
gorithme HMC évite la marche aléatoire pour parcou-
rir la distribution cible, la trajectoire de q étant guidée
par le gradient de son énergie potentielle (voir (5)). Il est
donc avantageusement employé pour des distributions de
grande dimension. On peut aussi inclure des contraintes
de la forme qi ≤ ui ou qi ≥ li, pour i ∈ {1, . . . , nq} (voir
[6]). Cependant, la contrepartie est qu’il y a plus de pa-
ramètres à régler que pour Metropolis. En particulier, le
choix de ε est crucial, puisqu’il est un compromis entre

le taux d’acceptation et l’efficacité de l’exploration de la
distribution. En ajustant les éléments diagonaux de la ma-
trice de masse M , on peut améliorer le réglage de ε : si
qi, i = 1, . . . , nq a pour échelle typique si, un bon choix
consiste à poser mi = 1/s2i . Enfin, [6] indique que L et ε
peuvent être fixés par essai-erreur.

3.3 Application à l’inférence bayésienne
du modèle de bâtiment

L’Algorithme 1 est utilisé pour résoudre le problème
d’identification de bâtiment par inversion bayésienne. En
l’absence d’observation de Ti, la sortie observée du système
est Y := Qch, en réponse à Qs, Qai, To et Tr. Ses états
cachés sont X :=

(
Ti Ts d

)ᵀ
, où d := 1

τ

∫
(Tr − Ti) est

l’intégrateur du correcteur. L’estimation de θ est traitée
comme un problème d’inversion bayésienne. Soit π(θ) ∼
N (µθ,Σθ) son prior Gaussien. En utilisant les propriétés
Markoviennes du modèle, le potentiel U associé à la den-
sité jointe a posteriori p(x0:N , θ|y1:N ), où N est le nombre
total d’observations, est la somme de cinq termes :

U1 =
1

2σ2
1

N−1∑
k=0

{Φ[K(T k+1
r − T ki + dk)] +Qk+1

ai

−Cr(T k+1
i − T ki )− zi(T ki − T ks )− zf (T ki − T k+1

o )}2, (8)

U2 =
1

2σ2
2

N−1∑
k=0

{Qk+1
s − Cs(T k+1

s − T ks )

−zi(T ks − T ki )− zo(T ks − T k+1
o )}2, (9)

U3 =
1

2σ2
3

N−1∑
k=0

{
−(dk+1 − dk)− 1

τ
(T ki − T k+1

r )

}2

, (10)

U4 =
1

2σ2
4

N∑
k=1

{
Qkch − Φ[K(T kr − T ki + dk)]

}2
, (11)

U5 =
1

2
(θ − µθ)ᵀΣ−1

θ (θ − µθ) +
1

2
log det(Σθ), (12)

où U1 et U2 sont obtenus par discétisation des équations
(1) avec un schéma d’ordre 1 pour les dérivées temporelles,
puis en ajoutant des bruits Gaussiens indépendants, de
variances respectives σ2

1 et σ2
2 . Les potentiels U3 et U4 sont

respectivement liés à l’équation d’état en d et à l’équation
d’observation de la puissance de chauffage, avec σ2

3 et σ2
4

les variances des bruits indépendants Gaussiens.
Nous proposons d’estimer simultanément les paramètres

θ et les états non-observés, en considérant que le poten-
tiel U est une fonction de θ et des N valeurs respectives
des états cachés Ti, Ts et d. Ainsi, le gradient ∇U est de
dimension 3(N + 1) + 7. U est donc augmenté des priors
sur les trajectoires des états. Pour Ts et d, ces priors sont
Gaussiens, i.e. quadratiques. Le prior Ti est plus précis
en pénalisant les écarts à la consigne : c’est la somme
Σk(T kr −T ki )4. En effet, on peut considérer que la consigne
est une bonne approximation a priori de la trajectoire.



Table 1 – Paramètres physiques du modèe R3C2 estimés
en moyenne sur 100 simulations, et écart-types.

Paramètre Valeur nominale HMC

GV 0,36 0, 34± 0, 004
τ1 33,7 36, 8± 9, 6
τ2 3,6 3, 4± 0, 7
g 0,38 0, 28± 0, 07

4 Résultats numériques

Ti et Qch sont obtenues par simulation en boucle fermée
du modè R3C2 avec un correcteur PI, un saturateur et un
anti-windup [1], à partir des chroniques mesurées pendant
7 jours au pas de temps 10 minutes de To, Tr, Qai, Qs et
des paramètres de référence Cr = 10, Cs = 100, zf = 0, 2,
zo = 0, 4, zi = 0, 25. 100 jeux de données sont créés, avec
des niveaux de bruit faibles (σi = 0, 055, i = 1, . . . , 4).
Les paramètres sont initialisés aléatoirement, avec une er-
reur comprise entre -100% et +25% de la valeur nominale,
de même pour la moyenne du prior µθ. Σθ est diagonale,
les écarts-types correspondant à 35% des valeurs nomi-
nales. Le prior de Ts a pour moyenne la moyenne entre la
température extérieure To et la consigne Tr. Les variances
des potentiels ne sont pas apprises, et fixées à 10−2. Les
simulations hamiltoniennes sont effectuées avec L = 150
pas de taille ε = 5.10−5. Ces paramètres ont été choisis
manuellement. Il y a Niter = 1000 itérations, les estima-
tions sont les moyennes sur les 100 dernières simulations.

La Table 1 résume les estimations des paramètres phy-
siques du modèle. Malgré un taux d’acceptation moyen
de 48%, qui suggère que le pas ε pourrait être diminué
pour améliorer la précision du schéma leapfrog, les per-
formances sont encourageantes, le GV et la constante de
temps rapide étant estimés avec précision. L’imprécision
est plus grande pour la constante lente et g, mais l’ordre
de grandeur reste satisfaisant. La Figure 3 représente la
moyenne des puissances de chauffage simulées à partir
des 100 jeux de paramètres estimés, qui est conforme à
la donnée réelle. L’erreur quadratique moyenne sur cette
trajectoire est de 7%, rapportée à la puissance moyenne
observée, tandis que l’estimation de la consommation en
énergie est supérieure de 1,2% à la consommation réelle.
De même, la température intérieure estimée est proche
de la mesure, avec une erreur quadratique moyenne de
la trajectoire moyenne inférieure à 4% (par rapport à la
température moyenne observée).

Enfin, en simulant la dynamique du bâtiment sur des
données test d’une semaine, on obtient une sous-estimation
de 6% de la consommation en énergie, tandis que l’erreur
quadratique moyenne sur la température intérieure est de
0,35�, soit moins de 2%. Cela confirme la bonne estima-
tion du bâtiment et du régulateur. Le modèle peut donc
servir de support à la création de services énergétiques.
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Figure 3 – Estimation de la puissance de chauffage Qch.

5 Conclusion

La méthode de Monte Carlo à dynamique hamiltonienne
permet une prise en compte efficace des contraintes pra-
tiques de l’identification de bâtiment, à savoir le fait que
la température intérieure n’est pas observée et que la com-
mande du système est saturée, ce qui induit une non-
linéarité. En particulier, en mettant à profit la connais-
sance du signal de consigne, on peut estimer conjointe-
ment les états du système ainsi que ses paramètres. Une
première analyse numérique du modèle met en évidence le
potentiel de la méthode, capable de reproduire à la fois les
constantes physiques du modèle ainsi que la température
intérieure et la puissance de chauffage lorsque les données
sont générées par le modèle avec un faible niveau de bruit.
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