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Résumé – Une nouvelle EDP de diffusion sans fonction de contrôle est proposée dans ce papier, préservant naturellement coins et jonctions
dans les images. Ainsi, des filtres causaux anisotropes nous fournissent une description fine de la surface image autour de chaque pixel. En
chaque pixel, deux directions sont calculées par les extrema locaux de la réponse aux filtres causaux directionnels. Ces directions permettent
une diffusion asymétrique modulo 360 degrés pour tous les pixels. Cette nouvelle EDP est comparée aux principales méthodes existantes, les
résultats obtenus montrent une meilleure préservation des structures ainsi qu’une plus grande robustesse au bruit pour tous les tests effectués.

Abstract – In this paper, we propose a new control-free diffusion PDE scheme, preserving naturally corners and junctions in images. Causal
anisotropic smoothing in one direction and derivation along the perpendicular direction filters are used to obtain a precise description of the
image surface around each pixel. We consider the curve crossing a pixel on which the two directions correspond to directional extrema of the
filter responses. These directions enable an asymmetric diffusion modulo 360 degrees. This new PDE is compared to state of the art methods,
results obtained have demonstrated a better preservation of structures and a better robustness to noise.

1 Introduction
La régularisation des images est un problème majeur en vi-

sion par ordinateur notamment pour la détection de contours,
de points d’intérêt, etc., mais elle joue aussi un rôle central en
restauration d’images. Dans ce cadre, un effort de recherche
très important à été développé autour des équations aux dérivées
partielles (EDP) [6][3]. En effet, les EDPs sont capables d’ap-
pliquer par exemple, un lissage sélectif aux images [13], per-
mettant d’éliminer le bruit tout en conservant les principales
structures telles que les contours ou les coins. L’idée fondatrice
à été d’interpréter le lissage gaussien comme une la solution
d’une équation de diffusion : l’équation de la chaleur. L’ana-
logie qui est faite ici, est d’assimiler l’intensité lumineuse de
l’image à une température ponctuelle dans le plan qui va dif-
fuser. Nous avons alors un lien direct entre le paramètre de lis-
sage de la gaussienne σ et le temps de diffusion t. Un modèle
général d’évolution s’écrit sous la forme :

∂I

∂t
= g1 ·

∂2I

∂u2
+ g2 ·

∂2I

∂v2
= g1 · Iuu + g2 · Ivv, (1)

où Iuu et Ivv représentent deux dérivées secondes direction-
nelles selon deux directions u et v (généralement u ⊥ v), g1 et
g2 sont des fonctions qui pondèrent la diffusion ; évidement u,
v, g1 et g2 peuvent dépendre du point considéré. Par exemple,
une diffusion anisotrope dans la direction des contours permet
de conserver ces derniers. Il existe de nombreuses méthodes
de régularisation des images préservant les discontinuités. Le
modèle de Perona-Malik (PM) [13] est l’un des travaux pion-
niers dans ce domaine. Ce modèle utilise une fonction contrôlant
la diffusion, décroissante à valeurs entre 0 et 1, elle tend 0
lorsque la valeur du gradient augmente. Une des fonctions cou-
ramment utilisée est la gaussienne : g(|∇I|) = e−|∇I|

2/k2 , où
k est un seuil, (k ∈ R∗

+). Les valeurs des pixels sont dif-
fusées en fonction de la magnitude du gradient local (gradient
Nord, Sud, Est et Ouest). Selon l’amplitude du gradient, la dif-

fusion sera donc plus ou moins importante. Malheureusement,
ce modèle ne présente pas d’interprétation géométrique simple.
Il fait aussi intervenir implicitement un terme de réaction qui
renforce les contours, ce qui fait souvent apparaitre de faux
contours dans des zones où l’intensité lumineuse est lentement
variable. Enfin le choix du seuil dans la fonction de contrôle
s’avère délicat dans le cas des images fortement bruitées.

La MCM (Mean Curvature Motion) représente un autre sché-
ma important [4]. Pour chaque pixel, elle effectue une diffusion
des valeurs des pixels dans la direction ξ des contours :

∂I

∂t
= cξ ·

∂2I

∂ξ2
= cξ · Iξξ, avec : cξ = 1. (2)

Ce schéma conserve les contours, cependant, le terme Iξξ est le
produit de la norme du gradient par la courbure des isophotes.
Un point de contour avec une forte courbure va donc bouger
plus rapidement qu’un point situé sur un contour rectiligne. En
conséquence, une forme géométrique elliptique, rectangulaire,
etc., évolue vers un cercle au cours des itérations [6]. Afin de
limiter cet effet, on peut introduire un terme cξ 6=1 (Eq. 2) per-
mettant de contrôler localement la diffusion ; il peut dépendre
du gradient gaussien |∇Iσ|. On appelle cette méthode MCMC,
contrôlé par g(|∇I|) = e−|∇I|

2/k2 . Aussi, dans la méthode C-G
[5], le contrôle s’effectue par la fonction g1 dans le Tab. 1.

Les EDP basées sur le tenseur de gradient permettent égale-
ment de conserver les contours, par calcul des vecteurs et va-
leurs propres. Un tenseur de structure Jρ est associé à un ten-
seur de gradient∇Iσ ·∇ITσ (estimé par convolution de l’image
avec les dérivées premières de la gaussienne d’écart type σ)
dont les termes sont lissés avec une gaussienne Gρ (d’écart
type ρ) : Jρ = Gρ ∗ (∇Iσ · ∇ITσ ). Le paramètre σ vise à
réduire l’impact du bruit. Alternativement, ρ prend des valeurs
en fonction de la taille des structures que l’on souhaite conser-
ver. Les valeurs propres (resp. λ1 et λ2) permettent de contrôler



TABLE 1 – Fonctions pour le contrôle de la diffusion
Méthode Fonction g1 Fonction g2 Paramètres

C-G [5]
|∇Iσ|2

|∇Iσ|2 + σ2
0 Aucun

MCMT [15]
√
λ1 + λ2 0 Aucun

DTS [18] 1 e−
λ22

2·k2 k∈R∗
+

CED [19] α

{
α si λ1 = λ2

α+ (1− α) · e
−C

(λ1−λ2)2

C > 0
α ∈ [0, 1]

BFlow [16]
√

1+λ2

1+λ1

√
1+λ1

1+λ2
Aucun

Trace [17] 1
(1+λ1+λ2)p1

1
(1+λ1+λ2)p2

0 < p1 < p2

PCC [7] e−
λ1
ku e−

λ2
kv 0 < k1 < k2

la diffusion qui se fera majoritairement dans les directions des
vecteurs propres. Reprenant l’Eq. 1, les vecteurs propres sont
représentés par u et v ; le Tab. 1 indique les fonctions g1 et
g2 contrôlant la diffusion dans ces deux directions. Ainsi, pour
les méthodes DTS, CED et Trace, plus la valeur de ρ est élevée,
plus la diffusion sera anisotrope : dans la direction des contours.
Aussi, la MCMT est très similaire à la MCM, où les directions
sont données ici par le vecteur propre associé à la valeur propre
principale. Enfin, les deux approches BFlow et PCC permettent
de conserver correctement les coins, mais lorsque le bruit ou les
textures dans l’image sont trop forts, le processus de diffusion
est inhibé ou trop faible et l’image n’est pas régularisée.

Le contrôle de la diffusion est un élément important dans
une EDP de restauration. En effet, les coins ou les petites struc-
tures peuvent rapidement disparaitre après quelques itérations.
La méthode présentée ici diffuse dans les deux directions des
contours, calculées par l’intermédiaire de demi-filtres gaussiens.
Même sans contrôle du flux de diffusion, elle permet de préser-
ver ou restaurer les objets ainsi que leurs coins.

2 Les filtres asymétriques orientés
Les filtres orientés ont été conçus pour capturer des varia-

tions d’intensité de gris dans différentes directions. En effet,
ces filtres permettent de trouver l’orientation où la dérivée de
l’image correspond à la réponse maximale. Afin d’obtenir une
meilleure sélectivité angulaire, Perona suggère de lisser davan-
tage dans la direction du filtre à l’aide de filtres anisotropes
[14], comme un noyau anisotrope gaussien (FA) :

FA(x, y, σξ, ση) =
1

2π · σξ · ση
· e
− 1

2

(
x2

σ2
ξ

+ y2

σ2η

)
, (3)

où (x, y)∈R2 représente les coordonnées du pixel, ση et σξ se
réfèrent à l’échelle de la gaussienne et au facteur d’anisotropie
respectivement (Fig. 1(b)). Le filtre FA est orienté et dérivé
pour extraire les contours [14]. Une MCM , notée MCMFA
(MCMCFA si contrôle), peut être dirigée par les directions du
FA. Cependant, il est impossible d’extraire plusieurs orienta-
tions de contour co-existantes pour le même pixel directement
avec FA mais une seule comprise entre 0 et 180◦ [14][12].

Contrairement au filtreFA décrit ci-dessus, les filtres orientés
asymétriques [12] [10] demeurent mieux adaptés pour détecter
les différentes directions émanant d’un même pixel. Trouver
plusieurs directions de contours nécessite de déterminer les ré-
ponses maxima des filtres lorsque ces derniers sont successi-
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FIGURE 1 – Différents noyaux de gaussiennes dérivées 2D discrets
et calcul des directions ξ1 et ξ2. (b) et (c) avec ση = 1 et σξ = 3.

vement dirigés dans des directions différentes de 0 à 360◦.
Ce type de filtrage revient à l’utilisation de gaussiennes ani-
sotropes causales orientées. L’équation du détecteur de contour
anisotrope basé sur le demi-noyau gaussien (DG) est donc :

DG
(
x, y, σξ, ση

)
= −H(y) ·

x

σ2
η

· FA
(
x, y, σξ, ση

)
, (4)

où H correspond à la fonction échelon, voir la Fig. 1 (c). En
tournant l’image, les extrema des réponses du filtre indiquent
les directions des contours selon l’orientation θ∈[0, 360◦[ :
ξ1(x, y) = arg max

θ∈[0,360[
(DG(x, y, θ)) et ξ2(x, y) = arg min

θ∈[0,360[
(DG(x, y, θ)).

Les réponses aux filtres asymétriques orientables caractérisent
facilement les coins ou les contours courbes (Fig. 1). Ainsi
une MCM dirigée selon les deux directions (ξ1, ξ2) semble
convenir à la préservation des coins et petits objets dans les
images. La Fig. 1(bas) présente les réponses angulaires aux
filtres orientés au niveau des coins et des contours rectilignes.

3 MCM dans les directions ξ1 et ξ2
La MCM a un effet de sur-lissage pour les coins, afin de

contrer cet effet, nous adaptons simplement ce schéma pour
diffuser de manière curviligne avec l’EDP suivante :

∂I

∂t
=

∂2I

∂ξ1∂ξ2
= Iξ1ξ2 , (5)

où, Iξ1ξ2 représente la dérivée seconde de l’image dans les
deux directions principales du DG [9], voir Fig. 1 (bas).

Dans cette équation, le terme Iξ1ξ2 représente une dérivée se-
conde de la fonction intensité de l’image le long d’une courbe.
Comme pour un filtre de dérivée seconde classique en une di-
mension, il peut être obtenu par l’application successive de
deux filtres de dérivées premières, soit une dérivée à droite (ξ1)
puis une dérivée à gauche (ξ2). Cet opérateur est discrétisé de
la manière suivante : dans une fenêtre 3×3, les orientations ξ1
et ξ2 sont reportées, une interpolation linéaire de la fonction in-
tensité lumineuse est effectuée de manière à estimer les valeurs
de cette fonction (I1 et I2) à la distance 1 du pixel central dans
les directions données par ξ1 et ξ2 (voir Fig. 2 (b)).

Cependant, utiliser directement les directions ξ1 et ξ2 sans
contrôle pour la diffusion crée un problème majeur. En effet,
pour un pixel de contour, la diffusion est effectuée le long du
contour passant par ce pixel, indépendamment de la géométrie
du contour. Malheureusement, ceci n’est vrai que pour les pixels
appartenant au contour, la Fig. 2a) illustre les directions ξ1 et
ξ2 pour un pixel appartenant ou non, à un contour. Ainsi, pour
un pixel proche d’un contour (pixel P2), les directions ξ1 et ξ2
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FIGURE 2 – a) Directions de diffusion obtenues avec les filtres de
dérivation causaux (P1 : pixel de contour, P2 : pixel hors du contour).

sont influencées par le gradient de l’image, et ne correspondent
plus aux directions de l’isophote. L’EDP proposée à l’Eq. 5
réalise donc une dilatation. En présence de bruit, ces directions
deviennent moins bien définies [10], nous obtenons alors une
dilatation irrégulière et bruitée, comme présenté dans la Fig. 3.

On notera encore que ξ1 et ξ2 sont estimées à l’aide de filtres
anisotropes de paramètre σξ important, ces directions ne cor-
respondent donc généralement pas à un isophote dans un voisi-
nage 3×3, par conséquent, même sur les pixels de contours, la
diffusion n’est donc pas nulle. La solution proposée dans [10]
est d’aligner les deux directions du DG lorsque la valeur du
gradient est faible. Cela ne permet pas de diffuser correctement
l’information pour les pixels situés très proches des contours,
et qui possèdent donc un fort gradient également. Dans [8], un
schéma de diffusion similaire à l’Eq. 5 est proposé où les di-
rections sont estimées à partir d’un filtre d’homogénéité le long
des contours. Cependant, le contrôle de la diffusion ressemble à
la méthode de PM (càd localement dans un masque 3×3), afin
d’éviter toute fuite d’information comme en Fig. 3(b). Pour ob-
tenir un schéma de restauration, il nous faut définir des direc-
tions de diffusion indépendantes de l’influence du gradient.

Considérons maintenant un objet blanc sur fond noir, un pixel
extérieur à cet objet doit subir une diffusion provenant de pixels
de l’extérieur, de même que pour des pixels intérieurs. Il suffit
donc de “retourner” les orientations de diffusion, par exemple
en effectuant une réflexion miroir de ξ1 et ξ2 par rapport à l’axe
ξ (perpendiculaire à la médiatrice ξ1, ξ2), pour obtenir ξr1 et ξr2
(voir Fig. 2 b)). En pratique, il suffit de calculer Iξ1ξ2 , Iξr1ξr2 et
Iξξ puis de choisir comme terme de diffusion celui correspon-
dant au minimum en valeur absolue, soit le schéma de diffusion
appelé Diffusion Anisotrope Asymétrique (DAA) :

∂I

∂t
= argmin
x∈{Iξ1ξ2 , Iξr1ξ

r
2
, Iξξ}

|x| (6)

La Fig. 3(h) présente les orientations ξ1, ξ2, ξr1 et ξr2 en su-
perposition à l’image du cercle de la Fig. 3 (a). On constatera
la grande immunité au bruit des orientations estimées par les
filtres causaux (ση = 1, σξ = 10) et la stabilité de la diffusion.

(a) Image 100×100 (b) Eq. 5, 50 itér. (c) Eq. 5, 100 itér. (d) DAA, 100 itér. (e) DAA, 200 itér.

(f) Directions ξ1 et ξ2 (g) Directions ξr1 et ξr2 (h) Fusion entre ξ1 , ξ2 , ξr1 , ξr2 et ξ

FIGURE 3 – Le schéma de diffusion en Eq. 6 plus stable que celui en Eq. 5.

4 Résultats expérimentaux
La Fig. 4 illustre les performances de la méthode DAA par

rapport aux autres méthodes de restauration basées sur les EDP
sur une image synthétique bruitée. Tout d’abord, visuellement,
le bruit présent en Fig. 4(bi) disparait alors que la plupart des
contours deviennent plus nets, contrairement aux autres ap-
proches qui soient, ne diffusent pas les pixels de bruit, soient
créent un flou important pour les contours des objets. Afin de
valider la préservation des contours, nous appliquons deux mé-
thodes d’évaluations sur les contours pour chaque itération de
diffusion : 1-FoM [1] et KPIψ [2]. Le contour de référence
Cr est présenté en Fig. 4(aii), les pixels de contours mal placés
sont pénalisés en fonction de leur distance par rapport à leurs
positions idéales dansCr. Ainsi, plus le contour de l’image res-
taurée est éloigné de Cr, plus le résultat des mesures s’éloigne
de 0. Les méthodes MCM et CED (Fig. 4(di) et (ji)) éliminent
le bruit, mais le score des mesures illustre une délocalisation
des contours due au flou créé par la diffusion, flou qui n’est pas
présent avec la DAA. D’un part, les scores de 1-FoM et KPIψ
se rapprochent rapidement de 0 pour la DAA, illustrant ainsi
que le bruit est éliminé avec peu d’itérations, d’autre part, les
contours des objets deviennent de plus en plus apparents avec
l’accroissement des itérations. La différence entre les courbes
rouge et noire est que les directions de diffusions sont calculées
à chaque itération de diffusion (courbe noire), illustrant ainsi
l’intérêt de les recalculer régulièrement afin d’obtenir d’une
meilleure préservation/restauration des bords des objets. Aussi
en Fig. 4(q)-(v), la segmentation région devient efficace.

La Fig. 5 présente les résultats de la DAA obtenus sur une
image réelle acquise en très basse lumière contenant donc un
bruit d’acquisition (σξ = 10 et ση = 1). Le double contour à
gauche ainsi que, le coin en bas à gauche de la boı̂te sont re-
construits. A partir de 100 itérations, le bruit est considérable-
ment filtré tandis qu’une portion de texte immerge : “M....so.t”
(au-dessus du texte en gras sur la gauche). Cette information est
cependant tellement ténue qu’elle finit par disparaitre complète-
ment au-delà de 200 itérations. Jusqu’à l’itération 1000, le texte
en gras reste lisible alors que le bruit a quasiment disparu.

5 Conclusion
Dans ce papier, nous avons mis en évidence l’importance de

l’estimation précise des directions de diffusion pour la restau-
ration d’images. En effet certaines méthodes qui utilisent un
voisinage 3×3 pour le calcul des dérivées et de l’orientation
du gradient ont des difficultés dès que le bruit augmente tan-
dis que celles prenant en compte un voisinage plus important
floute certaines parties du signal. Un schéma de diffusion libre
est proposé n’utilisant aucune fonction de contrôle et dont les
résultats obtenus sont supérieurs à toutes les méthodes testées.
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(a) Image 747×668 (b) DAA, 100 itér. (c) DAA, 1000 itér.

FIGURE 5 – Image réelle contenant un bruit très important d’acquisition.


