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Résumé – La réflectométrie GNSS (GNSS-R) est une technique d’observation de la Terre reposant sur un système radar bi-statique passif qui
utilise les signaux de géopositionnement satellitaires comme signaux d’opportunité. La mesure d’altitude par réflectométrie des signaux GNSS
est déduite de la différence de chemin entre un signal GNSS en provenance directe d’un satellite émetteur et ce même signal reçu après réflexion
sur la surface terrestre. Cette différence de chemin implique un délai en phase entre ces deux signaux à la réception, qui évolue linéairement
avec le sinus de l’élévation du satellite et dont la pente d’évolution est proportionnelle à la hauteur entre les antennes réceptrices et la surface de
réflexion. Les observations du délai de phase sont des mesures angulaires, 2π-périodiques. En supposant que les bruits de mesure suivent une
distribution de von Mises, nous proposons dans cet article une méthode de régression linéaire-circulaire permettant d’estimer directement cette
hauteur sans déroulement du délai de phase observé. L’estimateur proposé est défini au sens du maximum de vraisemblance en se basant sur une
fonction de contraste définie dans le domaine circulaire. Les propriétés statistiques de l’estimateur et ses performances théoriques attendues sont
présentées, ainsi que des résultats obtenus pour des expérimentations sur signaux réels. La précision centimétrique est atteinte.

Abstract – GNSS-Reflectometry (GNSS-R) is a remote sensing technique using geo-spatial positioning signals for Earth observation applica-
tions. GNSS-R altimetry relies on the measurement of the path difference between the GNSS signal coming directly from an emitting satellite
and the same signal reflected by the Earth surface. Due to this path difference, the phase delay between these two signals evolves linearly with
the sine of the elevation of the satellite. The slope of this evolution is proportional to the height between the receiving antennas and the reflecting
surface. Phase delay observations are 2π- periodic angular measurements. Assuming that the phase delay measurement noise follows a von
Mises distribution, we propose a linear-circular regression that allows heigth estimation without phase unwrapping. A maximum likelihood es-
timator is proposed, based on a contrast function defined in the circular domain. In this paper, the statistical properties of the proposed estimator
and its theoretical performances are presented. We show, on real data, that the centimeter accuracy can be reached for height estimation.

1 Introduction

La réflectométrie GNSS (GNSS-R : Global Navigation Sa-
tellite System - Reflectometry) est une technique d’observa-
tion de la Terre de type radar passif utilisant les signaux GNSS
comme signaux d’opportunité [1]. Dans l’application altimé-
trique de la réflectométrie des signaux GNSS, l’une des obser-
vables considérées est la différence de phase entre le signal en
provenance directe d’un satellite émetteur et le signal réfléchi
[2, 3]. Cette dernière présente la particularité d’évoluer de ma-
nière linéaire en fonction du sinus de l’élévation du satellite
émetteur et de de manière proportionnelle à la hauteur entre
la surface de réflexion et les antennes réceptrices [4, 5]. Ainsi,
l’estimation de la hauteur peut être directement déduite du co-
efficient directeur du délai de phase observé. Cependant, les
mesures du délai de phase entre les signaux direct et réfléchi
sont des données angulaires, 2π-périodiques. Par conséquent,
les techniques d’estimation définies dans le domaine linéaire
(par exemple, en utilisant la distribution gaussienne) sont in-
applicables. Les approches conventionnelles pour les mesures
angulaires consistent à dérouler la mesure de phase [6] afin de
pouvoir appliquer des techniques d’estimation définies dans le
domaine linéaire.

Dans cet article, en supposant que le bruit de mesure associé à
la mesure de différence de phase GNSS suit une distribution de
von Mises [7], nous proposons un outil statistique permettant
de réaliser une estimation directe de la hauteur par régression
linéaire-circulaire, sans déroulement préalable. La méthode de
régression proposée est définie au sens du maximum de vrai-
semblance, à l’aide d’une fonction de contraste définie dans le
domaine circulaire puis maximisée en utilisant un algorithme
de Newton Raphson. L’estimateur proposé et ses propriétés sta-
tistiques sont présentés section 2. Cet estimateur est ensuite
appliqué à l’altimétrie GNSS-R et ses performances théoriques
dans ce cadre sont présentées dans la section 3. Il est également
montré dans cette section que la précision centimétrique peut
être atteinte avec l’estimateur proposé sur des données réelles.
La section 4 est la conclusion.

2 Régression linéaire-circulaire

2.1 Définition d’une fonction de contraste
La distribution de von Mises (aussi appelée distribution nor-

male circulaire) permet de décrire des phénomènes aléatoires
angulaires. Appliquée aux observations angulaires, la distribu-



tion de von Mises joue le même rôle que la distribution nor-
male pour l’observation de données linéaires [8, 9]. Soit {yn}
un ensemble de mesures d’angles présentant une évolution li-
néaire dans un référentiel de temps dédié, affectées d’un bruit
de mesure suivant une distribution de von Mises. On a l’équa-
tion d’observation suivante pour la nème mesure :

yn = (α+ β xn + ηn)mod(2π) (1)

avec α l’ordonnée à l’origine et β le coefficient directeur qui ici
est équivalent à une pente constante. xn représente le vecteur
de temps suivant lequel l’évolution des mesures est linéaire. Le
terme ηn correspond à un bruit de von Mises de moyenne nulle,
de paramètre de concentration κ. La densité de probabilité, no-
tée fCN (yn;α, β, κ), a donc l’expression suivante [8] :

f(yn;α, β, κ) =
1

2πI0(κ)
eκ cos( yn−(α+β xn) ) (2)

avec I0(κ) la fonction de Bessel modifiée de la première es-
pèce et d’ordre 0, qui est une constante de normalisation.

On souhaite définir un estimateur de α et β, au sens du maxi-
mum de vraisemblance. La fonction de vraisemblance associée
à N mesures yn, noté Y = {y1, ..., yN}, est :

L(Y ) =
1

(2πI0(κ))N
exp

(
κ

N∑
n=1

cos (yn − α− βxn)

)
(3)

et la fonction de log-vraisemblance est donc :

lnL(Y ) = −N (2πI0(κ)) + κ

N∑
n=1

cos (yn − α− βxn) (4)

On définit ainsi la fonction de contraste suivante, à maximiser
pour obtenir l’estimateur du maximum de vraisemblance :

W (Y ) =

N∑
n=1

cos (yn − (α+ β xn)) (5)

2.2 Estimation des coefficients α et β
L’estimateur du paramètre α au sens du maximum de vrai-

semblance est obtenu pour ∂ W (Y )
∂α = 0 et une dérivée seconde

négative. On obtient, de manière similaire à [10] :

α̂ = arctan∗

(∑N
n=1 sin ( yn − β xn )∑N
n=1 cos ( yn − β xn )

)
(6)

où arctan∗ est la fonction arctangente “quadrant-specific”.
La Figure 1 représente un exemple représentatif de l’évolution
de la fonction de contraste en fonction de β pour des obser-
vations non bruitées. Le maximum global de cette fonction est
obtenu pour l’estimateur du maximum de vraisemblance de β.
Cependant, en raison de la périodicité des données angulaires,
il existe plusieurs maximums locaux pour W (Y ). Nous obser-
vons que la fonction de contraste se comporte comme la va-
leur absolue d’un sinus cardinal normalisé avec une période T .
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FIGURE 1 – Exemple d’évolution de W (Y ) en fonction de β.

Cette période peut être approximée en résolvant la relation sui-
vante :
N∑
n=1

cos

(
arctan∗

(∑N
n=1 sin (βTxn)∑N
n=1 cos (βTxn)

)
− βTxn

)
= 0 (7)

On estime la période T par la relation 1
2T = βT,min, où βT,min

est la valeur minimale de βT résolvant la relation 7.

Pour estimer le coefficiant β au sens du maximum de vrai-
semblance, on propose d’utiliser un algorithme de Newton-
Raphson en définissant la relation récursive suivante :

β̂i+1 = β̂i + g

∑N
n=1 sin

(
yn −

(
α̂i + β̂ixn

))
∑N
n=1 xn cos

(
yn −

(
α̂i + β̂ixn

)) (8)

ou g est un pas d’adaptation défini par l’utilisateur et où α̂i

est déduite de la valeur de β̂i par la relation 6. On notera que
l’algorithme utilisé pour l’estimation de β est fortement dé-
pendant de l’initialisation β̂i=0. Une initialisation associée à
un maximum local ne correspondant pas au maximum global
conduira en effet à une estimation erronée du coefficient di-
recteur β. Afin de resoudre ce problème par une intialisation
correcte de β̂i, on propose de réaliser une recherche préalable
du maximum de la fonction de contraste W (Y ) avec un pas de
recherche de βT,min.

2.3 Précision théorique de l’estimée β̂

Par analogie avec la régression linéaire classique, on suppose
que la variance sur l’estimation du coefficient directeur est :

var
(
β̂
)
=

σ 2
l∑N

n=1 (xn − xn)
(9)

où xn correspond à la moyenne de la référence de temps obser-
vée durant les mesures et σl à la variance du bruit de mesure



dans le domaine linéaire, défini par [8] :

σ 2
l = −2 ln

(
I1(κ)

I0(κ)

)
(10)

avec κ le paramètre de concentration du bruit de mesure et
I0(κ) et I1(κ) les fonctions de Bessel modifiées de la première
espèce d’ordre 0 et d’ordre 1.

3 Application à l’altimétrie GNSS-R par
la phase

3.1 Altimétrie GNSS-R par mesure de phase
Pour un satellite émetteur s, la mesure de hauteur h entre la

surface de réflexion et les antennes réceptrices est déduite de
la différence de chemin δs entre le signal GNSS réfléchi et le
signal GNSS en provenance directe du satellite émetteur. Pour
une approche au sol, c’est à dire à faible altitude, et en considé-
rant la réflexion comme étant spéculaire, ce dernier s’exprime
à un instant de mesure t par la relation suivante :

δs(t) = 2 h sin θels (t) (11)

Avec θels l’elevation du satellite émetteur s. La différence de
chemin δs induit une différence de phase, ou délai de phase,
entre les signaux direct et réfléchi, s’exprimant par la relation
suivante :

ψs(t) =

(
4π

λ
h sin θels (t)

)
mod(2π) (12)

où λ est la longueur d’onde du signal GNSS étudié, soit 19.03
cm pour le signal GPS-L1. Le délai de phase, noté ψs, est une
donnée angulaire, définie sur un intervalle de longueur 2π, évo-
luant linéairement en fonction du sinus de l’élévation sin θels (t)
[4, 5]. Sa pente d’évolution est proportionnelle à la hauteur h
entre la surface de réflexion et les antennes réceptrices. L’élé-
vation des satellites étant connue (diffusée dans les éphémé-
rides satellites), il est possible d’estimer directement l’altitude
en estimant la pente d’évolution de la différence de phase, à
partir de la technique de régression présentée section deux. En
considérant x = sin(θels ), l’estimée de hauteur est déduite par
ĥ = λ

4π β̂.

3.2 Performances de l’estimateur sur données
simulées

On propose d’évaluer l’estimateur circulaire présenté section
2 sur signaux GPS synthétiques dans le cadre de l’altimétrie
GNSS-R. Les mesures synthétiques de délai de phase sont ob-
tenues à partir de la relation 12 pour la composante civile en
bande L1 des signaux GPS. On fixe la hauteur à estimer à 100
mètres. On considère une mesure de délai de phase ψs par mil-
liseconde. La valeur initiale de ψs est fixée aléatoirement entre
−π et π pour chacune des réalisations. Le paramètre d’éléva-
tion est fixé avec une valeur initiale de 55◦ et une variation
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FIGURE 2 – Erreur quadratique moyenne et écart-type théo-
rique de la hauteur estimée par régression linéaire-circulaire.

en élévation de 0.0068◦/s, scénario classique pour un satel-
lite GPS au niveau de Calais. Enfin, ces expérimentations sont
menées pour des rapports C/N0 de 50, 40, et 30 dB-Hz. Les
paramètres de concentration κ correspondants pour les bruits
de mesure de délai de phase ψs sont respectivement de 25.215
, 9.245 et 3.39 [5]. Les hauteurs estimées ĥ sont obtenues par
régression linéaire-circulaire sur les mesures de délai de phase
ainsi simulées.
La Figure 2 montre l’Erreur Quadratique Moyenne (EQM) ob-
tenue pour 300 réalisations en fonction de la durée d’obser-
vation considérée. On représente également Figure 2 l’écart-
type théorique défini équation 9. On observe que l’EQM ob-
tenue par simulations correspond à l’écart-type théorique. La
moyenne des erreurs obtenue est nulle : l’estimateur est non-
biaisé. Ceci démontre que l’estimateur de régression linéaire-
circulaire proposé est équivalent en termes de précision à la
régression linéaire classique. On observe également que la pré-
cision centimétrique, c’est à dire inférieur à 5 centimètres, est
atteinte pour un temps de mesure minimum de 30 secondes et
pour un rapport C/N0 supérieur à 40 dB-Hz.

3.3 Expérimentations sur données réelles
La régression linéaire-circulaire est appliquée à l’altimétrie

GNSS-R pour des signaux GPS-L1 se réfléchissant sur un bas-
sin artificiel à Calais. L’ensemble des expérimentations ont été
réalisées le 06 Juillet 2016. Seule la composante civile du si-
gnal émis par le satellite de PRN 29 est étudiée. La Figure
3 montre le dispositif expérimental. Les antennes réception-
nant les signaux direct et réfléchi sont positionnées sur un mât
téléscopique, porté par un véhicule instrumenté, à une hau-
teur de 11,27 m par rapport à la surface de réflexion. Les si-
gnaux sont réceptionnés par des antennes dédiées, en polarisa-
tion RHCP pour le signal direct et LHCP pour le signal réfléchi,



FIGURE 3 – Expérimentation menée le 30 Juin 2016 au Bassin
Carnot (Calais). Hauteur de référence : 11,27 m - 12 enregis-
trements de 13,9 secondes répartis sur 35 minutes.

puis enregistrés à l’aide d’une carte d’acquisition "SiFEn-R -
One by one" de l’entreprise Silicom. L’observable de différence
de phase est construite selon la méthode décrite dans [11]. En
accord avec la relation 9 et afin de couvrir un écart d’éléva-
tion maximum pour augmenter la précision de l’estimation, on
réalise une série de douze enregistrements de 13.9 secondes ré-
parties sur une trentaine de minutes. La Figure 3 représente les
délais de phase observés durant les séries de mesure dans le
référentiel de temps du sinus de l’élévation. On observe, sur
les agrandissements concernant les exemples de portions de
13.9 secondes de mesure, la présence d’oscillations supposées
dues à la présence de vagues sur la surface de réflexion et non
prises en compte dans le modèle. En conséquence, les estima-
tions de hauteurs obtenues pour des mesures de 13.9 secondes
présentent des erreurs de plusieurs mètres, voir de la dizaine
de mètres, et ne sont pas exploitables. En utilisant l’ensemble
des 12 mesures de 13.9 secondes dans la somme de la relation
5, la hauteur estimée est de 11.246 m c’est à à dire moins de
3 centimètres de la hauteur de référence. Ce résultat est en ac-
cord avec nos prédictions théoriques (relation 9). En effet, nous
disposons ici d’une durée d’observation totale de 167 secondes
et d’un écart en élévation de l’ordre de 14◦. Cette approche
permet ainsi la gestion de données manquantes, chose non réa-
lisable pour les techniques de déroulement de phase classique.

4 Conclusion

Cet article est consacré à la définition d’un outil statistique
permettant de réaliser une interpolation linéaire sur des don-
nées angulaires, et cela sans déroulement préalable. En se ba-
sant sur la distribution de von Mises, nous proposons une mé-
thode de regression linéaire-circulaire à l’aide d’une fonction
de contraste définie dans le domaine circulaire puis maximi-
sée en utilisant un algorithme de Newton Raphson. La regres-
sion linéaire-circulaire est appliquée aux mesures d’altitude par
réflectométrie des signaux GNSS à faible altitude. La hauteur
entre le système de réception et la surface de reflexion peut
être estimée en déterminant la pente d’évolution du délai de
phase entre les signaux direct et réfléchi. On montre, sur des
données synthétiques et sur des données réelles, que la régres-

sion linéaire-circulaire mise en oeuvre pour l’altimétrie GNSS-
R permet d’atteindre des précisions centimétrique. Ces perfor-
mances correspondent aux performances théoriques attendues
pour une technique d’interpolation linéaire.
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