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Résumé – Nous proposons un nouveau formalisme pour l’analyse spectrale des signaux bivariés décrits sous forme complexe. A la différence
des approches existantes, nous démontrons un lien naturel entre grandeurs statistiques et paramètres physiques du signal. L’approche est fondée
sur la définition de la densité spectrale quaternionique d’un processus bivarié. Une décomposition originale de tout signal bivarié stationnaire en
composantes polarisée et non-polarisée est présentée. Un exemple illustre la pertinence du formalisme.

Abstract – We propose a new framework to spectral analysis of stationary bivariate signals seen as complex signals. In constrast to existing
approaches, we show a natural link between statistical objects and physical parameters. The approach relies on the quaternion spectral density of
a stationary bivariate signal. An original decomposition of such signals into polarized and unpolarized components is presented. The proposed
approach is illustrated on a toy example.

1 Introduction

De nombreuses applications (océanographie, radar, etc.) né-
cessitent l’analyse spectrale de signaux bivariés, i.e. des si-
gnaux définis par 2 composantes u[t] et v[t] pouvant être com-
binées sous la forme d’un vecteur (u[t], v[t])T ou d’un signal
complexe x[t] = u[t] + iv[t]. Habituellement, l’analyse spec-
trale de ces signaux repose sur des méthodes multivariées stan-
dard [1] ou de traitement des signaux complexes [2]. Par exemple,
l’approche complexe mène à l’analyse en composantes rota-
toires du signal [3–5]. La contribution d’une fréquence donnée
au signal bivarié prend alors la forme d’une ellipse, dont les
paramètres géométriques dépendent des relations statistiques
entre composantes rotatoires. Un défaut de ces approches ré-
side dans la difficulté d’établir un lien simple entre densités
spectrales et paramètres physiques ou géométriques.

Nous proposons une nouvelle approche permettant d’établir
un lien naturel entre grandeurs statistiques et paramètres phy-
siques du signal. Celle-ci repose sur deux ingrédients : i) la
description des signaux bivariés comme signaux complexes et
ii) l’utilisation d’une Transformée de Fourier Quaternionique
(TFQ) menant à une représentation spectrale quaternionique de
ces signaux. Précédemment [6, 7] ont démontré la pertinence
du formalisme quaternionique pour l’analyse temps-fréquence
des signaux bivariés déterministes. Pour les signaux aléatoires
bivariés stationnaires nous montrons ici qu’il est aussi possible
de définir une densité spectrale quaternionique s’interprétant
directement en termes de paramètres de polarisation du signal
bivarié stationnaire. Cela aboutit à une séparation naturelle des
composantes polarisée et non-polarisée d’un signal bivarié. Le
potentiel de ce nouvel outil est illustré sur l’exemple (pas si
simple) du bruit blanc bivarié en Section 3.5.

2 Préliminaires

2.1 Quaternions
Les quaternions forment un corps H à 4 dimensions de base

canonique {1, i, j,k}, où i, j,k sont des imaginaires purs, i2 =
j2 = k2 = −1 et tels que

ij = k, ij = −ji, ijk = −1. (1)

Les quaternions englobent les nombres complexes, ce qui per-
met d’extraire des sous-corps complexes de H isomorphes à C,
par exemple Ci = span{1, i} ou Cj = span{1, j}. Une liste
exhaustive des propriétés des quaternions pourra être trouvée
dans [8]. Le produit est non-commutatif, i.e. pour p, q ∈ H,
pq ̸= qp en général. Tout quaternion q s’écrit sous la forme

q = a+ bi+ cj + dk, (2)

où a, b, c, d ∈ R. Le conjugué de q est q = a − bi − cj − dk.
Son module est |q|2 = qq = qq = a2+b2+c2+d2. On définit
la conjugaison par rapport à un axe donné µ = i, j,k par q∗µ,
par exemple q⋆j := a+ bi− cj + dk. Pour un usage futur, on
pose |q|2j = qq⋆j . On note S(q) = a ∈ R la partie scalaire de
q, et V(q) = q − S(q) ∈ span {i, j,k} sa partie vectorielle.

2.2 Transformée de Fourier quaternionique
Nous présentons ici la version discrète de la Transformée

de Fourier Quaternionique (TFQ) introduite dans [9]. Dans [6]
nous avons démontré l’intérêt de la TFQ pour l’analyse temps-
fréquence des signaux bivariés. Le théorème 1 de représenta-
tion spectrale des signaux bivariés, une contribution essentielle
de ce travail, repose sur l’utilisation de cette TFQ.



On se place dans le cas des signaux à temps discret. Soit t un
indice tel que x(t∆) = x[t], où ∆ est le pas d’échantillonage.
Dans la suite, on suppose ∆ = 1. La TFQ à temps discret d’un
signal x[t] à valeurs dans Ci est

X(ν) :=

+∞∑
t=−∞

x[t] exp(−j2πνt). (3)

La TFQ inverse est donnée par

x[t] =

∫ +1/2

−1/2

X(ν) exp(j2πνt)dν. (4)

Si l’on écrit x[t] = u[t] + iv[t], u[t], v[t] ∈ R, la TFQ devient

X(ν) = U(ν) + iV (ν), (5)

où U(ν), V (ν) ∈ Cj sont les TF à temps-discret de u[t], v[t] :
la TFQ revient à calculer simultanément deux TF usuelles. Les
propriétés usuelles de la TF sont alors aisément transposées à
la TFQ [6]. En particulier, tout signal bivarié x[t] ∈ Ci a une
représentation spectrale X(ω) ∈ H, et sa TFQ présente une
symétrie i-hermitienne

X(−ν) = −iX(ν)i (6)

Cette symétrie (6) montre que seules les fréquences positives
sont porteuses d’information.

Remarque. Cette propriété permet la construction d’un ana-
logue bivarié du signal analytique usuel, appelé plongement
quaternionique. On montre dans [6] que ce nouvel objet permet
l’identification de la phase instantanée et de la polarisation ins-
tantanée des signaux bivariés non-stationnaires déterministes.

3 Densité spectrale des signaux bivariés
stationnaires

Tout signal bivarié x[t] peut s’écrire x[t] = u[t] + iv[t], où
u[t], v[t] sont des signaux réels. Le processus x[t] est dit sta-
tionnaire d’ordre deux si u[t] et v[t] sont conjointement sta-
tionnaires d’ordre deux. Dans ce cas

E {x[t]} = E {u[t]}+ iE {v[t]} = m ∈ Ci, (7)
Ruu[t, τ ] = E {u[t]u[t− τ ]} = Ruu[τ ], Ruu[0] < ∞, (8)
Rvv[t, τ ] = E {v[t]v[t− τ ]} = Rvv[τ ], Rvv[0] < ∞, (9)
Ruv[t, τ ] = E {u[t]v[t− τ ]} = Ruv[τ ], (10)

où Ruu, Rvv et Ruv sont les fonctions d’autocovariance et d’inter-
covariance usuelles. La condition de stationnarité à l’ordre deux
(simplement appelée stationnarité dans la suite) assure que la
moyenne et les moments d’ordre deux sont indépendants de t.
Dans la suite on suppose x[t] de moyenne nulle (m = 0).

3.1 Représentation spectrale
Nous présentons un théorème de représentation spectrale qua-

ternionique des signaux bivariés stationnaires, dont la preuve
est donnée dans [10].

Théorème 1 (Représentation spectrale). Soit x[t] = u[t]+iv[t]
un signal bivarié stationnaire. Supposons u[t] et v[t] harmoni-
sables. Il existe alors une mesure aléatoire X(ν) à incréments
orthogonaux, à valeurs sur H telle que

x[t] =

∫ +1/2

−1/2

dX(ν) exp(j2πνt), (11)

en moyenne quadratique. La mesure X(ν) a pour propriétés :

1. ∀ν, E {dX(ν)} = 0,

2. Il existe une distribution Γxx(ν) telle que

∀ν, E
{
|dX(ν)|2

}
+E

{
|dX(ν)|2j

}
j = Γxx(ν)dν

3. Pour tout ν ̸= ν′,

E
{
dX(ν)dX(ν′)

}
= E

{
dX(ν)dX(ν′)⋆j

}
= 0.

Les propriétés 1, 2 et 3 sont des conséquences directes des
propriétés usuelles des incréments spectraux de u et v, obtenus
par la représentation spectrale usuelle basée sur la TF. La pro-
priété 2 introduit la densité spectrale quaternionique Γxx(ν)
d’un processus bivarié, dont l’interprétation physique est dé-
taillée dans la partie 3.3. La propriété 3 montre que les incre-
ments spectraux dX(ν) sont deux fois orthogonaux.

3.2 Autocovariance et Wiener-Khintchine
Le théorème 1 permet une description spectrale du processus

bivarié x[t] via sa densité spectrale. Classiquement, la densité
spectrale d’un processus peut être introduite comme la trans-
formée de Fourier de la fonction d’autocovariance grâce au
théorème de Wiener-Khintchine. Ici la notion d’autocovariance
d’un processus bivarié doit être attentivement définie si l’on
veut disposer d’un tel théorème de Wiener-Khintchine. Une ap-
proche naturelle est de simplement définir l’autocovariance de
x par la TFQ inverse de Γxx(ν). Soit

γxx[τ ] =

∫ +1/2

−1/2

Γxx(ν) exp(j2πντ)dν, (12)

ou de manière explicite

γxx[τ ] = Ruu[τ ] +Rvv[τ ]

+ (Ruu[τ ]−Rvv[τ ])j + 2Ruv[τ ]k.
(13)

L’autocovariance γxx[τ ] est à valeurs dans span {1, j,k}. Elle
n’est pas paire puisque Ruv[τ ] n’est pas paire en général. L’au-
tocovariance γxx[τ ] se manipule de manière similaire à l’au-
tocovariance usuelle. Par exemple, si x et y sont deux proces-
sus bivariés, stationnaires et indépendants, alors γx+y,x+y[τ ] =
γxx[τ ] + γyy[τ ]. Le même résultat s’obtient pour les densités
spectrales correspondantes.

Par cette définition l’autocovariance vérifie nécessairement
un théorème de Wiener-Khintchine. L’expression (13) peut pa-
raître inhabituelle au premier abord, mais il n’existe pas d’ex-
pression simple et naturelle de γxx[τ ] en fonction de l’autoco-
variance usuelle E

{
x[t]x[t− τ ]

}
et de la pseudo-covariance



E {x[t]x[t− τ ]}. Néanmoins il existe un théorème semblable
à Wiener-Khintchine reliant directement x[t] et sa densité spec-
trale Γxx(ν).

Théorème 2. Soit x un signal bivarié stationnaire. On a

S(Γxx(ν)) =

+∞∑
τ=−∞

E
{
x[t]e−j2πντx[t− τ ]

}
(14)

V(Γxx(ν)) =

+∞∑
τ=−∞

E
{
x[t]e−j2πντx[t− τ ]⋆j

}
j (15)

3.3 Paramètres de Stokes et sphère de Poincaré

Les paramètres de Stokes sont des quantités fondamentales
utilisées pour la description de la polarisation des ondes élec-
tromagnétiques [11]. On montre dans [10] que la densité spec-
trale Γxx(ν) s’exprime directement sous la forme :

Γxx(ν) = S0(ν) + iS3(ν) + jS1(ν) + kS2(ν), (16)

où Sα(ν), α = 0, 1, 2, 3 sont les paramètres de Stokes de x.
L’équation (16) revêt une puissante interprétation physique. Les
paramètres de Stokes permettent naturellement une décompo-
sition en composantes polarisée et non-polarisée, voir partie
3.4. La partie scalaire S(Γxx(ν)) = S0(ν), correspond à la
puissance totale à la fréquence ν, i.e. la somme des puissances
des parties polarisée et non-polarisée. La partie vectorielle dé-
crit uniquement la composante polarisée de x à la fréquence ν.
Cette partie peut s’interpréter comme décrivant une onde élec-
tromagnétique de polarisation elliptique.

La figure 1 représente la sphère de Poincaré des états de
polarisation [11]. A toute fréquence ν, la partie vectorielle de
Γxx(ν)– normalisée par sa partie scalaire S0(ν) – identifie un
point sur la sphère de Poincaré. Les coordonnées angulaires
(2θ, 2χ) donnent directement les propriétés de l’ellipse de po-
larisation, i.e. θ donne son orientation et χ son ellipticité.

Le rayon de la sphère de Poincaré donne le degré de polari-
sation Φ(ν) à la fréquence ν :

Φ(ν) =

√
S2
1(ν) + S2

2(ν) + S2
3(ν)

S0(ν)
=

|V(Γxx(ν))|
S(Γxx(ν))

. (17)

Par définition 0 ≤ Φ(ν) ≤ 1 pour tout ν. Le degré de polarisa-
tion Φ(ν) quantifie la répartition entre composantes polarisée
et non-polarisée. Par conséquent, le signal x est dit

— totalement polarisé à la fréquence ν si Φ(ν) = 1,
— non-polarisé à la fréquence ν si Φ(ν) = 0,
— partiellement polarisé à la fréquence ν si 0 < Φ(ν) < 1.

3.4 Composantes polarisée et non-polarisée

Tout signal bivarié stationnaire peut être décomposé en somme
de deux processus décorrélés : un processus totalement polarisé
et un processus non-polarisé.

i, S3

S0

j, S1

S0

k, S2

S0

Φ

2θ

2χ

FIGURE 1 – Sphère de Poincaré et états de polarisation : un
point sur la sphère correspond à un état de polarisation donné,
caractérisé par ses coordonnées sphériques (Φ, 2θ, 2χ).

Réécrivons la densité spectrale du théorème 1 comme

Γxx(ν)dν = [1− Φ(ν)]E
{
|dX(ν)|2

}
+
[
Φ(ν)E

{
|dX(ν)|2

}
+E

{
|dX(ν)|2j

}
j
]

= Γu
xx(ν)dν + Γp

xx(ν)dν, (18)

où les indices u et p dénotent respectivement les parties non-
polarisées (unpolarized) et polarisées (polarized). La décom-
position (18) est unique, et se réécrit sous la forme

Γxx(ν) = [1− Φ(ν)]S0(ν)

+ [Φ(ν)S0(ν) + iS3(ν) + jS1(ν) + kS2(ν)] .
(19)

Ce résultat formalise dans le cadre de la TFQ une décomposi-
tion bien connue des opticiens [11, p. 551]. Le degré de polari-
sation contrôle les contributions relatives des parties polarisée
et non polarisée du signal.

Dans le domaine temporel, la décomposition en composantes
polarisée et non-polarisée s’écrit par identification

x[t] = xu[t] + xp[t] (20)

où les processus xu et xp sont décorrélés. Notons qu’il n’y a
plus unicité de la décomposition, à la différence de (18).

3.5 Exemple du bruit blanc bivarié
A priori très simple, cet exemple permet d’illustrer plusieurs

concepts non-triviaux propres au cas bivarié. Toute mesure phy-
sique étant imparfaite, la caractérisation de la notion de bruit
est un préalable nécessaire à toute procédure de traitement du
signal. On considère le signal w[t] = u[t] + iv[t] où u, v sont
réels, i.i.d. et conjointement stationnaires tels que :

E {u} = E {v} = 0,

E
{
u2

}
= σ2

u, E
{
v2
}
= σ2

v , E {uv} = ρuvσuσv.
(21)



On obtient immédiatement les covariances
Ruu[τ ] = σ2

uδτ,0, Rvv[τ ] = σ2
vδτ,0, Ruv[τ ] = ρuvσuσvδτ,0.

(22)
Le signal w[t] est donc un bruit blanc bivarié. Grâce à (13) son
autocovariance est donnée par
γww[τ ] =

[
σ2
u + σ2

v + j(σ2
u − σ2

v) + 2kρuvσuσv

]
δτ,0. (23)

Sa densité spectrale est obtenue par TFQ :
Γww(ν) = σ2

u + σ2
v + j(σ2

u − σ2
v) + 2kρuvσuσv. (24)

Cette densité spectrale est constante. Elle ne présente pas de
composante suivant i, soit S3(ν) = 0 pour tout ν. Ceci montre
que l’état de polarisation d’un bruit blanc bivarié est nécessai-
rement situé sur l’équateur de la sphère de Poincaré. Par consé-
quent, il présente une ellipticité nulle : il est soit non-polarisé,
soit linéairement polarisé (partiellement ou totalement). Les
propriétés de polarisation sont les mêmes quelque soit la fré-
quence. Le degré de polarisation défini par (17) devient alors

Φ =

√
(σ2

u − σ2
v)

2 + 4ρ2uvσ
2
uσ

2
v

σ2
u + σ2

v

, (25)

où l’on observe que w[t] est non-polarisé si et seulement si
σu = σv et ρuv = 0, i.e. w[t] est circulaire à l’ordre 2 (par-
fois dit proper). Lorsque Φ ̸= 0, l’angle θ de la polarisation
linéaire est donné par θ = 0 si ρuv = 0 et parθ =

1

2
atan2

[
2ρuvσuσv

(σ2
u − σ2

v)

]
, si σu ̸= σv

θ = π/4, si σu = σv

(26)

lorsque ρuv ̸= 0 ; atan2 est la fonction arctangente à 4 qua-
drants. La décomposition en composantes polarisée et non po-
larisée du bruit blanc bivarié permet de simuler aisément un
bruit blanc bivarié de polarisation donnée. Soit 0 ≤ Φ ≤ 1
le degré de polarisation désiré, et θ ∈ [−π/2, π/2] l’angle de
polarisation. Soit S0 > 0 la puissance totale du bruit. Soit
wu[t] un bruit blanc non polarisé à valeurs dans Ci tel que
Rwuwu [τ ] = δτ,0. Définissons wp[t] un bruit blanc réel de va-
riance unitaire. On suppose wu[t] et wp[t] indépendants. Le
bruit blanc

w[t] =
√
S0

(√
1− Φwu[t] +

√
Φexp(iθ)wp[t]

)
(27)

a alors les propriétés de polarisation désirées. Cette décompo-
sition est illustrée par la figure 2 pour une réalisation.

4 Conclusion et perspectives
Nous proposons un cadre très général pour une analyse spec-

trale des signaux bivariés stationnaires. Nous avons introduit
une représentation spectrale quaternionique et défini la densité
spectrale d’un processus bivarié. Cela permet une description
fréquentielle des attributs de polarisation. De plus une décom-
position originale de tout signal bivarié stationnaire en compo-
santes polarisée et non-polarisée est proposée. L’estimation de
la densité spectrale peut se faire via le périodogramme de pola-
risation, comme détaillé dans [10]. Ce cadre méthodologique
permet d’envisager de nouvelles perspectives en traitement du
signal bivarié (estimation, filtrage, détection, etc.)

= +

= +

w[t]
√
1− Φ wu[t]

√
Φeiθ wp[t]

bruit blanc bivarié bruit blanc non-polarisé bruit blanc polarisé

FIGURE 2 – Decomposition en composantes polarisée et non
polarisée du bruit blanc bivarié.
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