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Résumé – Dans cet article nous considérons le problème de l’estimation de sous-espace d’un signal d’intérêt à partir d’un jeu de données
bruité. Pour ce faire, nous adoptons une approche bayésienne, similaire à celle développée dans [1], afin d’obtenir un estimateur minimisant la
distance moyenne (EMDM) entre la vraie matrice de projection UUT et son estimée ÛÛT . Plus particuliérement, nous étendons les estimateurs
proposés dans [1] au contexte de modèle linéaire avec des sources gaussiennes où l’a priori sur la base Ū sera une loi de Bingham ou une loi
de von Mises Fisher. Enfin, nous étudions numériquement les performances de l’estimateur proposé sur une application de type Space Time
Adaptive Processing (STAP) pour un radar aéroporté au travers de données réelles.

Abstract – In this paper, we focus on the signal subspace estimation using a Bayesian framework. Specifically, we extend [1] in order to
propose a minimum mean square distance estimator, of linear model with Gaussian sources, minimizing the expected distance between the true
projection matrix UUT and its estimate ÛÛT . Finally, numerical simulations based on synthetic and STAP real data illustrate the usefulness
of the proposed scheme for Bingham and von Mises Fisher priors for the subspace basis.

1 Introduction
L’estimation de sous-espaces est un problème omniprésent

dans le traitement du signal où le but est d’estimer le sous-
espace, de faible dimension, où se trouve l’information générée
par des signaux d’intérêt. Ceci représente une étape clé dans
de nombreuses applications, comme l’estimation des directions
d’arrivée [2], l’annulation d’interférence [11], ou la détection
de signaux [10].

Nous considérons dans ce papier un modèle linéaire. Ce mod-
èle est largement utilisé dans la littérature : la matrice de données
est modélisée sous la forme Y = US + N, où U représente
la base du sous-espace d’intérêt, S est le signal d’intérêt et
N est un bruit additif. Le problème adressé est d’estimer U
à partir des observations Y. La méthode la plus courante est
d’estimer le sous-espace U par décomposition en valeurs sin-
gulières (DVS) de la matrice de covariance empirique (SCM),
c’est-à-dire au travers des vecteurs propres prédominants de la
SCM. Ceci fournit généralement un estimateur précis de l’es-
pace R(U) (i.e. généré par U) pour un rapport signal/bruit
(RSB) élevé et/ou pour un échantillon de taille plus importante.
Cependant, cette méthode montre ses limites en dehors de ces
régimes asymptotiques. Une solution serait d’intégrer certaines
connaissances a priori dans le processus d’estimation, comme
proposé dans [1] et [5]. Par exemple, dans un cadre bayésien,
l’erreur minimale quadratique moyenne (EMQM) qui minimise
la distance Euclidienne moyenne entre la base réele U et son
estimée Û, ou l’estimateur minimisant la distance moyenne
(EMDM) qui vise à minimiser la distance entre la vraie matrice
de projection UUT et son estimée ÛÛT , ont été proposés res-

pectivement dans [5] et [1]. Plus particulièrement, dans [1], le
EMDM est proposé pour les modèles linéaires et de covariance
avec des distributions a priori pour S uniforme. Dans ce pa-
pier, nous étendons le travail de [1] pour un modèle linéaire où
l’a prior de S est une loi gaussienne avec un a priori pour U
de loi Bingham ou un von Mises Fisher. Enfin, nous étudions
numériquement les performances de l’estimateur proposé pour
une application de type Space Time Adaptive Processing (STAP)
pour un radar aéroporté au travers de données réelles.

2 Rappels et modèle des observations
Tout au long de ce papier, nous désignerons par Y ∈ RN×K

la matrice contenant les observations, par U ∈ RN×P la base
du sous-espace d’intérêt, par S ∈ RP×K la matrice contenant
le signal d’intérêt et par N ∈ RN×K la matrice représentant
la perturbation avec N le nombre de capteurs, K le nombre
d’observations, P la dimension du sous-espace d’intérêt (P �
N) et p(Y | U) désigne la probabilité conditionnelle de Y
sachant à U. Enfin, Tr{.} représente la trace d’une matrice et
E{.} l’espérance d’une variable aléatoire.

2.1 Estimateur minimisant la distance moyenne
L’EMDM minimise la distance entre les sous-espacesR(Û)

et R(U) engendrés respectivement par Û et U, c’est-à-dire,
‖ ÛÛT − UUT ‖2F , qui représente une distance naturelle
dans la variété de Grassman GN,P [3], [4] (l’espace des sous-
espaces de dimension P dans RN ). Cet estimateur est donné
par ÛEMDM = arg minÛ ‖ ÛÛT −UUT ‖2F=



arg maxÛ E{Tr{ÛTUUT Û}}, et se simplifie [1] comme étant
les P vecteurs propres associés aux P plus grandes valeurs
propres de la matrice M(p(U | Y)) =

∫
UUT p(U | Y)dU :

ÛEMDM = PP

{∫
UU

T
p(U | Y)dU

}
= PP {M(p(U | Y))} (1)

avec PP {.}, l’opérateur qui extrait les P vecteurs propres as-
sociés aux P plus grandes valeurs propres. Cette expression
dépond de p(U | Y) qui doit être spécifiée selon le modèle des
observations et de l’information a prior de S et de U.

2.2 Modèle des observations
Dans cet article, nous supposons que les observations sont

issues d’une somme d’un signal d’intérêt et d’une perturba-
tion qui suit une distribution gaussienne. Plus précisément, les
colonnes de N sont i.i.d. et suivent N (0, σ2I). De même, et
contrairement à [1] où S suit une loi uniforme, on suppose
que les colonnes de S sont i.i.d. et suivent N (0, σ2

SI). Ainsi,
le modèle linéaire est donné par Y = US + N. Puisque nous
adoptons un cadre bayésien, une distribution a priori doit être
assignée à U. Les distributions de bases orthonormées les plus
connues sont Bingham [7] et von Mises Fisher (vMF) [8].

2.2.1 Distribution de Bingham von Mises Fisher (BMF)

La distribution de BMF est paramétrée par les matrices A ∈
RN×N , B ∈ RP×P et C ∈ RN×P [6]. Dans notre étude,
on se restreint au cas où B est diagonale, A symétrique et C
orthogonale. On notera par U ∼ BMF (A,B,C) si la densité
de probabilité de U est donnée par pBMF(U) ∝ etr{CTU +
BUTAU} où etr{.} représente l’exponentiel de la trace. Les
distributions de Bingham et vMF sont des cas particuliers de
cette distribution.

2.2.2 Distribution de Bingham

La distribution de Bingham [7] est un cas particulier de la
distribution BMF où C est une matrice nulle. La matrice U suit
une distribution de Bingham paramétrée par A et B, c’est-à-
dire, U ∼ B(A,B), si sa densité de probabilité s’écrit comme
pB(U) ∝ etr{BUTAU} où A décrit une connaissance a prior
du sous-espace d’intérêt. Ici, on se focalisera sur le cas où A est
proportionnelle à la matrice de projection générée par la base
Ū. Par conséquent, on notera B = I et A = κŪŪT :

pB(U) ∝ etr{κUT ŪŪTU} (2)
où Ū représente le centre de la distribution et κ le paramètre de
concentration de la distribution.

2.2.3 Distribution de vMF

La distribution vMF est aussi un cas particulier de la dis-
tribution BMF [8] pour laquelle A et B sont nulles. U suit
une distribution de vMF avec les paramétres C, c’est-à-dire,
U ∼ vMF (C), si sa fonction de densité de probabilité est
donnée par pvMF(U) ∝ etr{CTU}. Comme précédemment,
nous considérons le cas où la matrice C est proportionnelle à
une matrice unitaire Ū. On notera C = κŪ, par conséquent,

pvMF(U) ∝ etr{κUT Ū} (3)

Remarque : Il est à noter que la distribution de Bingham, pB,
caractérise la distribution de R(U). La distribution de vMF,
pvMF, caractérise la distribution de la base orthogonale U. Par
conséquent, comme définie dans (2) et (3), pB est invariante
par rotation contrairement à pvMF.

3 Estimateurs proposés
Afin de développer l’algorithme EMDM, commençons tout

d’abord par exprimer la probabilité conditionnelle : p(Y | U) =∫
p(Y | S,U)p(S)dS ∝ etr

{
αGYTUUTY − 1

2σ2 YTY
}
,

où αG = σS
2

2σ2(σ2+σS
2) . Dans ce qui suit, on donnera l’expres-

sion de l’EMDM pour des distributions a prior de type Bin-
gham et vMF pour U.

3.1 Prior de Bingham
Nous commençons par calculer la distribution a posteriori

de U, qui est donnée par pB-G(U | Y) ∝ p(Y | U)pB(U) ∝
etr
{

UT
[
αGYYT + κŪŪT

]
U
}

, ce qui se simplifie par pB-G(U |
Y) ∝ B(αGYYT+κŪŪT , I). Ainsi, l’EMDM donné par (1),
s’obtient comme ÛEMDM-B-G = PP

{∫
UUT pB-G(U | Y)dU

}
=

PP
{∫

UUT etr
{

UT
[
αGYYT + κŪŪT

]
U
}
dU
}

. En uti-
lisant la proposition 1 de [1], qui établit que∫

UUT etr{UT (αGYYT+κŪŪT )U}dU etαGYYT+κŪŪT

partagent les mêmes vecteurs propres, on en déduit que

ÛEMDM-B-G = PP
{
αGYYT + κŪŪT

}
(4)

Remarque : La loi de Bingham en (2) peut s’étendre au cas
complexe (contrairement à vMF en (3)). Cet estimateur peut
donc s’appliquer à des données complexes (où αG est modifié
et les opérateurs T deviennent H ), comme illustré section 5.

3.2 Prior de vMF
Dans le cas d’un a priori vMF, la densité de probabilité a

posteriori de U est donnée par pvMF-G(U | Y) ∝ p(Y |
U)pvMF(U)

∝ etr
{
κŪTU + αGUTYYTU

}
∝ BMF (YYT , αGI, κŪ).

Ainsi, en utilisant (1) nous obtenons
ÛEMDM-vMF-G = PP

{∫
UUT pvMF-G(U | Y)dU

}
= PP

{∫
UUT etr

{
κŪTU + αGUTYYTU

}
dU
}

. Cepen-
dant, il est à noter qu’une expression analytique de l’EMDM
dans ce cas semble impossible à obtenir. Néanmoins, comme
dans [1], nous proposons d’utiliser un échantillonneur de Gibbs
afin de générer une distribution BMF [6], et calculer la moyenne
arithmétique induite (MAI) [9] de la matrice unitaire
U(n) ∼ BMF (YYT , αGI, κŪ), ainsi, l’EMDM est évaluée
par :

ÛEMDM-vMF-G = PP

{
1

Nr

Nbi+Nr∑
n=Nbi+1

U(n)(U(n))T

}
(5)



où Nbi représente le nombre d’échantillons (burn-in samples
en anglais) dans la chaı̂ne de Markov etNr le nombre d’échanti-
llons utilisés pour approximé l’estimateur.

Remarque : Nous rappelons que l’EMDM a été proposé dans
[1] pour un modèle linéaire où S suit une distribution a priori
uniforme. Pour un a prior de Bingham, par rapport à U, l’esti-
mateur est donné par ÛEMDM-B-U = PP

{
αUYYT + κŪŪT

}
.

Pour un a prior de vMF, l’EMDM est donné par (5) où U(n) ∼
BMF (YYT , αUI, κŪ) et αU = 1

2σ2 . La différence entre
l’estimateur proposé (voir (4) et (5)) et celui donné dans [1]
réside dans le scalaire αG. Pour de faible RSB, αG � αU , ce
qui implique que notre estimateur tend plus vers l’information
a prior de Ū. Cependant, pour de fort RSB, αG ≈ αU rendant
les deux estimateurs équivalent (cf. Fig. 1).
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FIGURE 1 – αG = σS
2

2σ2(σ2+σS
2)

et αU = 1
2σ2 en fonction du RSB pour

σ2 = 1.

4 Simulations numériques

Dans cette section, nous nous focalisons sur les simulations
numériques en utilisant la fraction moyenne d’énergie (FME)
comme critère de performance. La FME de l’estimateur Û,
donnée par FME(Û) = E{Tr{UT ÛÛTU}}, évalue la proxi-
mité d’un estimateur par rapport à la matrice U. Nous posons

K=5, N=20, P=5, RSB=log(
σ2
S

σ2 )=0dB, κ=20 et Ū =

[
Ip
0

]
,

les colonnes de S sont i.i.d. gaussiennes, U est deterministe et
fixé à Ū. Dans la suite, nous comparons les EMDM proposés,
désignés par ÛEMDM-B-G et ÛEMDM-vMF-G avec ceux proposés
dans [1], désignés par ÛEMDM-B-U et ÛEMDM-vMF-U, et la DVS
de la SCM, désigné par ÛSCM qui ne prend en compte aucun a
priori. Le MAI est calculé avecNbi = 10 etNr = 200. D’après
la Fig.2 et Fig.3, l’estimateur ÛSCM montre de mauvaises per-
formances en dehors des régimes asymptotiques. Nous notons
aussi que pour de faibles RSB et/ou un petit nombre d’échanti-
llons, les estimateurs proposés (4), (5), montrent une meilleure
performance par rapport à ceux présentés dans [1] ce qui est na-
turel car ces estimateurs sont naturellement plus tirés vers l’a
priori Ū (ici fixé déterministe dans la génération des données).
Dans les régimes asymptotiques, les estimateurs proposés ont
presque les mêmes performances que ceux donnés dans [1].

FIGURE 2 – MAI de Û en fonction du RSB, pour K = 5, généré avec une
distribution gaussienne pour S et Ū déterministe.

FIGURE 3 – MAI de Û en fonction de K, pour RSB = 0dB, généré avec
une distribution gaussienne pour S et Ū déterministe.

5 Application à la détection STAP

Dans cette section, nous illustrons l’intérêt de l’EMDM pour
le traitement adaptatif STAP qui signifie space time adaptive
processing en anglais pour un radar aéroporté au travers de
données réelles fourni par l’agence française DGA/MI [16].
Le STAP [12] est appliqué au radar aéroporté afin de détecter
les cibles mobiles, typiquement, le récepteur radar consiste en
une antenne de Q capteurs avec M pulsations dans un inter-
valle de traitement, c’est-à-dire, Nc = MQ. Nous supposons
que les K + 1 échantillons sont donnés par [15], z0 = d +
c0 + n0 et zk = ck + nk,∀k ∈ {1...K} où la cellule sous
test, z0, contient potentiellement une cible d = α0p(θ, vt)
qui doit être détectée. Tandis que α0 représente l’amplitude,
p le vecteur directionnel normalisé, vt la vitesse de la cible
et θ la direction d’arrivée de la cible (α0, vt et θ sont incon-
nus). Pour chaque échantillon, le bruit additif est issu d’une
somme d’un fouillis du sol c et d’un bruit Gaussien blanc noté
n. Les données secondaires {zk} sont supposées i.i.d., sans
corruption de signaux/cibles interférant. En invoquant la règle
de Brennan [13], le fouillis du sol est contenu dans un sous-
espace Πc = UcU

H
c de dimension connue R. Par conséquent,

en concaténant les données secondaires, nous obtenons, Z =
ΠcC+N. Il est intéressant de mentionner que, même si la fluc-
tuation du fouillis c ne peut pas être modélisée par une loi gaus-
sienne en pratique, nos résultats révèlent que notre estimateur



FIGURE 4 – Sortie du ANMF pour une grille de (θ, vt) avec θ ∈ [-3, 3] et vt ∈[-6, 6] (cas considérés Λ̂SCM , Λ̂SFPE , Λ̂EMDM-B-G). Voir [16] pour les
données techniques relatives aux conditions de mesure.

reste robuste à une telle hypothèse (c.f. Fig. 4). Dans ce qui suit,
nous illustrons les performances du filtre adapté normalisé de
rang faible ANMF (low rank adaptive normalized matched fil-

ter, en anglais) [12] donné par Λ̂(Π̂c) =
|dHΠ̂⊥

c z0|2

|dHΠ̂⊥
c d||zH

0 Π̂⊥
c z0|

où

Π̂c = ÛcÛ
T
c représente le projecteur sous-espace du fouillis

(PSF) estimé à partir des données secondaires {zk}. Les perfor-
mances d’un détecteur donné dépend de la précision de l’esti-
mateur PSF à partir duquel il est construit. C’est pourquoi nous
comparons les performances des détecteurs suivants : Λ̂SCM,
où le PSF est estimé à partir de la DVS de la SCM. Λ̂SFPE,
où le PSF est estimé à partir de la DVS d’un algorithme du
point fixe régularisé avec un γ minimal comme paramétre de
régularisation [14]. Λ̂EMDM-B-G, où le PSF est estimé à partir de
notre méthode, voir (4). Les paramétres αG et κ sont inconnus
en pratique, par conséquent, nous illustrons les performances
de l’estimateur défini comme ÛEMDM-B-G = PR

[
ZZH + βŪŪH

]
pour différentes valeurs du ratio β = κ/αG. L’information a
priori Ū sera donnée par la DVS de la matrice de covariance
du modèle STAP de [12]. Enfin, nous notons Λprior le détecteur
(non adaptatif) utilisant uniquement ce dernier a priori.

La Fig. 4 montre la sortie des différents détecteurs (c’est-à-
dire la valeur de l’ANMF pour une grille de paramètres cible)
pour une configuration de 10 cibles avec un nombre de données
secondaires limité (2R < K = 100 < Nc/2). Nous ob-
servons que, dans ce contexte, le détecteur Λ̂SFPE fournit une
détection de cibles avec un taux de fausses alarmes relative-
ment faible. Le détecteur Λ̂EMDM-B-G représente un compro-
mis entre Λ̂SCM (pour β = 0) et Λ̂prior (pour β → ∞). Par
ailleurs, le détecteur Λ̂SCM ne permet pas la détection de cible
car les réponses cibles semblent également annulées. Cela est
probablement dû à l’étalement des cibles dans les données se-
condaires et à la faible robustesse de la SCM. Le détecteur
déterministe Λ̂prior ne supprime pas le fouillis du sol augmen-
tant ainsi la probabilité de false alarme. Cependant, le détecteur
Λ̂EMDM-B-G fournit un compromis qui permet le rejet de l’in-
terférence dûe au fouillis du sol permettant ainsi une détection
de cible plus fiable. Ce détecteur présente de meilleurs résultat
que Λ̂SFPE pour les valeurs appropriées du paramètre β, ce qui
illustre l’intérêt de prendre en compte l’information a prior du

sous-espace et l’utilité du dégrée de liberté β. Comme perspec-
tives de ce travail, il sera intéressant de développer des méthodes
adaptatives pour la sélection du paramètre β = κ/αG. Un
deuxième point à étudier est le développement d’estimateurs
EMDM qui tiennent compte d’autres modèles de signaux (par
exemple des modèles de covariance, des sources colorées et
non gaussiennes).
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