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Résumé — Une nouvelle formulation convexe du partitionnement de données et de la segmentation d’image est proposée, a nombre K de régions
fixé, avec pénalisation du périmetre des régions. Ce probléme est ainsi une version spatialement régularisée du probleme des K-moyennes.
L’approche proposée repose sur une discrétisation de 1’espace de recherche, c’est-a-dire qu’il faut spécifier un nombre fini de candidats, parmi
lesquels les K centroides sont déterminés. Apres reformulation comme un probleme d’affectation, une relaxation convexe est proposée, qui fait
intervenir une boule de norme /1 . Un éclatement de celle-ci est proposé, afin d’éviter la projection cofiteuse sur cette boule. Des exemples
illustrent 1’efficacité de 1’approche.

Abstract — A new convex formulation to data clustering and image segmentation is proposed, with fixed number K of regions and penalization
of the region perimeters. So, this problem is a spatially regularized version of the K-means problem. The proposed approach relies on a
discretization of the search space; that is, a finite number of candidates must be specified, from which the K centroids are determined. After
reformulation as an assignment problem, a convex relaxation is proposed, which involves a l1 o, norm ball. A splitting of it is proposed, so as to

avoid the costly projection on this ball. Some examples illustrate the efficiency of the approach.

1 Introduction

Le partitionnement (clustering) de données vise a décom-
poser un ensemble d’éléments en K groupes, de maniere a
minimiser un certain cofit de dissimilarité intra-groupe. Ainsi,
le probleme classique des K-moyennes (K -means), en géné-
ral NP-difficile, consiste i partitionner N points de R? en K
groupes, en minimisant la somme des distances au carré de

chaque point au centroide (barycentre du groupe) le plus proche.

Une application est la quantification d’image couleur [1] : on
cherche la palette de K couleurs représentant au mieux une
image donnée. Les points sont alors les valeurs de pixels dans
R3 correspondant aux coordonnées dans un espace couleur.

Un probléme fondamental en traitement d’image et vision,
encore plus difficile, est celui de la segmentation d’image : on
cherche a décomposer une image de N pixels en K régions cor-
respondant aux objets qui composent la scéne, sur la base, en
plus d’une similarité intra-région, d’une certaine homogénéité
spatiale [2]. Nous considérons dans cet article une approche va-
riationnelle de type partitionnement minimal [3], c’est-a-dire
que ’homogénéité spatiale est obtenue en pénalisant le péri-
metre des régions. Ce probleme est parfois appelé probleme de
Potts [4] ou probleme d’approximation constante par morceaux
de Mumford-Shah [2].

De maniere générale, le probleme considéré peut étre for-
malisé comme suit. Les données y = (y,,)neq consistent en un
signal de domaine 2 = {1,..., N} ou une image de domaine
Q={1,...,Ny} x{1,..., Nao} (ayant N = N N5 pixels), a
valeurs y,, dans R<, muni de la norme euclidienne. Etant donné

un entier K > 2, on cherche a partitionner 2 en K régions1
Q. (donc Uszl Q= Qet QN Q= 0, pour tous k # k'),
et a trouver les centroides ¢, € R< associés, de telle sorte a
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ou per indique le périmetre et A > 0 est un parametre qui
contrdle le niveau de régularisation spatiale. Lorsque A = 0,
on retrouve exactement le probleme des K -moyennes. L’ ordre
de I’indexation ne joue alors plus aucun role et on peut rai-
sonner sur le nuage de points (1, )ncq dans R, qu’il s”agit de
partitionner en K groupes, dont les cj sont les barycentres.

On peut définir le signal ou I'image quantifié / segmenté x =
(Tn)neq avec @, = cg sin € Q. Ainsi, x est une approxima-
tion de y constante par morceaux, prenant au ];(lus K valeurs.
Notons que dans le cas d’un signal 1-D, 3 >°," | per(Q;) =
{n : x, # xp41}|, ot |- | indique le cardinal d’un ensemble,
est le nombre de sauts dans le signal. La définition en 2-D
du périmetre basée sur des différences finies est beaucoup plus
délicate [3,5].

On remarque que, a régions €2y, fixées, les centroides ¢y, so-
lutions du probléeme (1), sont les moyennes des éléments des
régions : ¢, = \Q_lk\ ZnEQk Yn - A Pinverse, les centroides C.
étant fixés, 1) lorsque A = 0, on obtient simplement les régions

1. Au sens strict, le nombre de régions est au plus K, et non exactement
K, car certaines régions €2 pourraient &tre vides. Ce n’est jamais le cas dans
les applications considérées.

2. On suppose des conditions de bord symmétriques, donc le bord du do-
maine (2 n’est pas compté dans le périmetre.



Q. & partir des cellules de Voronoi associées : 0, = {n €
Q : k = argming, ||y, — ||} 2) Lorsque A > 0, il existe
des méthodes efficaces pour résoudre le probleme, par relaxa-
tion convexe [3, 5, 6] ou coupure de graphe [7], voir aussi [8].
Il s’ensuit qu’une stratégie alternée est possible, mettant a jour
les Q. a ¢ fixés, puis inversement. Dans le cas A = 0, cela
donne exactement 1’algorithme classique des /-moyennes (a
ne pas confondre avec le probleme du méme nom). Méme s’il
converge vers un minimum local du probleme, il reste tres dé-
pendant de I’initialisation. Des méthodes globalement convexes,
de forte complexité, ont été€ proposées pour les cas particuliers
K = 2ou K = 4 [9-11]. L’auteur n’a pas connaissance de
méthode générique permettant d’approcher le minimum global
du probleme (1), réputé NP-difficile (I’approche par pénalisa-
tion des distances entre centroides [12] est inadaptée ici). Dans
cet article, le probleme est attaqué en discrétisant I’espace de
recherche des centroides : on fixe un ensemble I' = {a,, }M_,
de M points (avec K << M) de R?, appelés candidats, et les
centroides sont cherchés dans I" plutot que R? entier.

2 Approche proposée

2.1 Reformulation par lifting du probleme

On a vu que dans le signal ou I'image segmenté x, chaque
élément x,, prend comme valeur un des centroides cg, qui est
lui-mé&me un des candidats a,,,. On peut alors reformuler le pro-
bleme (1) sous la forme d’un probleme équivalent, dont I’in-
connue est le tableau d’affectation z, qui a une dimension de
plus que y, indexée par m = 1,...,M. Pour tout n €
etm = 1,...,M, zpp, vaut 1 si z, = a,, et vaut 0 si-
non. Chaque vecteur 2. ,, = (2, )M_, appartient donc a I’en-
semble A des vecteurs d’affectation binaires, c¢’est-a-dire des
vecteurs a éléments dans {0, 1} dont la somme vaut 1.

On retrouve x a partir de z par une simple sommation :

M
Ty = Z Zmonm, YN € (. )
m=1
De plus, on peut réécrire le terme d’attache aux données de (1)
comme

1 , 1 M
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ou, en abrégé, 1|z — y||3 = (2, w), o
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En utilisant la formule de la co-aire [3], le terme de régularisa-
tion de (1), quant a lui, peut étre écrit
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ou TV est une certaine forme discrete de la variation totale [5]
et Zm,: = (Zm,n)neq est un signal ou une image scalaire de
méme domaine €2 que y.

Il reste donc juste a reformuler la contrainte que le nombre
de régions 2, dans x est au plus K ou, de maniere équivalente,
que [{z,}| < K, c’est-a-dire que x ne prend ses valeurs que
dans K parmi les M candidats. On a la propriété suivante :

Proposition 1 Le tableau d’affectation = € A correspond,
via (2), & un signal ou une image x € T'* qui prend au plus K
valeurs distinctes, si et seulement si

[[2][1,00 < K, (6)

0ﬂ3 HZ”l,oo = Z%:l mMaxXneQ Zm,n-

En effet, comme z est a valeurs dans {0, 1}, un candidat a,,
est affecté a au moins un élément x,, (et constitue donc un des
controides cy) si et seulement si z,, . contient au moins un 1,
soit si et seulement si max,cq Zm,n = 1.

On peut donc réécrire le probleme (1), avec espace de re-
cherche I' des centroides, comme

M
o A
minimiser (z, w) + 3 Z_lTV(zm_,:) st [[2]]1,00 < K. (7)
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2.2 Relaxation convexe du probleme

Le probleme (7) est non convexe ; plus précisément, les fonc-
tions et ensembles sont tous convexes, hormis I’ensemble A
des vecteurs binaires d’affectation. On considere donc une re-
laxation convexe du probléme, obtenue en remplagant A par
son enveloppe convexe, qui est le simplexe A, soit I’ensemble
des vecteurs a éléments positifs dont la somme vaut 1 [13].
Introduisons la boule B = {s € RM*? . 5]} < K},
ainsi que la fonction indicatrice convexe 7 d’un ensemble &
qui vaut O si sa variable appartient a £ et +o0 sinon. Le pro-
bléme convexe proposé est donc

M
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La projection sur le simplexe peut étre réalisée de maniere ef-
ficace [13]. Par contre, la projection sur B, méme si elle peut
tre réalisée exactement en temps fini [14], reste trés coliteuse.
C’est pourquoi nous proposons un éclatement (splitting [15])
de la fonction maximum :

m=1

Proposition 2 La fonction maximum d’un vecteur, ou plus gé-
néralement d’un tableau a N éléments, s peut s’écrire comme
une convolution infimale :

o= gleiﬂr{lq/\/uNﬂc(s — S%q/V/uN), )

ot i > 0 est un paramétre dont la valeur est fixée, C est le cone
des vecteurs a éléments négatifs, S est I’opérateur linéaire qui
renvoie la somme des éléments d’un tableau et son adjoint, S*,
duplique un scalaire en un tableau de méme taille que s a N
éléments identiques.

max
n=1,...,

3. On abuse dans cet article des termes de norme et de boule /1 ~ : les
éléments de z étant positifs, on n’a pas besoin d’en prendre la valeur absolue.



Notons que, dans la Proposition 2, la norme de 1’opérateur
linéaire (s,q) — s — S*q/v/uN est 1+ 1/p.

Introduisons G = {s € RM . M s < K\/uN}. Le
probléme convexe que nous proposons de résoudre est ainsi :

mpimisr, (20)+ 3 1ae) H10(@) = (10

\ M M
5 Z TV (2m,:) + Z zc(zmyz — S*qm/\/uN).
m=1 m=1

Faute de place, nous ne détaillons pas 1’algorithme déve-
loppé, qui est la forme sur-relaxée (p = 1.9) de I’algorithme de
Chambolle-Pock [15]. Nous utilisons dans la section suivante
la forme isotrope de la variation totale discrete [S]. z ainsi que
les variables duales nécessaires a représenter les deux derniers
termes de (10) ont une taille en O(NM). La complexité de
chaque itération est en O(N M log M) (voire en O(N M) avec
une projection sur A en O(M) plutdt que par tri [13]).

3 Validation expérimentale
On considere le probleme des K-moyennes (A = 0, K =

20) visant a partitionner le nuage y de N = 3000 points en
dimension d = 2 du jeu de données A1 disponible a 1’adresse

https://cs.joensuu.fi/sipu/datasets/.Dansune

premiere expérience, I’ensemble I' forme une grille uniforme
de 40 x 80 points dont on n’a gardé que les M = 2280 points
dans I’enveloppe convexe de y. L’algorithme converge en un
nombre fini d’itérations vers la solution exacte du probleme
(10), représentée en Fig. 2, qui se trouve étre binaire (ce que
I’on teste aisément en vérifiant que min,cq max%zl Zmn =
1). Ainsi, et cela est remarquable, on a obtenu la solution du
probléme non convexe (1) (pour ce choix de I'). Dans une se-
conde expérience, les candidats coincident avec les données :
M = N etI' = y. On obtient la aussi en temps fini la solution,
identique, des problemes (10) et (1).

On considere ensuite le probleme de quantification d’image
couleur [1], qui se ramene au probleme des /{-moyennes visant
a partitionner les valeurs de pixels ¥,, dans I’espace couleur
CIELAB (d = 3). En effet, la distance euclidienne dans cet es-
pace est une bonne approximation de la distance perceptuelle.
On construit une palette de M = 279 couleurs, représentée
en Fig. 1. L’algorithme converge a nouveau en un nombre fini
d’itérations vers la solution exacte binaire des problemes (10)
et (1), dans les six cas illustrés en Fig. 3.

Enfin, on considere le probleme de segmentation, avec K =
5, A = 500 et la palette de la Fig. 1, pour les deux images
en haut de la Fig. 3. On voit bien apparaitre 5 couleurs dans
les images segmentées, voir Fig. 4, mais z n’est pas binaire et
des mélanges de couleurs apparaissent au niveau des contours.
Notons que ’orange des tournesols est différent de celui ob-
tenu par quantification en Fig. 3 : cela justifie I’approche glo-
balement convexe proposée, plutdt que d’estimer d’abord les
K couleurs ¢, puis de résoudre (1) a ci, fixées.
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FIGURE 1 — Palette de M = 279 couleurs obtenue en échantillonnant I’espace CIELAB sur un treillis cubique centré (les deux
dernieres couleurs orange et rouge ont été ajoutées manuellement).

o | Seesssesessass.

FIGURE 3 — Résultats = de quantification couleur de deux
images y de taille 168 x 254 et 228 x 298, ligne du haut, sur
K =6, K =5, K = 4 couleurs parmi la palette I' représentée
en Fig. 1, de haut en bas.

FIGURE 2 — Partitionnement de N = 3000 points (en rouge)
en K = 20 groupes. Les M candidats a,, sont représentés
avec une couleur correspondant & max,,cq Zm,n, O 2 est la
solution du probleme (10). En haut, les candidats sont sur une
grille uniforme. Au milieu, les candidats coincident avec les
données. Dans les deux cas, z est binaire et donc solution de
(7). En bas, centroides trouvés par 1’algorithme kmeans de
Matlab, en noir, et méme chose mais en initialisant kmeans FIGURE 4 — Résultats z de segmentation des deux images y en

avec les centroides trouvés par la méthode proposée (en jaune 1.4t de 1a Fig. 3, pour K = 5, A\ = 500, et la palette T' des
sur la figure du milieu), en vert.

couleurs candidates en Fig. 1.



