Sur la recherche de ¢-entropie a maximisante donnée
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Résumé — Nous nous intéressons ici au probléme de lois d’entropie maximum, sous contraintes de moments. Contrairement au probléme usuel
de recherche de maximisante d’une entropie donnée, ou de contraintes pour qu’une loi fixée soit maximisante, nous considérons la recherche
de I’entropie elle-méme telle qu’une loi donnée en soit sa maximisante. Il s’agit en quelques sorte d’adapter 1’entropie a la maximisante. Cette
approche trouve potentiellement des applications dans les problémes de tests d’adéquation basés sur des criteres entropiques. Elle permet de
sortir du cadre des lois de la famille exponentielle, correspondant aux maximisantes de 1’entropie de Shannon, et également de se limiter a des
contraintes de moment simples, en pratique estimés a partir de 1’échantillon observé. Cette approche nous conduit enfin a définir des fonction-
nelles entropiques fonction a la fois de la densité de probabilité et de 1’état, permettant de traiter des lois non symétriques ou multimodales.

Abstract — In this paper, we are interested in maximum entropy problems under moment constraints. Contrary to the usual problem of finding
the maximizer of a given entropy, or of selecting constraints such that a given distribution is a maximizer, we focus here on the determination
of an entropy such that a given distribution is its maximizer. The goal is in some sense to adapt the entropy to its maximizer, with potential
application in entropy-based goodness-of-fit tests. It allows us to consider distributions out the exponential family — to which the maximizers
of the Shannon entropy belong, and also to consider simple moment constraints, estimated from the observed sample. Finally, this approach
also yields entropic functionals that are function of both probability density and state, allowing us to include skew-symmetric or multimodal
distributions in the setting.

1 Introduction Dans des problemes d’adéquation a des lois, on peut vouloir
élargir le champ des lois testées hors du cadre de la famille ex-
ponentielle, et/ou se focaliser sur des lois contraintes par des
moments simples, d’ordre 1 ou 2, d’estimation mieux maitri-
sée. On doit alors considérer d’autres entropies que celle de
Shannon, et en particulier construire des entropies adaptées aux

lois étudiées. Nous en donnons ici quelques idées directrices.

Le principe de recherche des lois 2 maximum d’entropie sous
certaines contraintes de moments est largement utilisé dans le
domaine de la physique pour la modélisation statistique de sys-
teme satisfaisant les dites contraintes [1], ou dans divers pro-
blemes de traitement de données comme en communication,
clustering, reconnaissance de forme (voir par exemple [1, 2] et
références). De méme, en statistique, divers problemes de test
d’adéquation a une loi s’appuient sur des critéres entropiques,
I’entropie retenue étant celle dont la loi testée en est sa maxi-
misante sous contraintes de moments [3]. Le principe en est de
comparer I’entropie de la loi testée ou les moments théoriques
sont remplacés par leur estimés, a une estimation directe de
I’entropie a partir des données [4-6].

Parallelement a ce constat, il est également connu que les
lois a maximum d’entropie de Shannon sous contraintes de

2 ¢-entropies a2 maximisante donnée

2.1 ¢-entropies : définition et maximisantes

Définition 1. Soit ¢ : QO C Ry — R une fonction définie,
différentiable et strictement convexe sur I’ensemble convexe ).
On appelle ¢-entropie d’une probabilité sur X (convexe de R),
de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue, le réel

moments appartiennent a la famille exponentielle [1]. Une loi
de cette famille peut &tre vue a maximum d’entropie sous
contraintes particulieres ; la loi Gamma par exemple est a maxi-
mum d’entropie de Shannon sous contraintes de moyenne et de

moment logarithmique.

Hylf] = — /X o(f(2)) da. )

Par exemple, ’entropie de Shannon est associée a ¢(z) =
xlogz et celle de Havrda-Charvat-Tsallis a ¢(z) = (2?7 —

x)/(qg—1).



De maniere générale, on pourrait considérer des h-¢ entro-
pies de la forme h(H[f]) avec h croissante (ou ¢ concave et h
décroissante) [7]. Comme h n’intervient pas dans le probleme
de maximisation, nous nous limiterons ici a la définition 1.

Etant données n + 1 fonctions mesurables 7, = 1,
Ti,...,T, linéairement indépendantes de X’ dans R et (ty =
1,t1,...,t,) € R onnote

f::{f:X—>R+:/Ti(x)f(x)dm:ti,izo,...,n} 2)
X

I’ensemble des densités sur X’ vérifiant les contraintes de mo-
ments.

Nous considérons ici le probleme de maximisation de la ¢-
entropie (1) sous contraintes de moments

fr= arg?ea}( Hylf] 3)

Notons qu’en raison de la stricte convexité de ¢, la fonction-
nelle Hy est concave, et le probléme de maximisation (3) ad-
met donc une unique solution.

Proposition 1. Supposons qu’il existe fo € F telle que
¢ (fo(z)) =D NTi(w), pourptzecX, 4
i=0

ot (N, -, A\n) € R Alors fq est I'unique solution du pro-
bleme de maximisation d’entropie (3).

Démonstration. Soit la divergence de Bregman associée a ¢,
Dy(y1,y2) = o(y1) — d(y2) — ¢'(y2) (y1 — y2) définie sur
le convexe X' x X. En raison de la convexité stricte de ¢, Dy
est positive, et nulle ssi y; = yo. Pour tout f € F, en posant
y2 = fo(z) ety; = f(x) puis en intégrant sur X', on obtient

0 <=Holfl+Holhl 3" A [ T@) (@)= fo(w) de, )

avec égalité si f = f presque partout. La conclusion en dé-
coule immédiatement en remarquant que les intégrales dans (5)
s’annulent car f et f, partagent les mémes moments. 0

La réciproque n’est pas nécessairement vraie [8]. Elle est
cependant exacte lorsque X est un compact [9] ou pour des
fonctions f localement bornées sur X’ quelconque [10].

2.2 ¢-entropies contraintes par la maximisante

Nous cherchons a caractériser une densité f; maximisant
une ¢-entropie sous des contraintes de moments. Une approche
classique consiste a fixer a priori la ¢-entropie — typiquement,
I’entropie de Shannon — puis a déterminer les contraintes de
moments appropriées, s’il en existe. L’approche alternative dé-
veloppée ici consiste a choisir a priori des contraintes simples
— typiquement, des contraintes sur les moments d’ordres 1 et 2
— puis a déterminer une fonction ¢, si elle existe, telle que fy
réalise le maximum de la ¢-entropie sous les contraintes don-
nées. Précisément, la démarche consiste a

1. Fixer a priori Ty = 1,T4,...,1T,;
2. Exhiber une fonction strictement croissante ¢’ telle que
fo satisfasse I’équation (4) ;

3. La primitiver pour obtenir ¢(x) = / ¢ (y) dy.

Clairement, une telle fonction ¢’ existe si et seulement si les
fonctions ZZ NiT; et fo définissent le méme ordre sur X, i.e.,

(Z)\iTi(x) SZME‘(?J))‘:)(JCO(@") <fo(y)), z,yeX. (6)

Si (6) est vérifiée, les fonctions ) . \;T; et fo ont un comporte-
ment similaire (mémes variations et symétries). En particulier,
> AT est constante sur £ ' ({y}) et

n

W)=Y NT(fi'W), yefolx) O

=0

est bien définie. Notons que les parametres A; font partie in-
tégrante de la définition de ¢’ (qui n’est donc pas unique) et
pourront étre choisis de maniere a simplifier son expression.

2.3 Fonctionnelle dépendant de I’état

La condition (6) n’est pas toujours satisfaite, en particulier si
I’on souhaite se limiter a des moments simples. Par exemple, la
densité de la loi Gamma n’a pas le méme comportement qu’un
polyndéme du second degré : elle ne pourra maximiser aucune
¢-entropie sous contraintes de moments d’ordre 1 ou 2. Cette
restriction peut &tre contournée pour certaines lois en étendant
la classe des ¢-entropies a des fonctionnelles dont I’intégrande
dépend non seulement de la densité, mais aussi de 1’état.

Définition 2. Soit ¢ : X x Q — R telle que pour tout © € X,
¢(z, ) soit strictement convexe et différentiable sur I’ensemble
convexe 2 C R,. On appelle ¢-entropie état-dépendante
d’une probabilité sur X de densité [ le réel

IMﬂ:—Aaanmm ®)

Comme ¢(z, -) est convexe, Hy[f] est concave. Le probleme
de maximisation sous contraintes défini en (3), étendu aux ¢-
entropies état-dépendantes admet donc une unique solution ; le
résultat obtenu a la proposition 1 se généralise comme suit.

Proposition 2. Supposons qu’il existe fo € F telle que

8 n
afj(x,y = fo(x)) =Y _NiTi(z), pourptzeX, (9)
1=0

ot (Mo, \n) € R Alors fq est U'unique solution du
probléme de maximisation d’entropie (3), o Hy est donnée
par (8).

Démonstration. La preuve est en tous points similaire a celle
de la proposition 1. O



La démarche développée dans la partie 2.2 peut encore étre
étendue a la recherche d’une entropie état-dépendante telle
qu’une densité donnée f; la maximise sous des contraintes de
moments, grice a une partition de X telle que fy soit mono-
tone sur chaque partie, en considérant les moments partiels sur
chacune de ces parties.

Définition 3. Soit ¢ X x Q +— R et une partition
(X1,...,Xm) de convexes de X telle que la fonction ¢ s’écrit

m

Z ()L, (), (10)

avec 14 fonction mdlcatrlce de I’ensemble A et chaque ¢y
étant convexe. La ¢-entropie état-dépendante associée a ¢ sera
dite (X1, ..., X, )-dépendante.

Pour le probléeme (3) ou les contraintes sont restreintes sur
chacun des ensembles de la partition, la proposition 2 implique
immédiatement le résultat suivant.

Proposition 3. Supposons qu’il existe fo € F telle que

> (6h(fo(@)) = 2o - Z N Thoi (2)) 1, (2) = 0,

k=1 1=
avec des contraintes de moments données par des fonctions
Tiin(@)Ly, (), k=1,...,m

Alors fy est solution du probleme (3), ou Hy est ['entropie
(X1, .., Xm)-dépendante associée a ¢ donnée par (10).

ie=1,...,nk.

Par suite, I’identification d’une ¢-entropie état-dépendante
telle qu’une distribution f; la maximise sous contraintes de
moments peut se résoudre selon la démarche suivante :

1. Fixer une partition (Xi,...,X,,) de X telle que la dis-
tribution f( soit monotone sur chaque partie X}, .

2. Fixer un ensemble de fonctions Ty, (x), k =

1,....,m, i =1,...,ny et des parametres Ay ;, tels
ng

que Z AMiyip, Lk ip, €t fo définissent le méme ordre sur
in=1

X — voir (6).

3. Considérer ¢}, définie par

= i )\k,ika,ik (f(;li(y)>

1.=0
)= [ow)

Ici encore, les Ay ;, font partie intégrante de la définition
des ¢j, et pourront étre choisis judicieusement de facon a en
simplifier I’expression.

Dans une optique d’application a des tests d’adéquation a
une loi de densité fy, 1’estimation de moment restreints a
chaque sous domaine X}, de X est envisageable facilement par
seuillage des données a tester (avec éventuellement la nécessité

d’estimer les seuils définissant la partition).

avec fg ,1 fonction inverse de fj sur X}.

4. Primitiver les résultats pour obtenir ¢ (y

3 Quelques exemples

3.1 Gaussienne, Student et moment d’ordre 2

Dans le cas d’école de la distribution gaussienne, fo(z) =

\/2170 exp (—%), et cette loi est maximisante d’une ¢-
entropie sous contrainte de moment 7 (z) = x? sur X = R si
¢ vérifie I’équation (7), soit ¢'(y) = (Ao — 02 log(2ma?) A1) —
202\ log y. Le choix judicieux Ao = 1 — log(2ma?) et A} =
—2%2 conduit immédiatement & ¢(y) = ylogy : on retrouve
I’entropie de Shannon dont la gaussienne est maximisante [1].

Le second cas d’école consiste en la distribution g¢-
gaussienne (distribution Student ou de Tsallis) [11], soit
fo(z) = Cq (1= (q—1)Ba? )ﬁ avec x4 = max(z,0) et
q > 0. Sous contrainte de moment d’ordre 2, ¢ doit vérifier

A Ay ytTt
'y) = (>\0+ (qfi)g) ~ G

—1_
o= 2C et = —q I conduitd g(y) = L, et

par suite a I’entropie de Havrdat Charvaat ou de Tsallis, dont
la g-gaussienne est la maximisante [11].

Le choix judicieux

3.2 Loi arcsinus et moment d’ordre 2

Pour cette loi, cas spécial de distribution beta, fo(x) =
1 b
/a7 Sur X = (—a. ;). LorS(.lue. le moment d’ordre 2 esF
contraint, cette di strlbutlon est maximisante d’une ¢-entropie si
2
' (y) = (Mo + Ma?) — ﬁQ >. Le choix \g = —% et A\ = 72
conduit a

I L)) a
[ﬂu,+aﬂ dx
=T T Hylf]l=— ] ——.
) " slf] 70
3.3 Loi Gamma : un exemple asymétrique

o, a—1
Les lois gamma, soit fo(z) = ﬁ%’w sur X =Ry,
sont non monotones et unimodales pour o > 1. Précisément,

une telle loi est monotone sur chaque sous-domaine

Xy = {0; O?) et X, = [agl; —l—oo).

En raison de ’asymétrie de la loi, elle pourra par exemple étre
vue comme maximisante sous contraintes de moments d’ordre
p > 0 partiels (typiquement p = 1 ou p = 2), T 1(x) =
xP1y, (). Sur chaque domaine X}, fo est inversible, sous la

forme f; Ly) = 152 Wy (nya 1) avec

1 T'(«@)

€105 —a=1|> = a1

g [ <e7>a-1} " Bla—pT
et W fonction de Lambert multiforme, solution de z =
W(z) exp(W(z)), ou k désigne la branche de cette fonction,
principale pour £ = 0, secondaire pour k = —1. Par suite, fj
est maximisante de la ¢-entropie sur chaque branche qui sa-
1 p
tisfait  I'équation &/, (y) = Ao + A1 [— Wk(—Tyﬁ)} :

l—«o

ou le facteur 7 est absorbé dans les Ay ;. Nécessairement



(—=1)¥Ar.1 > 0 pour que ¢}, soit croissante. On peut montrer
que ¢ et ¢_1 s’écrivent

&r(y) =ck + Xoy + A1y [— Wk(—Tyﬁﬂp X

P1F1<1;p+a71; (170[)Wk<77—yﬁ))
1—
p+a—1

avec 1F} fonction hypergéométrique confluente (ou de Kum-
mer). On pourra choisir les constantes d’intégration c; de ma-
niére a garantir ¢ (0) = 0, en particulier pour £ = —1, le
domaine X_; étant non borné.

Les deux composantes ¢ et ¢_;1 de ¢ correspondant au cas
d’une contrainte d’ordre p = 2 sont représentées figure 1 pour
B =3, a =2eta = b5, avec les choix (pour des raisons
d’illustration) A\g = 0, A\p;1 = 1,A_1 1 = —0.1.

a=2 a=2>5
0 0.05
%o 4
-0.1 0
-0.2 0
-0.3
¢ -0.05 b1
-0.4
0 0.1 0.2 0.3 0 005 01 015
y y

FIGURE 1 — Composantes ¢ et ¢_1 de la fonctionnelle entro-
pique (Xp, X_1)-dépendante telle que la distribution gamma
en soit la maximisante sous contraintes de moments partiels
Tk-yl(l') = IQ]].Xk (x)

4 Discussion

Dans cet article, nous avons revisité le probleme d’entropie
maximale sous contraintes. Dans I’optique de s’appuyer sur des
criteres entropiques pour des tests d’adéquation a une loi, le
probléme consiste a voir la loi cible comme a entropie maxi-
male sous contraintes. Nous avons proposé ici de chercher non
pas les contraintes adéquates permettant de voir une distribu-
tion donnée comme maximisante de I’entropie de Shannon,
mais au contraire d’adapter la fonctionnelle entropique a la loi
cible, en se limitant a des contraintes simples et en se plagcant
dans la classe des ¢-entropies. L approche proposée permet en
outre potentiellement de sortir des lois de la famille exponen-
tielle. De plus, en permettant a la fonctionnelle entropique de
dépendre a la fois de 1’état et de la loi, les cas de lois asymé-
triques ou encore multimodales peuvent étre considérés.

Dans un cadre applicatif (tests d’adéquation, problemes de
clustering revisité, ...), la problématique de I’estimation de
I’entropie se pose alors. Les approches de type plus proches
voisins [12], s’appliquent naturellement a toute ¢-entropie.

Pour étre complet, un probléme important a traiter serait ce-
lui de larecherche d’inégalités de type Cramér-Rao, reliant mo-
ment et information de Fisher généralisée a définir de sorte que
I’inégalité soit saturée pour une loi donnée. Il s’agirait typique-
ment de relier une distribution fy donnée, un moment simple

de celle-ci, la ¢-entropie pour laquelle f; est sa distribution
d’entropie maximale, et une ¢-information de Fisher permet-
tant de minorer une erreur moyenne sur 1’estimation de ce mo-
ment avec saturation pour la loi fy (voir par exemple [13]). Une
telle étude, en cours, s’avere néanmoins délicate, en particulier
dans le cadre étendu d’entropies dépendantes de I’ état.
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