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Résumé – Le problème considéré est la reconstruction d’un signal ou d’une image sous contraintes de non-négativité et de somme constante. La
contrainte de somme est imposée par l’utilisation de divergences invariantes par changement d’échelle, ce qui conduit à des algorithmes itératifs
de forme très simple. Deux familles de divergences entre deux champs de données p et q sont considérées, les α-divergences et les β-divergences.
Une procédure permet de rendre ces divergences invariantes. Un algorithme de point intérieur est alors développé et utilisé dans le contexte des
problèmes mal posés. Des illustrations numériques sont proposées pour la déconvolution d’images interférométriques.

Abstract – The subject of this paper is the reconstruction of a signal or an image under constraints of non negativity and of constant sum. The
sum constraint is imposed by the use of scale invariant divergences, which allows the development of simple iterative algorithms. Two families
of divergences between two data fields p and q are considered, the α-divergence and the β-divergence. A procedure is applied to make them
scale-invariant w.r.t. p and q. The resulting method is an interior point type algorithm useful in the context of ill-posed problems. Numerical
illustrations are given for the deconvolution of interferometric images.

1 Introduction

Le problème considéré dans ce travail est rencontré dans de
nombreuses applications physiques, parmi lesquelles on peut
citer la déconvolution, le démélange linéaire pour l’imagerie
hyperspectrale ou la factorisation par matrices non négatives
(NMF). Il s’agit de minimiser une divergence par rapport à x
entre des données mesurées p et un modèle q = Hx avec hij ≥
0, en respectant les contraintes xi ≥ 0 ∀i et

∑
i xi = C, C >

0, de plus
∑
i hij = 1 et on fixera C =

∑
i pi.

Ce problème de minimisation sous contraintes a été très étu-
dié ces dernières années et des solutions ont été proposées prin-
cipalement dans le cas d’une fonction de coût quadratique. Nous
proposons ici une méthode applicable à toute divergence cons-
truite à partir d’une fonction convexe. La contrainte de non-
négativité est imposée en appliquant les conditions de Karush
Kuhn Tucker (KKT), [1] et nous avons proposé dans des tra-
vaux précédents d’imposer la contrainte de somme par chan-
gement de variables avec application à la NMF, [2] et au dé-
mélange linéaire pour l’imagerie hyperspectrale, [3, 4]. Nous
proposons ici une procédure systématique pour obtenir une di-
vergence invariante par changement d’échelle afin que que la
contrainte de somme soit vérifiée très simplement en raison des
propriétés des divergences obtenues. L’algorithme proposé, de

type gradient, vérifie les contraintes à chaque itération, ce qui
en fait un algorithme de point intérieur.

La méthode est appliquée à un problème de reconstruction
d’un objet astrophysique. Il s’agit de la déconvolution d’une
éventuelle exoplanète de type Saturne à partir d’observations
interférométriques dans l’espace.

2 Divergences invariantes par change-
ment d’échelle

On considère les divergences construites sur la base de la
fonction convexe :

f (x) =
1

γ (γ − 1)
[xγ − γx− (1− γ)] . (1)

Pour cette fonction, on a f (1) = 0, f ′ (1) = 0 et f ′′ (1) = 1.
Une divergence de Csiszár, [5], entre deux champs de données
p et q, construite sur une fonction convexe f est définie par :

A (p‖q) =
∑
i

qif

(
pi
qi

)
(2)



Dans le cas particulier de la fonction 1, on a :

Aγ (p‖q) =
1

γ (γ − 1)

[∑
i

(
pγi q

1−γ
i − γpi + (γ − 1) qi

)]
.

(3)

La forme obtenue est appelée la α-divergence, étudiée en dé-
tails par Amari et al., [6, 7]. Parallèlement, la divergence de
Bregman, [8], construite sur une fonction convexe f , est défi-
nie comme :

B (p‖q) =
∑
i

(
f (pi)− f (qi)− (pi − qi) f

′
(qi)
)
, (4)

et cette définition appliquée à la fonction 1 conduit à :

Bγ (p‖q) =
1

γ (γ − 1)

[∑
i

(
pγi + (γ − 1) qγi − γpiq

γ−1
i

)]
.

(5)

C’est la β-divergence proposée par Basu et al., [9] et par Eguchi
et Kano, [10].

La première étape de notre analyse consiste à appliquer sur
les divergences 3 et 5 une transformation qui permet d’obtenir
de nouvelles divergences invariantes par rapport à un facteur
multiplicatif positif sur q, c’est à dire invariantes par change-
ment d’échelle. L’objectif est d’obtenir des divergences dont
les valeurs ne dépendront que de la forme de p et de q et non
de leurs amplitudes relatives.

La procédure permettant d’atteindre ce résultat a été suggé-
rée par Eguchi et Kato, [11] et peut être résumée comme suit,
pour une divergence D (p‖q) :

1. Considérant le facteur T (p, q) > 0, exprimer D(p‖Tq).
2. Résoudre, pour T > 0 l’équation ∂D(p‖Tq)

∂T = 0.

3. Remplacer T par l’expression obtenue dans D(p‖Tq).
Les facteurs TAγ(p, q) et TBγ(p, q) obtenus pour les α-diver-
gences et les β-divergences sont :

TAγ (p, q) =

[∑
j p

γ
j q

1−γ
j∑

j qj

] 1
γ

, TBγ (p, q) =

∑
j pjq

γ−1
j∑

j q
γ
j

.

(6)
On peut remarquer que lorsque q → p, TAγ (p, q) et TBγ (p, q)
→ 1. Les divergences invariantes ainsi obtenues à partir de 3 et
5 sont données par :

AIγ (p‖q) =
1

γ − 1(∑
i

qi

) γ−1
γ
(∑

i

pγi q
1−γ
i

) 1
γ

−
∑
i

pi

 (7)

et

BIγ (p‖q) =
1

γ (γ − 1)∑
i

pγi −

(∑
i

qγi

)1−γ (∑
i

piq
γ−1
i

)γ . (8)

Ces nouvelles divergences sont insensibles à un changement
d’échelle sur q et apparaissent comme la différence de deux
termes. Nous pouvons appliquer sur chacun de ces termes une
fonction croissante sans modifier le signe de la divergence. On
effectue cette opération en utilisant la fonction « logarithme dé-
formé ou généralisé », définie pour u > 0 par :

Ld(u) =
ud − 1

d
(9)

dont les limites sont respectivement (u− 1) si d → 1 et ln(u)
si d → 0. Dans ce dernier cas, nous obtenons à partir de (7) et
(8) respectivement :

LAIγ (p‖q) =
1

γ
ln
∑
i

qi −
1

(γ − 1)
ln
∑
i

pi

+
1

γ (γ − 1)
ln
∑
i

pγi q
1−γ
i

(10)

qui a été obtenue par Cichocki et al., [12, 13], et

LBIγ (p‖q) =
1

γ (γ − 1)
ln
∑
i

pγi +
1

γ
ln
∑
i

qγi −

1

γ − 1
ln
∑
i

piq
γ−1
i .

(11)

Cette dernière forme est la divergence de Fujisawa, [14] utili-
sée précédemment dans [4]. On peut remarquer que les formes
logarithmiques des divergences sont également invariantes à un
changement d’échelle sur p.

3 Algorithmes de minimisation
Dans cette partie, nous développons des algorithmes itératifs

basés sur les divergences invariantes LAIγ et LBIγ . On note
p le vecteur des données bruitées et q le vecteur décrivant le
modèle linéaire physique : q = Hx. Le problème considéré
est alors :

min
x
D (p‖Hx) s.c xi ≥ 0,

∑
i

xi = C. (12)

où D est une divergence. La contrainte de non-négativité est
prise en compte en s’appuyant sur les conditions de KKT. Com-
me il a été développé dans [1, 4], ceci se traduit par la condition
suivante qui doit être satisfaite à l’optimum x∗ :

x∗i [∇xD (p‖Hx∗)]i = 0. (13)

Cette expression permet de proposer un algorithme itératif de
minimisation dont la direction de descente est reliée au gra-
dient, de la forme :

xk+1
i = xki + αki x

k
i

[
−∇xD

(
p‖Hxk

)]
i
. (14)

A chaque itération, le pas maximal αkmax assurant la non-néga-
tivité de l’estimé suivant doit d’abord être déterminé , comme
décrit dans [1], puis le pas αk assurant la convergence est cal-
culé sur l’intervalle

[
0, αkmax

]
en utilisant une méthode de re-

cherche de pas telle que la règle d’Armijo, [15], par exemple.



En ce qui concerne la contrainte de somme, on peut opérer
de façon générale, par un changement de variables, comme cela
a été proposé dans [4]. Lorsque la fonctionnelle à minimiser
est invariante par changement d’échelle, deux solutions simples
sont possibles, soit on normalise le résultat à chaque itération et
ceci ne modifie pas la valeur de la fonctionnelle, soit on utilise
les propriétés spécifiques du gradient de ces divergences. En
effet, l’algorithme itératif, (14), développé pour la divergence
LAIγ conduit à :

xk+1
i = xki + αkxki

[
HT pγ ◦

(
qk
)−γ∑

j p
γ
j

(
qkj
)1−γ −HT 1∑

j q
k
j

]
i

(15)
et pour la divergence LBIγ :

xk+1
i = xki + αkxki

[
HT p ◦

(
qk
)γ−2∑

j pj
(
qkj
)γ−1 −HT

(
qk
)γ−1∑

j

(
qkj
)γ
]
i

.

(16)
Dans ces expressions, le symbole "◦" est utilisé pour le produit
de Hadamard (c.a.d. point à point).

On peut vérifier facilement, que pour les algorithmes 15 et
16, nous avons

∑
i x

k+1
i =

∑
i x

k
i , de sorte que la contrainte de

somme sera satisfaite pour tous les estimés successifs si elle est
satisfaite pour l’estimé initial. Cette propriété, liée à la forme
spécifique du gradient et à la contrainte de non-négativité, est
la principale particularité de ces divergences invariantes utilisée
dans notre application, ce qui nous conduit naturellement à une
procédure de type point intérieur, ce qui signifie que tous les
estimés successifs respectent les contraintes.

Les algorithmes correspondant aux divergences AIγ et BIγ ,
7 et 8, sont très similaires à ceux des équations 15 et 16. Ils dif-
fèrent par un coefficient dépendant de l’itération k , apparais-
sant comme un terme multiplicatif correctif sur αk. On peut
noter que ce facteur est pris implicitement en compte dans le
calcul du pas de descente.

4 Interférométrie optique
Le problème de reconstruction d’image que nous considé-

rons dans cette section est celui des futurs grands interféro-
mètres optiques spatiaux, tels que ceux projetés dans le projet
Luciola de Labeyrie et al. [17]. L’ultime objectif de ces inter-
féromètres sera l’imagerie d’une exoterre, avec probablement
comme étape intermédiaire l’imagerie des surfaces d’étoiles
géantes comme Bételgeuse. Le coût de la mise en place d’un
tel système dépassera de beaucoup les réalisations actuelles
les plus ambitieuses. La particularité des images obtenues avec
ces pupilles diluées (ou parcimonieuses) est que les fréquences
spatiales ne sont transmises que dans des régions non contigües
du plan des fréquences, ce qui correspond à des réponses im-
pulsionnelles (ou PSF) tout à fait particulières.

Dans l’étude présentée ici, nous nous limitons à l’obtention
d’images instantanées pour une configuration non-redondante
de 25 télescopes, optimisée sur une grille hexagonale par Kopi-
lovich et Sodin [16], représentée dans la figure 1. Elle s’avère

particulièrement efficace en couverture du plan de Fourier. La
réponse impulsionnelle (PSF) correspondante idéale est donnée
dans la figure 2, en haut à gauche. Elle présente des répliques
d’une tache d’Airy sur une grille hexagonale, approchant la ré-
solution du meta-télescope englobant les pupilles diluées. De
plus, une structure de type bruit de speckles, due à la forte di-
lution des ouvertures, s’ajoute à ces répliques.

L’objet choisi pour l’exoplanète x est une image basse ré-
solution de Saturne, donnée dans la figure 3. En raison de la
structure de la PSF, l’imageHx présente des répliques de x sur
le maillage hexagonal, figure 2. Un capteur réalise une photo
conversion, transformation de Poisson de moyenne Hx, puis
un bruit de lecture Gaussien s’ajoute (read out noise), indépen-
dant du processus de Poisson. Les données bruitées p s’écrivent
alors suivant le modèle :

p = P(Hx) + n (17)

oùP est la transformation de Poisson et n ∼ N (0, σ2). L’image
résultante est représentée dans la figure 2 pour 3×107 photons
et σ2 = 29. Toutes les images sont de taille 1024×1024 points.

Les algorithmes 15 et 16 ont été implémentés sur les don-
nées précédentes. Les résultats sont donnés pour γ = 2, valeur
choisie car une première étude dans [19] montre un minimum
de l’erreur quadratique pour cette valeur de γ. Au cours des ité-
rations, l’effet des algorithmes est de réduire progressivement
les répliques de l’objet jusqu’à les supprimer dans la meilleure
reconstruction au sens de l’erreur quadratique moyenne εk =
||xk − x∗||/||x∗||. Les meilleures reconstructions de l’objet
sont données dans la figure 3. La comparaison de l’image convo-
luée bruitée et des reconstructions, figure 3 du bas montre les
excellents résultats obtenus par application de ces algorithmes.
Sur cet exemple, les meilleurs résultats en terme de rapidité et
de minimum de l’erreur de reconstruction sont obtenus avec
LBI.
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FIGURE 1 – Configuration non-redondante de 25 télescopes
d’après Kopilovich et Sodin [16] (à gauche) et couverture cor-
respondante du plan des fréquences spatiales (à droite).

5 Conclusion
Nous avons proposé des algorithmes de minimisations sous

contraintes de non-négativité et de somme constante. L’appli-
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FIGURE 2 – Haut : PSFH et image convoluéeHx. Bas : image
bruitée p et coupe au centre de l’image bruitée.

cation à la reconstruction d’images pour l’interférométrie op-
tique donne d’excellents résultats. La contrainte de somme est
prise en compte par l’utilisation, comme fonctions objectifs, de
divergences invariantes par changement d’échelle. Ceci conduit
à des algorithmes de type point intérieur, ce qui permet l’arrêt
des itérations avant convergence, essentiel dans le contexte de
problèmes mal posés. Des études complémentaires devront être
menées, comme par exemple, la différence de comportement
entre les algorithmes LAI et LBI et l’influence du paramètre γ.
Un point intéressant et qui fait l’objet d’un travail en cours est
la régularisation du problème par ajout d’un terme de pénalité
basé sur ces mêmes divergences, ce qui permet de conserver la
propriété de maintien du flux des algorithmes.
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