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Résumé —Dans cette communication, nous présentons un calcul @eple I'évidence pour sélectionner le nombre de composattiten
mélange de lois normales. Plus précisément, nous nousnglaigms une approche bayésienne puis écrivons la loi joiistelservations et des
parametres du mélange. Nous marginalisons ensuite cetteéigusuivant les parameétres de mélange pour exprimedéége. Le choix de lois
a priori conjuguées permet de trouver I'expression explicite. Nmusparons notre approche au « Bayesian Information Griteri(BIC) et a
la moyenne harmonique et montrons son intérét plus spéeifignt quand le nombre d'observations est réduit.

Abstract — In this paper, we present a direct approach to select the auaflzomponents of a Gaussian mixture by computing the acigle
The joint distribution of the observations and the mixtusggmeters is written considering a Bayesian framework. nThi@s quantity is
marginalized over the mixture parameters in order to expties evidence. The choice of prior conjugate distributiorakes it possible to
compute the closed-form. Our approach is hence comparée ayesian Information Criterion (BIC) and the harmoni@mand its interest
is shown more specifically for small data sets.

1 Introduction comme un probléme de sélection de modele. La sélection de
I'ordre du modéle est liée au calcul de I'évidence. Cette der
Les mélanges de lois normales sont principalement utilisésiere s'obtient en marginalisant la distribution jointes d@ser-
en classification comme dans [1] ou ils sont appliqués dangations et des paramétres du mélange par rapport a cesrdernie
le diagnostic de maladies par I'analyse de concentratiens dGrace & un choix judicieux de lo@priori sur les paramétres,
proteines dans le sang. lls peuvent eégalement étre mis a prigous proposons une formule explicite de I'évidence quipst a
fit pour modéliser des bruits non gaussiens. Ils se présentefliquée pour un nombre réduit d’individus en raison du cofit
sous la forme suivante. Considérons un ensemblé&deb-  calculatoire induit. Son utilisation dans ce contexte afgpone
servations indépendant® = {zi,...,zy} oz, € RM,  plus-value. En effet, la plupart des méthodes existantés pr
n =1,...,N. X estde plus suppose séparable/€rsous- sentent des limitations quad est petit. Une premiére catégo-
ensembles appelés classes au sein desquels les observatig® d’approches consiste a fixer un nombre maximal de classes
sont identiquement distribuées. La distribution d’'uneastia- et 3 réaliser I'estimation de leurs paramétres en utilipamt

tion est donc [2, chapitre 9] : exemple I'algorithme « Expectation-Maximization » (EM],[3
K les méthodes bayésiennes variationnelles ou le Ying-Yéhg [

p(xn | 0) = Z TN (@05 pgs, Ak) (1)  Les classes de faible probabilité sont ensuite supprin@es.

k=1 pendant I'imprécision sur I'estimation des parameétresaot@

avecd = {m, p, A} olm = {my,...,mx} o= {py,...,uy} fortementlaselection de l'ordre du modéle. Une altermeseist
etA = {Ay,...,Ax}. 7 est la probabilité qu'une observa- d'échantillonner la loi a posteriori jointe du nombre de eom

tion appartienne ak-éme sous-ensemble. Les coefficients dgP0santes du melange et de leurs parametres en utilisant par
mélange 7, sont donc positifs et se somment a 1.exemple lalgorithme « Reversible Jump Markov Chain Monte
N (2p; i, Ar) €st une composante du mélange et est la |Oparlp »._L’ordre est gn;uitg estimé comme _celui maximisantl
normale de moyenng, € RM et de matrice de précision distribution a posteriori estimée par échantillonnagee toi-
Ay € RMxM sieme catégorie de méthodes consiste a approcher I'éwddenc
Cependant, I'utilisation de ces modéles requiert de résoudSOit analytiquement comme par exemple le « Bayesian Infor-
deux problémes majeurs : l'estimation des paramétres dles dmation Criterion» (BIC) [5], soit en utilisant des méthodes
férentes lois gaussiennes et 'évaluation du nombre de csempMeériques d'intégration comme I'estimateur de la moyenme ha
santes dans le mélange. monique. Néanmoins, d’une part le BIC n’est valide qu'asymp

Nous formulons I'estimation du nombre de composantetotiquement. D’autre part, en ce qui concerne les méthoees d



simulation, la loi a posteriori peut étre diffuse en prégatian  ou z,,; est lek-éme élément du vectewy,.

faible nombre d’observations et son exploration requiettés Ainsi, la distribution des observations conditionnellerna
grand nombre d’échantillons. I'ensemble des parameétres est :

Cette communication est organisée de la fagon suivantes Nou N K
présentons la méthode bayésienne utilisée dans la padtan2. (X | Z, pu,A) = H H N(@n; oy, Ag)* (4)
la partie 3 est développé le calcul de I'évidence. L'aldorie el 1l

de la moyenne harmonique et le BIC, auxquels sera compa- | 5 formule de I'évidence pour un modéé — m devient :
rée notre approche, sont introduits dans la partie 4. Des-rés

tats de simulation sont présentés dans la partie 5 qui netten p(X) = Z /p(X7 Z,m, u, A)dwdpudA (5)
en évidence l'intérét de notre méthode pour un faible nombre Z
d'observations. Il est a présent nécessaire d'écrire la loi jointe

(X, Z,m, u, A). Des loisa priori conjuguées sont choisies
2 Méthode bayésienne pour la sélection pour rendre les calculs réalisables pour le cas de lois gaus-
siennes [2, chapitre 10]. Notons que ce genre de dévelopgeme
L'estimation du nombre de composani€sdu mélange est a été réalisé dans le cas de lois de Poisson [6]. Ces digbrilsut
présentée comme un probleme de sélection de modéle. L'estissurent que les loi priori et a posterioriappartiennent a la
mation optimale au sens de la minimisation du risque bagésieméme famille. De plus, le& couples(u;,, Ax) sont SUPposés

associé au colit/1 maximise la probabilité posteriori: indépendants. Ainsi, la distribution du cougje, A) peut étre
- argmax Pr(K = m | X) décomposée Comrlr:e un produit de lois normale-Wishart :
En utilisant le théoréme de Bayeson a: p(, A) = [T NW (i, Aws i, B, W) (6)
k=1
PT(K =m | X) o(p(X | K = m)PT(K — m) Py [ Ar)p(Ag)

oUup(u, | Ax) estune loi normale de moyenne;, et de ma-
trice de précisiorB; Ay tandis quep(Ay) est une distribution
de Wishart de parameétre d’écheW¥;, et dont le nombre de
degrés de liberté est,. m;, € RM, W, ¢ RM*M et, 5, et

vy, sont des scalaires.

La distribution sur I'ensemble des coefficients de mélargje e

p(X | K =m)= /p(X,Tr,u,A | K = m)drdpdA (2) donnée par une loi de Dirichlet :

p(w) = Dir(m; @) ()
Dans la suite/X = m sera omis par souci de concision. L'ob- C e i
jectif de la plupart des algorithmes existants est d’appeoc dont la constante de normalisatiofter) est denge par-
(2). Une contribution de ce travail est une forme expliciée d I'(@) —
o : . . Cla)= =————— et a:Zak (8)
I'évidence. Le calcul est rendu possible par un choix appéop I(a1)...T(ak) Pt
de loisa priori pour les parameétres inconnus. B

oum € [1,..., K] La loi de probabilité suivie par le mo-
dele dépend des applications. Une loi uniforme est ici ¢hois
pour n’en favoriser aucun. Ainsi, maximisBr(K = m | X)
revient a maximiser I'évidengg X | K = m). Cette évidence
pour un modeélds = m donné peut étre calculée avec :

ol a = [aq,...,ak] est un vecteur de valeurs positives. En
considérant ensuite les indépendances conditionnetids |

3 Calcul de I'evidence jointe peut étre factorisée en :

Dans cette partie sera présenté le calcul de I'évidence. Ilp(X, Z, 7, u, A) = p(X | Z, pu, A)p(Z | w)p(m)p(p, A)
n’est pas possible d’obtenir une formule explicite avecéa d 9)
finition du modeéle donnée en (1). Une solution classique pourour calculer I'évidence, il est nécessaire de marginatiste
s'affranchir de la somme sur les composantes dans (1) est d’iexpression suivant les parametres,: u et A et d'effectuer
troduire des variables latentes formalisant I'apparteaates une somme suf. Il est important de réarranger les différents
individus a 'une des classes; I'EM pour les mélanges de loifacteurs de la loi jointe pour réaliser I'intégration.
normales repose sur cette idée. Pour ce faire, un veeteur Les coefficients de mélange apparaissent a la fois dandta dis
associé & chaque observatiep est introduit. Lensemble des bution deZ et dans la loa priori surzr. L'expression obtenue

vecteurs latents discrets esf:= {zi,...,zy}. Ces vecteurs en faisant le produit de ces facteurs est proportionnetetizst
prennent des valeurs dafig, }.—1 . x ol 1, est un vecteur tributiona posterioride :

binaire dont le seul élément non nul estid@&me. Conformé- Cla)

ment & la définition des coefficients de mélange, la disiobut p(Z | m)p(m) = C(ap)l?(ﬂ' | Z) (10)
de Z est donc [2, chapitre 9] :

aP est le vecteur de paramétres de la derssitésterioride .
Celle-ci est obtenue en utilisant la propriété de conjuagais

N K
P(Z | m) = H Hwknk (3) p(w | Z) = Dir(m; aP)

n=1 k=1



avec N est égal &! S(N, K). S(N, K) est le nombre de Stirling de
nh = Z Zok et of =nh 4+ ay (11) seconde espéece qui donne le nombre de partitions uniques d'u

— ensemble &V éléments erK classes distinctes et non vides.
Aprés avoir construit ces partitions uniques, il suit quaue
méro de la classe attribuée a une observation importe. Peur u
partition donnée, il existé(! configurations identiques a une
,permutation d’étiquettes prés, les termes de la somme ¢19) ¢
respondant a ces derniers sont identiques. Nous calcuboes d
pour chaque partition unique le terme de la somme (19) corres
A| X, Z) x (2m)"NVM/2 pondant et le multiplions pak’!.

Notons quey;, est le nombre d’observations attribuées &-a
eme classe pour une configuration particuliere&zde

En procédant de méme pour les lois sur les couflesAy) et

la vraisemblance des paramétres attachée aux données;-il s
suit que :

(X [ Z, p, A)p(p, A) =

p(p,
K M/2 (W
ks Vk) .
l;[ < > BOWTT) yz)] 4 Approches alternatives
(12) A titre de comparaison, nous considérons un algorithme de
avecB(W, v,) la constante de normalisation de la distribu-moyenne _harmomque et le BIC dont nous rappelons briéve-
tion Wishart définie par : ment le principe. _
-1 Algorithme de la moyenne harmonique
B(W,v) {|W /2 (2“k1‘7/2FM(uk/2 )] Cet algorithme [7] consiste & approcher la valeupd)

pour un modelgs = m considéré via un algorithme Markov
ouTy(.) est la fonction Gamma multivarié®7, vy et 3. Chain Monte Carlo (MCMC).

sont les parameétres de la Bposterioride (1, A). Par conju- e principe est le suivant. La loi jointe peut &tre réécritivant

gaison des lois, celle-ci s’exprime comme : le théoréme de Bayes :
K
P, A | X, Z) = [ INW (s Ay ml, B2, WD)} p(X,Z,0)=p(X | Z,0)p(Z,0)=p(Z,0 | X)p(X)
k=1
< p(Z,0|X) p(Z6)
ou = = 20
B = B+ (19 WX[Z.0)  p(X) 20
Vi = v+l (14)  parintégration des deux rapports, il vient que :
N
1
e n=1 Z X|Z0d0 Z
1
p_ = DD
M = 3P (B + 17,7, (16) p(X) nest pas fonction des paramétreSZ, 6} et
| & Xz: J/ p(Z,6)d6 = 1. Par conséquent, I'égalité devient :
St=5> zak(wn —Z)(xn — 2" (17)
T (X)) =Ezex [[P(X | Z,6)] "] (21)
(WL =W, PSP+ Bui (Eﬁ my)(®h —my)"  Lévidence peut donc étre approchée de la maniére suivante :
P+ (18) — Généret. échantillong[ZzV, 0], ... [z, )]} sui-

vant la distributiorp(Z,0 | X)) a I'aide d’un algorithme
MCMC, dans notre cas un algorithme de Gibbs.
— Laloi des grands nombres permet d’en déduire que :

T, et S? sont respectivement les moyenne et matrice de cova-

riance empiriques des observations attribuéescame classe

pour une configuratio donnée. De plus, il est possible de

marginaliser séparément suivant chaque couple du faihgle I 1 & . _

pothése d'indépendance. p(X) ~ 7 > (X |z, o)) ~1 (22)
Apreés intégration sufr, u et A, I'expression de I'évidence i=1

pour un choix de model& = m devient alors :

§(X) = (2m) 0y 2
VA

—1

Formule del’algorithmeBIC
S8\ BW ) L'algorithme BIC [5], fondé sur I'approximation de Laplace
H <5_£> B(W?, p)' consiste a approcher asymptotiquement I'évidence par :

(19) ~ A
Pour notre étude, nous avons considéré le méme ensembl@8(P(X | K =m)) = log(p(X | 0m)) — == log(N) (23)
d’hyperparamétres nofény, 5o, Wo, 1o} pour lesK couples R
et un vecteurx composé des mémes valeuis ou8,, estl'estimation du maximum de vraisemblance pour un
Pour un nombre d’observationé donné et pour un modéle modelek’ = m donné et\,, est la dimension dé,,. La sélec-
K = m fixé, le nombre de configurations &f & considérer tion du meilleur modéle revient donc & choisir= mp;c tel
quemprc = argmin[—21og(p(X | Om)) + Am log(N)].



5 Résultats

Nous avons appliqué les trois méthodes pdur= 12 et
un mélange de deux lois gaussiennes scalaires de param
pw=1[-11,A =155 etw = [0.5 0.5]. Pour les loisa
priori, nous avons choisi des valeurs pour les hyperparam
conduisant a des lois peu informativesiy = 0, 5y = 1,
Wy = 104, vy = 1 etag = 1. Nous avons simulé00 réa-
lisations du mélange pour évaluer les performances des
approches en nous limitant & un nombre maximal de cla
égal 4.
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FIGURE 2 — Probabilitéa posteriorides modéles dans le cas
informatif donnée par I'algorithme de la moyenne harmogiqu

de la limitation de la puissance de calcul. Cependant, dans ¢
contexte délicat, nous montrons son intérét par rapporsa de
méthodes classiques de sélection d’ordre. Nous étudions ac
tuellement I'influence des différents facteurs interverdans
notre formule en fonction des valeurs des hyperparaméses d
lois a priori afin d’en proposer une approximation applicable a
un plus grand nombre d’individus.

FIGURE 1 — Comparaison de la probabilité a posteriori des moRéférences

deéles poutV = 12

Sur la figure 1, sont représentées sous forme de boite a moud!] K--A. Do, P. Muller et M. VannucciBayesian Inference

taches les probabilitésposteriorides modéles calculées pour

for Gene Expression and Proteomi€&ambridge Univer-
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un rond. Nous remarquons que dans les conditions de simulal2] C. M. Bishop, Pattern Recognition and Machine Lear-
tion considérées, seule notre approche conduit & une besane e Ning. Springer, 2006.

timation du nombre de classes. En effet, comme attendu@e Bl [3] G. Celeux et G. Goaverf classification EM algorithm
qui est une approche asymptotique ne permet pas de prendre la for clustering and two stochastic versioi@ompuational

bonne décision si le nombre d’observations est trop rédait :

Statistics Quaterly, vol 2, num 1, pp 73-82, 1991.

modele d’ordre le plus grand a toujours la probabilité lasplu [4] L. Shi, S. Tu et L. Xu,Learning gaussian mixture with
élevée. En ce qui concerne I'algorithme de la moyenne harmo- ~ gutomatic model selection : a comparative study on

nique, il fournit aussi une mauvaise estimation de la proié&b

three Bayesian related approachdsont. Electr. Elec-

a posteriorides différents modeles. Ce résultat meten évidence  tron. Eng. China, pp 215-244, 2011.

les problémes liés a cet estimateur. Comme souligné dank [8] 5]
n'est approprié que si la la@ priori a une forte influence sur la

Y.-X. Geng et W. Wu,A bayesian information criterion
based approach for model complexity selection in speaker

loi a posterioricomparativement aux données. Il est donc tres identification IEEE Computer Society, pp 264-268, 2008.

sensible au réglage des hyperparametres. Pour illustteree

marque, nous avons représenté en figure 2 les résultataugbten

avec le réglage suivanWW = 1, qui conduit & une loi plus in-

formative. Dans ce cas, nous observons en effet que laisdlect

de modele est correctement réalisée.

6 Conclusion

Nous considérons dans cette communication la question dif—8
ficile de I'estimation du nombre de composantes d’un mélange[ ]
de lois gaussiennes. Dans un cadre bayésien, notre approche

est fondée sur un calcul explicite de I'évidence, renduiptsss

par le choix de lois priori conjuguées. Notre méthode ne peut
s’appliquer a un nombre trop grand d’observations en raison
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