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Résumé —-Dans le cadre de la modélisation en intensité des donnéas madte résolution, nous analysons dans ce papier lesigapde
la distribution Gamma Généralisée, décrite par 3 paras\earémiter d’'autres distributions, grace a sa flexibilitéaus comparons d’abord
son aptitude et celle de la distribution de Fisher a mimer londC de référence, grace a la méthode des log-cumulants et noosam®
guantitativement la Iégére prédominance de Gamma Géséealelon des critéres fondés sur les divergences de Killesioler. Nous exposons
ensuite les limites du potentiel d’imitation de la loi Gam@®énéralisée et nous démontrons que cette loi peut approxameent mimer une loi
Log-Normale, suivant une méthode originale qui identifiedg-Normale comme la limite asymptotique d’'une Gamma Calisére.

Abstract — In the framework of intensity modeling for high resolutioAR data, we analyze in this paper the competences of the Glaeat

Gamma distribution, described by 3 parameters, to imi@téngimic”) other distributions, thanks to its flexibiliy. @/first compare its ability
and the one of the Fisher distribution to mimic a referekidaw, thanks to the method of log-cumulants and we quantéhtishow the slight
predominance of Generalized Gamma according to critesadan Kullback-Leibler divergences. We then expose thidiof the imitating

potential of Generalized Gamma and we demonstrate thadathiis able to approximately mimic a Log-Normal law, throwaghoriginal method
that identifies the Log-Normal as the asymptotic limit of an€mlized Gamma.

1 Introduction tir des divergences de Kullback-Leibler. Nous exposongiens
les limites théoriques et pratiques du potentiel de mimeade |

Le choix d’'une loi de probabilité appropriée pour la modé-0i Gamma Genéralisée. Nous proposons alors une méthode
lisation statistique des images radar est essentiel pappli- ~ altérnative originale pour lmitation approximative peglle-
cation de plusieurs traitements comme le débruitage, la se%' d’une loi Log-Normale [5] (définie par deux parametres et
mentation ou la classification. Plusieurs lois sophistiguent ~dont l'usage s'avere pratique pour convertir un probleme de
été utilisées dans la littérature pour décrire les donnagarr  Pruit multiplicatif en un probléme de bruit additif Gaussigen
haute résolution en intensité (module au carré de londeréle  identifiant cette derniere comme la limite asymptotiquend'u
magnétique rétrodiffusée vers le capteur) et s'affrandes loi Gamma Généralisée, grace a des propriétés de convergenc
limites des lois traditionnelles. En particulier, la loi @ma  des fonctions Polygamma. _ _

Généralisée [1] (définie par trois paramétres) a fait 'bbje ~C€ Papier est organisé comme suit : En section 2, les expres-
nombreux travaux (sa flexibilité est démontrée dans [2] ser d SIONS analytiques des lois sont rappelées ; en sectiontdée
extraits homogenes et hétérogénes). Toutefois, cellsteile ~ COMparative pour le mime d'une |& est réalisée ; en section
suffisamment générique pour s’approprier différents tyges 4 le cas du mime dela Log-NormaIe es,t tralt,e; enfin, en sec-
comportements et pour pouvoir étre recommandée a la plad@n S, Ies principales conclusions sont résumees.

d’un dictionnaire de distributions ?

Dans ces travaux, nous analysons d'abord la capacité de la
loi Gamma Généralisée a imiter une loi de référence, choisi2  Préliminaires
ici comme la loi/C [3] (définie aussi par trois paramétres et
résulta_mt (_Jl’une modelisation en Gamma du speckle et d'ung 1  présentation des lois
modeélisation en Gamma de la texture de la scéne), en compa-
rant son potentiel de mime a celui d’une autre loi trés connue Nous rappelons ici la densité de probabilité (ddp) de la loi
pour sa souplesse, la loi de Fisher [4] (définie aussi pas troilGamma Généralisée et les log-cumulants d'ordre 1 a 3 des
parametres). Cette étude met en ceuvre une méthode d'edtiis Gamma Généralisée, Fishéf,et Log-Normale [6] (par
mation des parameétres des lois imitatrices fondée sur tgs lomanque de place, nous ne redonnons pas ces trois derniéres
cumulants et utilise des critéres d’'évaluation dévelogpgsr-  distributions).



Loi Gamma Geénéralisée La ddpGG,qr(1gg, Log,ngg) est  deux paramétres). Les larges régions recouvertes pariges lo
définie par : Gamma Généralisées et les lois de Fisher démontrent I'aspec
, 1 \ noolog—1 générique de ces lois (a noter toutefois que I'axe des ordon-
GGpis(z) = lng| Laed® [ Lo g,> nées est exclu de la région la plus étendue correspondant aux
1)

ngg T'(Lgg) Yoo Gamma Généralisées). En particulier, on observe que Igs loi
L<@> ngg K peuvent étre théoriquement imitées par une loi Gamma Gé-
- ( ’”) néralisée comme par une loi de Fisher.
e Pour appliquer une méthode d’estimation de parameétres fon-
) dée sur les log-cumulants (méthode dite « MLC », offrant des
ouT'(x) est la fonction Gammaygg un parametre d'échelle, performances trés compétitives), il est nécessaire, polail
Lgg un parametre de forme g¢¢ un parametre de puissance. Gamma Généralisée et pour la loi de Fisher, que les log-antsil

Notons que poun = 1, le premier moment est €gajag. empiriques de ces distributions vérifient les équations [7]
Ses trois premiers log-cumulants sont définis par :
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v K& ou®(n,x) représente l'inverse de la Polygamma d’ordre n.

ou¥(z) et¥(n, z) représentent respectivement la fonction Di-
gamma et la fonction Polygamma d’ordre n. 4 R
Loi de Fisher Ses trois premiers log-cumulants sont définis L s
par: g2
K1r,y = Wn(ur)+¥(Lr)—In(Lr) - ¥(MF)+In(MrF) ’
Rary = W(L,Lr)+U(1, My) 3) i
K3z, = Y(2,Lr)— V(2 MF) - ®

ou uF est un paramétre d’échelle B} et M = sont deux para-

metres de forme. . : . PR .
FIGURE 1 — Représentation des lois Gamma Généralisées, Fi-

Loi K  Ses trois premiers log-cumulants sont définis par : ~ sher,KC et Log-Normales dans le diagrammg — .

Kik,y = W(pc)+¥(Lc)—In(Lk) + ¥ (Mx) — In(Mg) Notons gu’en raison d’'une propriété essentielle des fonc-
Rak,, = W(1,Lg)+ (1, M) (4) tions Polygamma(xlf(r,m) ~ F(,")), il est tout a fait justifié
Rak,y = Y(2,Lk)+¥(2, M) de se restreindre aux trois premiers log-cumulants poacear

. R y tériser et comparer les lois étudiées ici.
ou ui est un parametre d’échelle Bk et M sont deux pa-

rametres de forme. Notons que le premier moment de la loi K
est égal dux. Les cas spéciaux de distributiotisou 'ona 3 Mime d’une loi K par Gamma Géné-

I'égalité Lx = My correspondent a des distributions appelées . . .
« caustique&, » dans ce papier. ralisée : comparaison avec Fisher

Loi Log-Normale ~ Ses trois premiers log-cumulants sont dé-3.1  Méthodologie

finis par : 3.1.1 Estimation des parametres des lois imitatrices

/fivlu\/pdf = HCN . tir des | lant

— 9 -cum

KoLN,ayy = 0N (5) a partir des log-cumulants

K3LN gy = O On suppose que les parametres de l&lale référence mi-

ol estun paramétre d'échellest s un paramétre d’écart- Mée sontinconnus, comme c’est le cas en pratique, et que seul

type. Les |og-cumu|ants de la loi Log-Norma|e sont nuls pouﬂes échantillons distribués selon cette loi sont dlSpeBIKll
tout ordre strictement supérieur a 2. s’agit de N, valeurs en intensités de pixels appartenant a une

région, dont I'histogramme peut étre bien modélisé/gar

p : ; L'estimation des paramétres de la loi imitatrice (ici, Gaanm

2.2 REpresentat,lon dans le diagramme des log- Généralisée ou Fisher) est réalisée a partir des trois premi
cumulants d'ordre 2 et 3 log-cumulants empiriques de la lsi mimée selon :

On présente en figure 1 les positions de ces distributions (ré 1. Calcul des log-cumulants empiriques, =3 puis =1 a
gions pour celles a trois parameétres et courbes pour celles a  partir des échantillons (voir [6]).



2. ldentification de ces valeurs avec les expressions ana- Par ailleurs, si on suppose que les parametres de I& loi
lytiques dekzgg,,» K36g,q PUIS Kigg,, OU kar,,,  deréférence mimee sont connus, il est possible de cal@ser |
K3F,, PUISK1z, ., pour estimer les parametrdg;g,  valeurs constantes des KLD entre latoimimée et la loi imi-
Ngg PUiSugg ou Lx, Mz puisu+ des lois imitatrices.  tatrice, estimée cette fois non pas a partir des log-cunsilan

empiriques de la loiC mais a partir de ses log-cumulants vrais.
3.1.2 Critéres de comparaison fondés sur les divergences Ces distances correspondentaux valeurs vers lesquetiesrgent
de Kullback-Leibler (KLD) les moyennes des KLD, lorsqé tend vers l'infini (indiquées
en trait plein sur la figure 2). Il est aussi possible alorswde s
Nous rappelons que la KLD, qui mesure I'approximation deyerposer sur un méme graphe la ddp de laklanimée (ses
la distribution” (observation) pa@ (modeéle) est définie par : paramétres étant connus) et celle de la loi imitatrice, dfip-d

oo précier qualitativement le potentiel de mime de cette @eeni
KLD(Ppas(x), Qpay () = /’ppdf(x) In <M) dx Il est ainsi montré dans [8] que, visuellement, la loi Gamma G
Qpar (x néralisée mime la ok Iégérement mieux que la loi de Fisher,
(8)  bien que les deux lois fournissent une trés bonne adéquation
Nous proposons d’estimer le parametre d’échelle et la v
riance de plusieurs KLD calculées entteest Gamma Généra- 0000 ]
lisée ou entréC et Fisher selon : 0008

0.007

1. Définition (i) d’'un jeu de paraméres initiaux décrivant 0006
une loi £ mimée et (ii) d’'une taille d’échantillon 00057

0.004+

2. Génération de plusieurs réalisations d'échantilloss di oo \ L
00029 * 1

tribués selon cette ld{ U \

0.0014 >~

0.00004-

— — Moy. des KL.D K-Gamma Gén. | —— Var. des KLD K-Gamma Gén.

Moy. des KLD K-Fisher Var. des KD K-Fisher

0.00003+

0.00002-

|
|
|
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|
|

k

3. Pour chaque réalisation, (i) estimation des paramegres 2000 4000 " 60b0 " 5600 " 10600 12600 P P T T R
la loi imitatrice (Gamma Généralisée ou Fisher) selon Taille de I échantillon Taille de I échantillon
3.1.1 et (ii) calcul de la KLD entre la loi mimé€ (dont
les parameétres ont été initialement fixés) et la loi estimée

4. Calcul de la moyenne (pour une analyse dite « en prériGure 2 — Evolution en fonction de la taille d’échantillon
cision ») et de la variance (pour une analyse dite « eles moyennes et des variances des KLD, calculées entre la loi
robustesse ») de ces KLD sur les différentes réalisationg: mimée et la loi imitatrice estimée (Gamma Généralisée ou
Dans ces travaux, une petite moyenne des KLD sera carakisher), pour le jeuC(1, 1, 3).
téristique d’une bonne précision, tandis qu’une petitéavere
des KLD sera caractéristique d’'une bonne robustesse.

Il est possible de donner une forme simplifice des expre | imites du potentiel de mime de la
sions analytiques des KLD entre les IfilGamma-Généralisée ] L, ., e e
et les lois/C/Fisher (voir [8]). Pour certaines valeurs de para- loi Gamma Geénéralisée et imitation
meétres, celles-ci peuvent étre évaluées numériquemertt-en u d’'une loi Log—NormaIe
lisant un logiciel de calcul formel tel que Maple.

4.1 Considérations théoriques et pratiques

3.2 Reésultats et observations ; . L . s
Indépendamment des conclusions dérivant de critéres-d’éva

Plusieurs cas d’'études ont été analysés pour comparer le datation de mime, il est important de prendre en compte les
tentiel d'imitation de Gamma Généralisée et de Fisher paur mpoints suivants pour la recommandation d’'une loi de modélis
mer une loikC (voir [8] et figure 1, ou les étoiles et les disquestion sur donnéesréelles. (1) L'applicabilité de la méthigidle
indiquent la localisation des points associés aux six jeaix t doit étre vérifiée (voir équation 6) pour I'estimation desgpa
tés) et ont permis d’aboutir a des conclusions similairessL métres de la loi Gamma Généralisée (voir [2] et [7] pour les
du calcul des moyennes et variances de KLD, 50 réalisatioras pratiques). (2) La loi Gamma Généralisée n'étant théori
ont été considérées pour chaque taille d’échantilanentre  quement pas définie analytiquement sur I'axe des ordonnées,
250 et 2500. Seuls les résultats du jé(l, 1, 3) sont présen- il convient aussi de vérifier dans le diagramme que, parmi les
tés en figure 2, ou I'on peut voir respectivement I'évolufies couples@ggpdf , @ggw) du nuage estimé empiriquement sur
moyennes et des variances des KLD en fonctioiVde des fenétres, aucun ne se situe sur I'axe de la Log-Normale.

Nous observons que la loi Gamma Généralisée semble |16gE) Le risque d'instabilités numériques lors de l'inverside
rement meilleure que la loi de Fisher en précision (moyennda fonction Polygamma doit également étre souligné dans les
des KLD inférieures) quelle que soit la taille d’échantillet  zones « critiques » : ici, autour de I'axe de la Log-Normale,
en robustesse (variances des KLD inférieures) & partired’'unle paramétre)gg tend vers zéro. Ceci est illustré dans [8], ou
certaine talille (ici, au-dela de 500 pixels). I'on observe sur un extrait TerraSAR-X un nombre important



d’itérations avant convergence. Dans ces deux dernieestyp
de situation, I'usage de la loi Gamma Généralisée avec la mé-
thode MLC usuelle ne semble plus étre adapté et des solutions
alternatives doivent étre préconisées (voir [2] et ci-dask

4.2 Laloi Log-Normale, limite asymptotique de
la loi Gamma Généralisée

En réalité, il est possible, par passage a la limite de la loi
Gamma Généralisée, d’approximer une loi Log-Normale, sui-

vant la méthode originale d’estimation des parametres ¢ la ot
imitatrice proposée ci-dessous. En effet, en posagtsous la o
forme particulierelgg = 2299 , on obtient (voir [8]) : . § i .
gg
P,
lim ks = lim ———% = — 9
ngo—0 99P T nggm0 2 Sag ©

et on montre que tous les log-cumulartgyg,, d'ordrer ¢\ o 3 mitations de la loi Log-normale par la loi Gamma

stricte_mem _supérieuraz sont nuls, lorsqye tend vers zéro. Généralisée pour des valeurs gig; entre -1 et +1 et pour
En identifiant alors les log-cumulants d’ordre 2 et d’ordre 1Sgg € {0.9;1;1.5). La loi Gamma et la loi Gamma Inverse

de la IQ' Gamma Géneralisée avec ceux de I,a loi Logl-NormaIes,Om tracées (en vert) de part et d’autre de ces imitatioms (e
on obtient (voir [8]), lorsquejgg tend vers z€ro, que s = e\ hour des valeurs de; € 0.9, 0c| et deLgz € [0.9, oo.
0%, et queln(ugg) = pea, grace a I'approximation de la
fonction Digammal () ~ log(z), pourz tendantversl'infini.  Ré&férences
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ces lois génériques a modéliser différents comportements p to Pattern Recognition

raient étre analysées sur des extraits radar réels vaoie$g}). '
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