
Capacités d’imitation de la loi Gamma Généralisée
pour la modélisation statistique d’images radar haute résolution.

Hélène SPORTOUCHE, Jean-Marie NICOLAS, Florence TUPIN

Institut Mines-Télécom ; Télécom ParisTech ; CNRS LTCI ;
46 rue Barrault, 75013 Paris, France.

helene.sportouche@telecom-paristech.org, jean-marie.nicolas@telecom-paristech.fr,
florence.tupin@telecom-paristech.fr

Résumé –Dans le cadre de la modélisation en intensité des données radar haute résolution, nous analysons dans ce papier les capacités de
la distribution Gamma Généralisée, décrite par 3 paramètres, à imiter d’autres distributions, grâce à sa flexibilité. Nous comparons d’abord
son aptitude et celle de la distribution de Fisher à mimer uneloi K de référence, grâce à la méthode des log-cumulants et nous montrons
quantitativement la légère prédominance de Gamma Généralisée selon des critères fondés sur les divergences de Kullback-Leibler. Nous exposons
ensuite les limites du potentiel d’imitation de la loi GammaGénéralisée et nous démontrons que cette loi peut approximativement mimer une loi
Log-Normale, suivant une méthode originale qui identifie laLog-Normale comme la limite asymptotique d’une Gamma Généralisée.

Abstract – In the framework of intensity modeling for high resolution SAR data, we analyze in this paper the competences of the Generalized
Gamma distribution, described by 3 parameters, to imitate (or “mimic”) other distributions, thanks to its flexibiliy. We first compare its ability
and the one of the Fisher distribution to mimic a referenceK law, thanks to the method of log-cumulants and we quantitatively show the slight
predominance of Generalized Gamma according to criteria based on Kullback-Leibler divergences. We then expose the limits of the imitating
potential of Generalized Gamma and we demonstrate that thislaw is able to approximately mimic a Log-Normal law, throughan original method
that identifies the Log-Normal as the asymptotic limit of a Generalized Gamma.

1 Introduction

Le choix d’une loi de probabilité appropriée pour la modé-
lisation statistique des images radar est essentiel pour l’appli-
cation de plusieurs traitements comme le débruitage, la seg-
mentation ou la classification. Plusieurs lois sophistiquées ont
été utilisées dans la littérature pour décrire les données radar
haute résolution en intensité (module au carré de l’onde électro-
magnétique rétrodiffusée vers le capteur) et s’affranchirdes
limites des lois traditionnelles. En particulier, la loi Gamma
Généralisée [1] (définie par trois paramètres) a fait l’objet de
nombreux travaux (sa flexibilité est démontrée dans [2] sur des
extraits homogènes et hétérogènes). Toutefois, celle-ci est-elle
suffisamment générique pour s’approprier différents typesde
comportements et pour pouvoir être recommandée à la place
d’un dictionnaire de distributions ?

Dans ces travaux, nous analysons d’abord la capacité de la
loi Gamma Généralisée à imiter une loi de référence, choisie
ici comme la loiK [3] (définie aussi par trois paramètres et
résultant d’une modélisation en Gamma du speckle et d’une
modélisation en Gamma de la texture de la scène), en compa-
rant son potentiel de mime à celui d’une autre loi très connue
pour sa souplesse, la loi de Fisher [4] (définie aussi par trois
paramètres). Cette étude met en œuvre une méthode d’esti-
mation des paramètres des lois imitatrices fondée sur les log-
cumulants et utilise des critères d’évaluation développésà par-

tir des divergences de Kullback-Leibler. Nous exposons ensuite
les limites théoriques et pratiques du potentiel de mime de la
loi Gamma Généralisée. Nous proposons alors une méthode
alternative originale pour l’imitation approximative parcelle-
ci d’une loi Log-Normale [5] (définie par deux paramètres et
dont l’usage s’avère pratique pour convertir un problème de
bruit multiplicatif en un problème de bruit additif Gaussien), en
identifiant cette dernière comme la limite asymptotique d’une
loi Gamma Généralisée, grâce à des propriétés de convergence
des fonctions Polygamma.

Ce papier est organisé comme suit : En section 2, les expres-
sions analytiques des lois sont rappelées ; en section 3, l’étude
comparative pour le mime d’une loiK est réalisée ; en section
4, le cas du mime de la Log-Normale est traité ; enfin, en sec-
tion 5, les principales conclusions sont résumées.

2 Préliminaires

2.1 Présentation des lois

Nous rappelons ici la densité de probabilité (ddp) de la loi
Gamma Généralisée et les log-cumulants d’ordre 1 à 3 des
lois Gamma Généralisée, Fisher,K et Log-Normale [6] (par
manque de place, nous ne redonnons pas ces trois dernières
distributions).



Loi Gamma Généralisée La ddpGGpdf (µGG , LGG , ηGG) est
définie par :

GGpdf (x) = |ηGG |
µGG

L
( 1
ηGG

)

GG

Γ(LGG)

(
L

( 1
ηGG

)

GG
x

µGG

)ηGGLGG−1

e

−







L

( 1
ηGG

)

GG
x

µGG







ηGG (1)

où Γ(x) est la fonction Gamma,µGG un paramètre d’échelle,
LGG un paramètre de forme etηGG un paramètre de puissance.
Notons que pourη = 1, le premier moment est égal àµGG .

Ses trois premiers log-cumulants sont définis par :

κ̃1GGpdf
= ln(µGG) +

Ψ(LGG)−ln(LGG)
ηGG

κ̃2GGpdf
= Ψ(1,LGG)

η2
GG

κ̃3GGpdf
= Ψ(2,LGG)

η3
GG

(2)

oùΨ(x) etΨ(n, x) représentent respectivement la fonction Di-
gamma et la fonction Polygamma d’ordre n.

Loi de Fisher Ses trois premiers log-cumulants sont définis
par :

κ̃1Fpdf
= ln(µF) + Ψ(LF)− ln(LF)−Ψ(MF) + ln(MF)

κ̃2Fpdf
= Ψ(1, LF) + Ψ(1,MF) (3)

κ̃3Fpdf
= Ψ(2, LF)−Ψ(2,MF)

oùµF est un paramètre d’échelle etLF etMF sont deux para-
mètres de forme.

Loi K Ses trois premiers log-cumulants sont définis par :

κ̃1Kpdf
= ln(µK) + Ψ(LK)− ln(LK) + Ψ(MK)− ln(MK)

κ̃2Kpdf
= Ψ(1, LK) + Ψ(1,MK) (4)

κ̃3Kpdf
= Ψ(2, LK) + Ψ(2,MK)

où µK est un paramètre d’échelle etLK etMK sont deux pa-
ramètres de forme. Notons que le premier moment de la loi K
est égal àµK. Les cas spéciaux de distributionsK où l’on a
l’égalitéLK = MK correspondent à des distributions appelées
« caustiquesKc » dans ce papier.

Loi Log-Normale Ses trois premiers log-cumulants sont dé-
finis par :

κ̃1LNpdf
= µLN

κ̃2LNpdf
= σ2

LN

κ̃3LNpdf
= 0

(5)

oùµLN est un paramètre d’échelle etσLN un paramètre d’écart-
type. Les log-cumulants de la loi Log-Normale sont nuls pour
tout ordre strictement supérieur à 2.

2.2 Représentation dans le diagramme des log-
cumulants d’ordre 2 et 3

On présente en figure 1 les positions de ces distributions (ré-
gions pour celles à trois paramètres et courbes pour celles à

deux paramètres). Les larges régions recouvertes par les lois
Gamma Généralisées et les lois de Fisher démontrent l’aspect
générique de ces lois (à noter toutefois que l’axe des ordon-
nées est exclu de la région la plus étendue correspondant aux
Gamma Généralisées). En particulier, on observe que les lois
K peuvent être théoriquement imitées par une loi Gamma Gé-
néralisée comme par une loi de Fisher.

Pour appliquer une méthode d’estimation de paramètres fon-
dée sur les log-cumulants (méthode dite « MLC », offrant des
performances très compétitives), il est nécessaire, pour la loi
Gamma Généralisée et pour la loi de Fisher, que les log-cumulants
empiriques de ces distributions vérifient les équations [7]:
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oùΦ(n, x) représente l’inverse de la Polygamma d’ordre n.

FIGURE 1 – Représentation des lois Gamma Généralisées, Fi-
sher,K et Log-Normales dans le diagrammẽκ2 − κ̃3.

Notons qu’en raison d’une propriété essentielle des fonc-

tions Polygamma
(
Ψ(r, x) ∼ Γ(r)

xr

)
, il est tout à fait justifié

de se restreindre aux trois premiers log-cumulants pour carac-
tériser et comparer les lois étudiées ici.

3 Mime d’une loi K par Gamma Géné-
ralisée : comparaison avec Fisher

3.1 Méthodologie

3.1.1 Estimation des paramètres des lois imitatrices
à partir des log-cumulants

On suppose que les paramètres de la loiK de référence mi-
mée sont inconnus, comme c’est le cas en pratique, et que seuls
des échantillons distribués selon cette loi sont disponibles (il
s’agit deNs valeurs en intensités de pixels appartenant à une
région, dont l’histogramme peut être bien modélisé parK).

L’estimation des paramètres de la loi imitatrice (ici, Gamma
Généralisée ou Fisher) est réalisée à partir des trois premiers
log-cumulants empiriques de la loiK mimée selon :

1. Calcul des log-cumulants empiriqueŝκ2, κ̂3 puis κ̂1 à
partir des échantillons (voir [6]).



2. Identification de ces valeurs avec les expressions ana-
lytiques deκ̃2GGpdf

, κ̃3GGpdf
puis κ̃1GGpdf

ou κ̃2Fpdf
,

κ̃3Fpdf
puis κ̃1Fpdf

, pour estimer les paramètresLGG ,
ηGG puisµGG ouLF , MF puisµF des lois imitatrices.

3.1.2 Critères de comparaison fondés sur les divergences
de Kullback-Leibler (KLD)

Nous rappelons que la KLD, qui mesure l’approximation de
la distributionP (observation) parQ (modèle) est définie par :

KLD(Ppdf(x),Qpdf (x)) =

∞∫

0

Ppdf(x) ln

(
Ppdf (x)

Qpdf (x)

)
dx

(8)
Nous proposons d’estimer le paramètre d’échelle et la va-

riance de plusieurs KLD calculées entreK et Gamma Généra-
lisée ou entreK et Fisher selon :

1. Définition (i) d’un jeu de paramères initiaux décrivant
une loiK mimée et (ii) d’une taille d’échantillon

2. Génération de plusieurs réalisations d’échantillons dis-
tribués selon cette loiK

3. Pour chaque réalisation, (i) estimation des paramètres de
la loi imitatrice (Gamma Généralisée ou Fisher) selon
3.1.1 et (ii) calcul de la KLD entre la loi miméeK (dont
les paramètres ont été initialement fixés) et la loi estimée

4. Calcul de la moyenne (pour une analyse dite « en pré-
cision ») et de la variance (pour une analyse dite « en
robustesse ») de ces KLD sur les différentes réalisations.

Dans ces travaux, une petite moyenne des KLD sera carac-
téristique d’une bonne précision, tandis qu’une petite variance
des KLD sera caractéristique d’une bonne robustesse.

Il est possible de donner une forme simplifiée des expres-
sions analytiques des KLD entre les loisK/Gamma-Généralisée
et les loisK/Fisher (voir [8]). Pour certaines valeurs de para-
mètres, celles-ci peuvent être évaluées numériquement en uti-
lisant un logiciel de calcul formel tel que Maple.

3.2 Résultats et observations

Plusieurs cas d’études ont été analysés pour comparer le po-
tentiel d’imitation de Gamma Généralisée et de Fisher pour mi-
mer une loiK (voir [8] et figure 1, où les étoiles et les disques
indiquent la localisation des points associés aux six jeux trai-
tés) et ont permis d’aboutir à des conclusions similaires. Lors
du calcul des moyennes et variances de KLD, 50 réalisations
ont été considérées pour chaque taille d’échantillonNs entre
250 et 2500. Seuls les résultats du jeuK(1, 1, 3) sont présen-
tés en figure 2, où l’on peut voir respectivement l’évolutiondes
moyennes et des variances des KLD en fonction deNs.

Nous observons que la loi Gamma Généralisée semble légè-
rement meilleure que la loi de Fisher en précision (moyennes
des KLD inférieures) quelle que soit la taille d’échantillon et
en robustesse (variances des KLD inférieures) à partir d’une
certaine taille (ici, au-delà de 500 pixels).

Par ailleurs, si on suppose que les paramètres de la loiK
de référence mimée sont connus, il est possible de calculer les
valeurs constantes des KLD entre la loiK mimée et la loi imi-
tatrice, estimée cette fois non pas à partir des log-cumulants
empiriques de la loiK mais à partir de ses log-cumulants vrais.
Ces distances correspondent aux valeurs vers lesquelles convergent
les moyennes des KLD, lorsqueNs tend vers l’infini (indiquées
en trait plein sur la figure 2). Il est aussi possible alors de su-
perposer sur un même graphe la ddp de la loiK mimée (ses
paramètres étant connus) et celle de la loi imitatrice, afin d’ap-
précier qualitativement le potentiel de mime de cette dernière.
Il est ainsi montré dans [8] que, visuellement, la loi Gamma Gé-
néralisée mime la loiK légèrement mieux que la loi de Fisher,
bien que les deux lois fournissent une très bonne adéquation.

FIGURE 2 – Évolution en fonction de la taille d’échantillon
des moyennes et des variances des KLD, calculées entre la loi
K mimée et la loi imitatrice estimée (Gamma Généralisée ou
Fisher), pour le jeuK(1, 1, 3).

4 Limites du potentiel de mime de la
loi Gamma Généralisée et imitation
d’une loi Log-Normale

4.1 Considérations théoriques et pratiques

Indépendamment des conclusions dérivant de critères d’éva-
lutation de mime, il est important de prendre en compte les
points suivants pour la recommandation d’une loi de modélisa-
tion sur données réelles. (1) L’applicabilité de la méthodeMLC
doit être vérifiée (voir équation 6) pour l’estimation des para-
mètres de la loi Gamma Généralisée (voir [2] et [7] pour les
cas pratiques). (2) La loi Gamma Généralisée n’étant théori-
quement pas définie analytiquement sur l’axe des ordonnées,
il convient aussi de vérifier dans le diagramme que, parmi les
couples (̂κ2GGpdf

, κ̂3GGpdf
) du nuage estimé empiriquement sur

des fenêtres, aucun ne se situe sur l’axe de la Log-Normale.
(3) Le risque d’instabilités numériques lors de l’inversion de
la fonction Polygamma doit également être souligné dans les
zones « critiques » : ici, autour de l’axe de la Log-Normale,
le paramètreηGG tend vers zéro. Ceci est illustré dans [8], où
l’on observe sur un extrait TerraSAR-X un nombre important



d’itérations avant convergence. Dans ces deux derniers types
de situation, l’usage de la loi Gamma Généralisée avec la mé-
thode MLC usuelle ne semble plus être adapté et des solutions
alternatives doivent être préconisées (voir [2] et ci-dessous).

4.2 La loi Log-Normale, limite asymptotique de
la loi Gamma Généralisée

En réalité, il est possible, par passage à la limite de la loi
Gamma Généralisée, d’approximer une loi Log-Normale, sui-
vant la méthode originale d’estimation des paramètres de laloi
imitatrice proposée ci-dessous. En effet, en posantLGG sous la
forme particulièreLGG = SGG

η2
GG

, on obtient (voir [8]) :

lim
ηGG→0

κ̃2GGpdf
= lim

ηGG→0

Ψ(1, SGG

η2
GG

)

η2GG
=

1

SGG
(9)

et on montre que tous les log-cumulants̃κrGGpdf
d’ordre r

strictement supérieur à 2 sont nuls, lorsqueηGG tend vers zéro.
En identifiant alors les log-cumulants d’ordre 2 et d’ordre 1

de la loi Gamma Généralisée avec ceux de la loi Log-Normale,
on obtient (voir [8]), lorsqueηGG tend vers zéro, que1

SGG
=

σ2
LN et queln(µGG) = µLN , grâce à l’approximation de la

fonction DigammaΨ(x) ∼ log(x), pourx tendant vers l’infini.
On a ainsi montré qu’il est possible d’identifier la loi Log-

Normale comme la limite d’une loi Gamma Généralisée, en
définissant, à travers la forme spécifique deLGG , une nouvelle
loi à deux paramètres (le troisième paramètre de la loi Gamma
Généralisée permet d’affiner la précision de l’approximation).
Ce passage à la limite (ηGG tendant vers zéro) se justifie, car on
peut facilement montrer avec le logiciel Maple que la fonction
caractéristique de deuxième espèce de la loi Gamma Générali-
séeφGGpdf

(s), décrite par la relationLGG = SGG

η2
GG

, est définie

pour un voisinage des = 1 (voir [8]).
En supposant connus les paramètres de lois Log-Normales

mimées et en superposant leurs ddps et celles des lois Gamma
Généralisées imitatrices, on peut apprécier dans [8] la qualité
des imitations obtenues. Plusieurs exemples de Gamma Géné-
ralisées mimant des Log-Normales sont présentés en figure 3
dans le diagrammẽκ2− κ̃3. On note au niveau de l’axe vertical
l’allure plate des lois imitatrices (estimées selon la méthode ci-
dessus), qui pourrait assurer une certaine stabilité des résultats.

5 Conclusions et perspectives

Dans une première contribution, nous avons montré la légère
prédominance de la loi Gamma Généralisée sur la loi de Fisher
pour mimer une loiK de référence. Dans une seconde contri-
bution, nous avons prouvé que les lois Gamma Généralisées
peuvent assurer une continuité sur l’axe vertical du diagramme
κ̃2 − κ̃3. Dans nos futures recherches, la comparaison du po-
tentiel de mime des lois Gamma Généralisée et Fisher pourrait
être menée avec d’autres lois de référence et les aptitudes de
ces lois génériques à modéliser différents comportements pour-
raient être analysées sur des extraits radar réels variés (voir [8]).
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FIGURE 3 – Imitations de la loi Log-normale par la loi Gamma
Généralisée pour des valeurs deηGG entre -1 et +1 et pour
SGG ∈ {0.9; 1; 1.5}. La loi Gamma et la loi Gamma Inverse
sont tracées (en vert) de part et d’autre de ces imitations (en
bleu) pour des valeurs deLG ∈ [0.9,∞[ et deLGI ∈ [0.9,∞[.
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