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Résumé –On considère le problème de diagonalisation conjointe non-unitaire de tenseurs symétriques d’ordre trois à valeurs réelles. Cela
apparaît dans de nombreux problèmes de traitement de signalet particulièrement en séparation de sources. On propose unnouvel algorithme de
type Jacobi basé sur une paramétrisation LU de la matrice diagonalisante. L’estimation des paramètres est faite de façon entièrement analytique
suivant une stratégie basée sur une estimation alternée et une fonction de coût inverse. Deux approches différentes de cet algorithme sont
présentées. La diagonalisation est directement effectuéesur les tenseurs d’ordre trois et non sur leur version dépliée.

Abstract – We consider the problem of non-unitary joint diagonalization of real-valued third-order symmetric tensors. This appears in many
signal processing problems and it is instrumental in sourceseparation. We propose a new Jacobi-like algorithm based onan LU parameterization
of the so-called diagonalizing matrix. The parameters estimation is done analytically following a strategy based on analternate estimation and
an inverse cost function. Two different approaches of this algorithm are presented. An important point is that the diagonalization is directly done
on the third-order tensors and not on their unfolded version.

1 Introduction

La diagonalisation conjointe de matrices et de tenseurs se si-
tue parmi les outils les plus utilisés en séparation de sources et
en analyse en composantes indépendantes (ACI) [1] [2]. Elle
prend ses origines dans les publications [3] et [4] où la diago-
nalisation conjointe unitaire de matrices et la diagonalisation
unitaire d’un tenseur d’ordre quatre sont respectivement intro-
duites en lien avec l’ACI. Une généralisation peut être trouvée
dans [5] et le cas spécifique de la diagonalisation conjointeuni-
taire de tenseurs d’ordre trois est abordé dans [6].

Plus récemment, l’attention s’est portée sur la diagonalisa-
tion conjointe non-unitaire de matrices, voir notamment [7]-
[13] ainsi que les références qui s’y trouvent. La diagonalisa-
tion conjointe non-unitaire est un problème important car elle
permet d’éviter une étape de prétraitement (blanchiment des
observations en séparation de sources) qui, en pratique, limite
les performances. De nombreux algorithmes de ce type ont été
développés. Parmi eux, les algorithmes de type Jacobi sont par-
ticulièrement intéressants de par leur simplicité, leur capacité à
traiter des matrices de grandes dimensions et leur très bonnes
performances, voir par exemples [9]-[13]. La diagonalisation
conjointe non-unitaire de tenseurs, correspondant à une décom-
position Canonique Polyadique (CP) conjointe de tenseurs,est
un sujet relativement ouvert. Il a été abordé dans le cadre de
mélanges sous-déterminés pour un ensemble de tenseurs cumu-
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lants [14] et pseudo-cumulants [15], où le problème est traité
par dépliement des tenseurs de manière à retomber sur une dia-
gonalisation conjointe de matrices.

Dans ce papier, on propose deux algorithmes proches de type
Jacobi pour la diagonalisation conjointe non-unitaire de ten-
seurs symétriques d’ordre trois à valeurs réelles. Ils sontbasés
sur une paramétrisation particulière de la matrice diagonali-
sante. Les deux approches reposent sur une estimation alternée
des paramètres qui est faite de manière entièrement analytique
à l’aide d’un critère inverse approprié.

2 Formulation du problème

On considère un ensemble deK (K ∈ N
∗) tenseurs d’ordre

trois à valeurs réelles et de dimensionsN × N × N (N ∈
N

∗ \ {1}) tel queT(k) = (Tp1p2p3
(k)) aveck ∈ K (K =

{1, . . . ,K}) et (p1, p2, p3) ∈ N 3 (N = {1, . . . , N}). Ces
tenseursT(k) sont supposés suivre la décomposition terme à
terme suivante

Tp1p2p3
(k) =

∑

(q1,q2,q3)∈N 3

Dq1q2q3(k)Ap1q1Ap2q2Ap3q3 (1)

où A = (Apq) est une matriceN × N réelle inversible et
D(k) = (Dq1q2q3(k)) sontK tenseurs réels diagonaux de di-
mensionsN × N × N , ce qui signifie que seuls les éléments
Daaa(k), a ∈ N , sont potentiellement non nuls. Par la suite,
pour simplifier, on notera la relation (1) de la façon suivante

T(k) = D(k)×(3) A . (2)



Il est important de noter que, pour toutk, les tenseursT(k)
sont symétriques, c’est-à-dire queRabc(k) = Refd(k) pour
tout (e, f, d) résultant d’une permutation de(a, b, c).

Le but de la diagonalisation conjointe de tenseurs d’ordre
trois est donc, à partir des seuls tenseurs de donnéesT(k),
d’identifier une matrice inversibleB telle que pour toutk ∈ K,
les tenseurs transformés

R(k) = T(k)×(3) B (3)

soient tous conjointement diagonaux. Par la suite, on appellera
B la matrice diagonalisante. On montre aisément que siB est
égale à l’inverse de la matriceA, à des facteurs d’échelle et
des permutations des vecteurs lignes près, alorsR(k) sont tous
diagonaux.

En pratique, les tenseursT(k) sont estimés à partir d’un
nombre fini de données, à l’aide d’opérateurs d’analyse ou de
statistiques d’ordre supérieur (comme, par exemple, les cumu-
lants d’ordre quatre). Ainsi, il est impossible de rendre les ten-
seursT(k) exactement diagonaux, on ne pourra les diagonali-
ser conjointement qu’approximativement.Pour mesurer la «dia-
gonalité » des tenseurs, on utilise classiquement une fonction
de coût. Ici, on utilisera le critère inverse suivant

J (B) =
∑

k∈K

‖ZTdiag {R(k)}‖2 (4)

où ‖·‖ est la norme euclidienne etZTdiag {·} est l’opérateur
annulant les composantes diagonales des tenseurs en argument.
Il s’agit donc maintenant d’un problème d’optimisation où l’on
cherche une matriceB minimisantJ .

3 Algorithme proposé

Afin de simplifier l’estimation de la matriceB et d’éviter
les solutions singulières (matrices non-inversibles), onpropose
d’utiliser une paramétrisation LU qui va permettre de contrain-
dre le déterminant de la matrice diagonalisante à un.

Toute matrice carrée peut toujours être décomposée sous la
formeDPLU oùD est une matrice diagonale,P une matrice
de permutation etL et U des matrices triangulaires, respecti-
vement inférieure et supérieure, de coefficients diagonauxtous
égaux à 1. Les indéterminations classiques de ce problème font
que les matricesD et P de la décomposition précédente ne
pourront pas être identifiées. Ainsi il est suffisant de rechercher
une matriceB s’écrivant sous la formeB = LU. Comme cha-
cun des déterminants deL et U vaut un, on remarque qu’on
a biendet(B) = det(L) det(U) = 1. Dans ce papier, on pro-
pose d’estimer les matricesL etU de manière découplée, c’est-
à-dire que dans un premier temps, on minimisera (4) en posant
B = U puis on fera de même en posantB = L.

Les deux algorithmes proposés sont de type Jacobi. Cette
méthode consiste à décomposer une matriceN ×N en un pro-
duit deN(N−1)

2 matricesN ×N « simples » que l’on appellera
matrices élémentaires. Ainsi,U et L sont décomposées de la

manière suivante

U =

N−1
∏

i=1

N
∏

j=i+1

U
ij et L =

N−1
∏

i=1

N
∏

j=i+1

L
ij . (5)

Dans (5), les matrices élémentairesU
ij (resp.Lij ) diffèrent de

l’identité N × N seulement par leur terme(i, j) (resp.(j, i)),
i < j que l’on noterauij (resp.ℓij). Chaque matrice élémen-
taire ne dépend donc que d’un seul paramètre.

L’ensemble de la procédure proposée est décrite ci-dessous.
– InitialiserB et construire les tenseurs transformés

R(k)← T(k) ×(3) B

– Étape U : pour tous les indices1 ≤ i < j ≤ N

- CalculerUij et mettre à jourR(k) etB
– Étape L : pour tous les indices1 ≤ i < j ≤ N

- CalculerLij et mettre à jourR(k) etB
Cette procédure, qui correspond à un balayage, doit être réité-
rée jusqu’à convergence.On appelle cette algorithme T-ALUJA
(pourTensorial Alternate LU Jacobi Algorithm).

4 Estimation des paramètres

Dans cette section, on considèrera uniquement la matrice
U

ij pour un couple(i, j), i < j donné. La matriceLij étant
la transposée d’une matrice triangulaire supérieure similaire à
U

ij , on déduira donc directement la solution optimale pour le
paramètreℓij , en interchangeant simplement les indicesi et j
dans les développements suivant.

On propose deux approches différentes. La première, dite
classique, consiste à utiliser directement le critère (4) pour es-
timer les différents paramètres. Ainsi on prendra en compte
l’intégralité des composantes hors-diagonales modifiées par la
transformation (3). La seconde approche est similaire maisadap-
tée au cas où l’on est proche d’une solution diagonalisante.

4.1 Approche de type classique

En utilisant directement le critère (4) surU
ij , on obtient

J (Uij) =
∑

k∈K

∥

∥ZTdiag
{

R
ij(k)

}∥

∥

2
(6)

avec
R

ij(k) = R(k)×(3) U
ij . (7)

On cherche la solution optimale deuij minimisant (6). La trans-
formation (7) n’impacte que les éléments deR(k) aux posi-
tions{(i, y, z) ∪ (x, i, z) ∪ (x, y, i)} avec(x, y, z) ∈ N 3, soit
un élément diagonal et3N(N − 1) éléments hors-diagonaux.
De plus, on rappelle queR(k) sont des tenseurs symétriques.
Par la transformation (7),Rij(k) sont symétriques aussi, cela
réduit considérablement le nombre d’éléments hors-diagonaux
intéressants. Ainsi, par là suite, on se concentrera uniquement
sur les éléments deRij(k), pour toutk, dont les indices appar-
tiennent à{(i,m, n)|m ∈ N , n ∈ P} avecP = N \ {i}. Pour



tout (p, q) ∈ P2, on a alors

R
ij
iiq(k) = Riiq(k) + 2Rijq(k)uij +Rjjq(k)u

2
ij

R
ij
ipq(k) = Ripq(k) +Rjpq(k)uij . (8)

Ainsi (6) peut s’écrire

J (Uij) = 3
∑

k∈K

{

∑

q∈P

(

R
ij 2
iiq (k) + 2

∑

p∈P

R
ij 2
ipq (k)

)}

+ C

(9)

oùC regroupe les carrés de tous les éléments hors-diagonaux
qui n’ont pas été modifiés par la transformation (7).

En utilisant (8) dans (9), on obtient

J (Uij) = a0 + a1uij + a2u
2
ij + a3u

3
ij + a4u

4
ij (10)

avec

a0 =3
∑

k∈K

{

∑

q∈P

(

R2
iiq(k) +

∑

p∈P

R2
ipq(k)

)}

+ C

a1 =6
∑

k∈K

∑

q∈P

(

2Riiq(k)Rijq(k) +
∑

p∈P

Ripq(k)Rjpq(k)
)

a2 =3
∑

k∈K

∑

q∈P

(

4Riiq(k)Rjjq(k) + 2R2
ijq(k) +

∑

p∈P

R2
jpq(k)

)

a3 =12
∑

k∈K

∑

q∈P

Rijq(k)Rjjq(k)

a4 =3
∑

k∈K

∑

q∈P

R2
jjq(k). (11)

Pour trouveruij , on dérive (10) par rapport àuij , on obtient

∂J (Uij)

∂uij

= a1 + 2a2uij + 3a3u
2
ij + 4a4u

3
ij . (12)

Comme c’est un polynôme d’ordre trois, les racines de∂J (Uij)
∂uij

peuvent être calculées analytiquement. On choisit alors lara-
cine réelleuij minimisant la valeur deJ .

4.2 Approche adaptée

Lorsque l’on examine en détail l’approche précédente, on
remarque que certaines composantes des tenseurs transformés
ont un poids plus fort par rapport aux autres lorsque l’on est
proche d’un solution diagonalisante (dans le sens où pour tout
k ∈ K, tous les éléments hors-diagonaux desR(k) ont un mo-
dule très petit par rapport à l’élément diagonal non nul des
R(k) de plus petit module). Sous cette hypothèse, pour tout
(a, b, c) ∈ {N 3 \ (p, p, p)|p ∈ N}, |Rabc(k)| ≪ 1 et il est fa-
cile de montrer que|uij | ≪ 1. Ainsi dans (8), dans la première
équation, pour toutq ∈ P , on a|Rijq(k)uij | ≪ |Riiq(k)| et
|Rjjq(k)u

2
ij | ≪ |Riiq(k)|, et dans la second équation, pour

tout (r, s) ∈ {P2 \ (j, j)}, |Rjrs(k)uij | ≪ |Rirs(k)|. D’où,
sous cette hypothèse, (8) s’écrit

R
ij
iiq(k) ≈ Riiq(k)

R
ij
irs(k) ≈ Rirs(k)

R
ij
ijj(k) = Rijj(k) +Rjjj(k)uij . (13)

ChaqueRij(k) ne contient alors, approximativement, qu’un
seul terme hors-diagonal non-constant, à savoirR

ij
ijj(k). Fina-

lement, en utilisant (13) dans (9), après quelques calculs,on
approche (12) par

∂J (Uij)

∂uij

≈ 6
∑

k∈K

Rjjj(k)
(

Rijj(k) +Rjjj(k)uij

)

. (14)

En égalant (14) à zéro, on trouve l’expression analytique deuij

suivante

uij = −

∑

k∈K

Rijj(k)Rjjj(k)

∑

k∈K

R2
jjj(k)

. (15)

Cette approche adaptée permet une réduction de la complexité
par rapport à l’approche classique.

5 Simulations numériques

On va, maintenant, illustrer les performances des deux algo-
rithme proposés. Celui utilisant l’approche classique sera sim-
plement désigné par T-ALUJA, tandis que celui utilisant l’ap-
proche adaptée sera noté T-ALUJA-A.

Afin d’évaluer les performances de l’algorithme, on consi-
dère l’indice de performance tel qu’il est défini dans [13]-[17].
Cet indice normalisé compare la matrice globaleS = BA au
produit d’une matrice diagonale et d’une matrice de permuta-
tion. L’indice vaut zéro siS est égale àDP.

On considère15 tenseurs symétriques à valeurs réelles de
dimensions10 × 10 × 10 définis dans un contexte bruité par
T(k) + tN(k) où N(k) sont des tenseurs de bruit ett repré-
sente le niveau de bruit. Toutes les composantes de la matrice
A et des tenseurs diagonauxD(k) suivent une loi uniforme sur
[−1, 1] tandis que les composantes deN(k) suivent une loi nor-
male centrée réduite. Enfin, on choisit la matrice identité pour
initialiserB.
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FIGURE 1 – Indice de performance par rapport au nombre d’ité-
rations pour15 tenseurs de dimensions10 × 10 × 10 dans un
contexte non bruité (100 tirages indépendants).

La figure 1 montre l’évolution de l’indice de performance
au fil des itérations dans un contexte non bruité pour 100 ti-
rages indépendants. Bien que l’initialisation deB soit très éloi-



gnée d’une solution diagonalisante, on constate que T-ALUJA-
A présente une bien meilleure vitesse de convergence que T-
ALUJA. En effet tous les tirages de T-ALUJA-A convergent
entre la4ème et la 6ème itération tandis que les tirages de T-
ALUJA convergent entre la12èmeet la22ème itération.
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FIGURE 2 – Indice de performance moyen par rapport au
nombre d’itérations pour15 tenseurs de dimensions10× 10×
10 pour différents niveaux de bruitt ∈ {10−7, 10−4, 10−3}
(100 tirages indépendants).

La figure 2 présente l’évolution de l’indice de performance
moyen (sur 100 tirages) au fil des itérations dans différents
contextes bruités (t ∈ {10−7, 10−4, 10−3}). De nouveau, T-
ALUJA-A montre une meilleure vitesse de convergence que
T-ALUJA. Concernant le niveau de performance atteint, les
deux approches donnent des résultats similaires. Parfois un al-
gorithme atteint un niveau de performance moyen légèrement
meilleur par rapport à l’autre.

6 Conclusion

Nous avons proposé deux algorithmes de type Jacobi pour la
diagonalisation conjointe non-unitaire de tenseurs symétriques
d’ordre trois. Ceux-ci sont basés sur une estimation découplée
des paramètres de la matrice diagonalisante et ils reposentsur
la résolution analytique d’un problème d’optimisation à l’aide
d’un critère inverse. La première approche prend en compte
tous les termes hors-diagonaux des tenseurs tandis que la se-
conde est basée sur une sélection des termes les plus pondé-
rés lorsque l’on est proche d’une solution diagonalisante.Les
simulations numériques confirment la validité de ces deux ap-
proches et souligne le très bon comportement de T-ALUJA-A
par rapport à T-ALUJA en terme de vitesse de convergence.
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