Méthodes de points intérieurs pour des problemes de grande taille
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Résumé — L objectif de cette communication est de fournir un apercu de quelques contributions récentes en optimisation numérique dans le
cadre de la résolution de problemes inverses de grande taille en traitement du signal et de I’image. On s’intéressera plus particulieérement aux
méthodes primales-duales de points intérieurs qui sont connues pour leurs convergence rapide au prix d’un cofit de calcul important par itération.
Les améliorations proposées concernent la réduction du coit de calcul par itération en assurant la convergence des méthodes et conduisant a des
algorithmes possédant un potentiel de parallélisation. Cette démarche sera illustrée a travers un exemple de traitement d’images hyperspectrales.

Abstract — The aim of this communication is to present some recent contributions in numerical optimization for the solving of large-scale signal
and image processing problems. We will make a focus on primal-dual interior-point methods which are known for their fast convergence rate and
their high numerical cost for each iteration. The proposed enhancements concern the development of acceleration strategies allowing to reduce
this cost, while maintaining the convergence properties of the method and yielding algorithmic structures suitable for parallel implementation.
This strategy is illustrated on an example of hyperspectral image unmixing.

1 Introduction

La résolution de nombreux probleémes en traitement du si-
gnal et de I’image fait appel a une étape d’optimisation d’un
critere sous des contraintes d’égalité et/ou d’inégalité. Bien que
plusieurs méthodes d’optimisation existent dans les domaines
de I’analyse numérique et des mathématiques appliquées, le
choix de la méthode la plus adaptée ou son adaptation a un
probleme de traitement du signal ou d’image n’est pas trivial.
En effet, ce choix doit tenir compte des propriétés du critere,
du type de contraintes et de la dimension du probléme. Dans le
cadre de problemes de grande taille, une attention particuliere
doit étre focalisée sur la complexité arithmétique et le besoin
mémoire des algorithmes.

Il existe principalement trois grandes familles de méthodes
d’optimisation sous contraintes [1] : les méthodes de péna-
lité extérieure, les méthodes de contraintes actives et les mé-
thodes de points-intérieurs. On s’intéressera particulierement
a cette derniere famille de méthodes. Les méthodes de points-
intérieurs (qualifiées aussi de méthodes de pénalité intérieure)
ont la spécificité de garantir le respect des contraintes d’inéga-
lité strictement (d’ou le qualificatif intérieurs).

Le principe d’optimisation par points intérieurs est apparu
dans les années cinquante, grace a la définition de la fonction
barriere logarithmique, en 1955, par Frisch [2]. C’est dans le
livre de Fiacco et McCormick [3] que le terme de points in-
térieurs a été introduit. Les travaux de Karmakar [4] en 1984
furent a ’origine de la proposition d’un algorithme a conver-
gence polynomiale, ce qui a ouvert la voie au développement
de plusieurs techniques [1], telles que le suivi de chemin cen-
tral, 1a barriere logarithmique et la méthode primale-duale.

D’une facon générale, pour la construction des algorithmes

de points-intérieurs, il y a deux points de vue complémentaires
qui conduisent au méme résultat : la pénalisation logarithmique

et la perturbation des conditions d’optimalité. L’ approche primale-

duale consiste a estimer conjointement les variables primales
(variables d’intérét) et duales (multiplicateurs de Lagrange) par
la résolution d’une séquence de problémes correspondants a
des versions perturbées des conditions d’optimalité de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT)[5]. Ces méthodes possedent une vitesse
de convergence superlinéaire, voire quadratique [6] au prix d’un
colit de calcul important par itération, limitant leur application
dans le cas de problemes de grande taille.

Nous présentons dans cette communication quelques amé-
liorations récentes permettant de réduire ce cofit de calcul en
exploitant la structure du critére a minimiser et en proposant
des adaptations conduisant a une structure algorithmique adap-
tée pour une implémentation efficace sur des outils de calcul
parallele.

2 Optimisation sous contraintes

On s’intéresse a la résolution d’un probléme d’optimisation
exprimée sous la forme

minimiser  fo(x),
xeR”
sous contraintes  fi(x) <0 Vi=1,...,m,, (D

hi(x)=0 Vj=1,...,me.

Ce probléme correspond a la minimisation d’une fonction f
(R™ +— R) sous m. contraintes d’inégalité et m; contraintes
d’égalité, exprimées par les fonctions {f;,s = 1,...,m;} et
{h;,j =1,...,m.}, respectivement. Le lagrangien associé a
ce probléeme primal s’ obtient en augmentant la fonction objectif



fo par un terme pondéré par les contraintes selon
L(z,\,v) = fo(xz) + X' f(x) + v'h(x),

ou A € R™ v € R™e sont des vecteurs contenant les multipli-
cateurs de Lagrange associés aux contraintes f = [f1, ...
eth=[hj,....,hn]"

La fonction duale associée au probléme d’optimisation ini-
tial est définie par

gAv) = l}ggL(w,A,V), ()

=0

m; Me .. .
avec D = Ndom f; .ﬂl dom h;. La maximisation de cette
j=

fonction duale, sous la contrainte A > 0, est appelé probléeme
dual et conduit au point d* = nax g(A, V). En cas de dua-
zU,v

lité€ forte (i.e. existence d’un minimiseur * € D), une consé-
quence importante est que d* = p* = mircl fo, avec C =
S

{z|f(x) < 0et h(x) = 0}.

2.1 Conditions d’optimalité

Les conditions nécessaires pour 1’optimalité de la solution
(z*, \*,v*) du probléme d’optimisation (1), conditions dites
de Karush-Kuhn-Tucker, sont liées a 1’annulation du gradient
du lagrangien par rapport a «, la non-négativité des parametres
de Lagrange, le respect des contraintes d’inégalité et d’égalité
ainsi que la satisfaction de la condition de complémentarité.
Cette derniere condition stipule qu’au point optimal chaque pa-
rametre de Lagrange associé a une contrainte d’inégalité vaut
zéro sauf si cette contrainte est active. Ces conditions s’ex-
priment sous la forme d’un systéme d’équations

Vio(x*) + Vf(x*)\" + Vh(z*)v* =0,

h(z*) =0,

f@) <o, G)
AT >0,

flx*)tA" =0,

La condition de complémentarité est difficile a résoudre car elle
nécessite de connaitre au préalable I’ensemble des contraintes
actives au point optimal. Pour contourner cette difficulté, I’idée
des méthodes de points intérieurs est de relaxer partiellement
cette condition en s’appuyant sur un parametre de perturbation
w et de résoudre des problemes intermédiaires de sorte a main-
tenir les solutions intermédiaires a I’intérieur du domaine ad-
missible :

Vio(x*) + Vf(x*)A* + Vh(z*)v* =0,

* 0’
f(@*) <0, “
ot F(x) = Diag(f(x)). Par décroissance du parametre de

perturbation y vers 0, les solutions convergent vers la solution
du systtme KKT non perturbé, et donc du probleme initial.

7fmi]t

On montre assez facilement que les conditions KKT pertur-
bées correspondent aux conditions d’optimalité associées a la
minimisation du critére

@) = fo@) — 1 los(— (&),

sous les contraintes h(x) = 0. Ainsi, I’ajout de la barriere
logarithmique va permettre de garder la solution du probleme
a I'intérieur du domaine des contraintes.

2.2 Algorithme primal-dual

Afin d’alléger la présentation, on se place dans le cadre de la
résolution d’un probleme d’optimisation sous contrainte d’in-
égalités uniquement. L’algorithme primal-dual des points in-
térieurs consiste a alterner des étapes de résolution du sys-
teme (4), dit de KKT perturbé, et de décroissance du parametre
de perturbation. Une solution approchée de (4) est obtenue par
quelques itérations d’un algorithme de Newton couplées avec
une recherche de pas selon le schéma de descente linéaire

(®ps1, Aer1) = (g + apdy, A\p + apdy) (5)

avec des directions primale d¥ et duale d; qui correspondent &
un pas de Newton appliqué aux conditions d’égalité du systeme
KKT perturbé [5]. Ces directions sont calculées en résolvant le
systeme linéaire

V2L(zp,Ax) VE(ze)] [dP]
{—AkV;(m:)t —F(:BZ)] [dg} = -1y (T, Ax),  (6)

ot Ay, = Diag(A) et r,(x, A) est le résidu primal-dual,

e = PRSI [

Le pas ay est déterminé de facon a vérifier les deux contraintes
d’inégalité de (4) et a assurer la convergence de 1’algorithme
de descente en garantissant une décroissance suffisante d’une
fonction de mérite primale-duale ¥, (z, A) liée aux conditions
d’optimalité du probleme [5, 7]. Une technique de rebrousse-
ment avec la régle d’ Armijo est suffisante pour cette étape [1].
L’ arrét de I’algorithme de descente est régi par deux conditions
liées a la petitesse de la norme des résidus primal et dual
7™ (2, Ak lloo < € et [ (@, M)l /1m0 < ™.

Une stratégie de choix de "™ et ¢2! est décrite dans [8]. Le

parametre de perturbation py est mis a jour selon la regle de

p-criticité .
e = —(0/mi) f(zx)" Ak, @)

ou # € (0,1). Les itérations de 1’algorithme primal-dual sont
controlées par un test d’arrét global portant sur la valeur mini-
male de la perturbation (1, < fimin) €t sur la norme du résidu
primal-dual (||, (xx, Ax)|| < €o).

Les propriétés de convergence de cette méthode primale-
duale des points intérieurs dans le cas de criteres fortement
convexes sont données dans le théoreme 5.1 de [7].



2.3 Cas des problemes de grande taille

Dans le cadre de problemes de grande taille, le systeme (6)
ne peut étre inversé de fagon directe. De plus, celui-ci devient
tres mal conditionné a I’approche de la convergence de 1’al-
gorithme et notamment des lors qu'une des contraintes est ac-
tive [9]. Nous décrivons deux stratégies pouvant étre adoptées
pour surmonter cette difficulté [5, 10].

2.3.1 Résolution tronquée du systéme pimal-dual

L’issue proposée dans [10, 11] consiste a résoudre ce sys-
teme de fagon approchée par une méthode de résolution itéra-
tive telle que le gradient conjugué préconditionné (PCG). Cette
stratégie se place ainsi dans la famille des méthodes de New-
ton tronqué [12]. Il est montré dans [10] que cette stratégie
conserve les propriétés de convergence de 1’algorithme. Cepen-
dant, les performances dépendent du choix du préconditionneur
et du seuil du résidu relatif de la résolution approchée. De plus,
la matrice normale n’étant pas symétrique, I'utilisation d’un
algorithme de gradient conjugué dans ce cas ne semble pas
étre la meilleure option. Une technique telle que le gradient
bi-conjugué préconditionné est plus adaptée [13].

2.3.2 Calcul approché de la direction primale

Une alternative [8] consiste a effectuer le calcul des direc-
tions en deux étapes : la direction primale df est d’abord obte-
nue par inversion du systeme réduit

Hd;, = —gx (8)
avec

gr = VL(zk,Ar) = Vf(@r)F(2r) " wy,
H, = V2L(£L'k, Ak) — Vf(mk)F(ack)_lAka(:vk)t.

Ensuite la direction duale d} est obtenue selon
dy = —F(z) " [pg + AV E(zR)'di] — Xe. 9)

Notons que le systeme réduit s’obtient par substitution de dﬁ
dans la premiere équation de (6) par son expression (9) déduite
de la seconde partie de ce systeme.

On peut constater que la matrice H}, est symétrique et de
taille plus petite que la matrice normale du systéme primal-dual
(6). L’algorithme PCG avec une factorisation de Cholesky in-
complete a été utilisé dans [13] pour la résolution approchée de
ce systeme. Nous avons par ailleurs proposé dans [14] une ap-
proche basée sur les algorithmes de majoration-minimisation
(MM). Cette approche exploitant la structure dans la matrice
Hj, permet d’assurer la séparabilité des variables et de réali-
ser une résolution itérative du systéme en évitant les inversions
matricielles et les factorisation de Cholesky. Ces étapes étant
couteuses en temps de calcul et stockage mémoire. Nous pro-
posons d’utiliser cette stratégie MM comme préconditionneur
au sein d’un algorithme PCG appliqué a la résolution du sys-
teme réduit.

2.3.3 Accélération matérielle

Un second volet pour la résolution de probléemes de grande
taille est 1ié a 1’utilisation des outils de calcul intensif pour la
mise en oeuvre de 1’algorithme d’optimisation. Dans le cadre
des méthodes de type point-intérieurs 1I’approximation MM sé-
parable permet de remplacer 1’étape d’inversion d’un systéme
de grande taille par la résolution d’un grand nombre de sys-
temes de taille réduite [14]. Ainsi la résolution de ces systemes
sera répartie sur plusieurs processeurs de calcul parallele [15].

3 Exemple : estimation des cartes d’abon-
dances en imagerie hyperspectrale

Les différentes approches décrites sont illustrées a travers
le probleme d’estimation des cartes d’abondances en imagerie
hyperspectrale [16, 17]. Une image hyperspectrale consiste en
une mesure du spectre de réflectance dans K bandes spectrales
pour chacun des N pixels. On suppose que 1’image contient P
composants dont les spectres S = [s1,...,sp] € REXP sont
connus. En utilisant le modele de mélange linéaire, le spectre
observé en un pixel n peut s’écrire y,, = Sx,, + €, avec y,, €
RE, x, € R les coefficients de mélanges ou abondances, et
e, € R¥ un bruit gaussien i.i.d. et de moyenne nulle.

3.1 Formulation du probléme d’optimisation

L’estimation des cartes d’abondances consiste a estimer en
chaque pixel les abondances «,, connaissant y,, et .S en résol-
vant le probleme de moindres carrés contraint suivant :

fol@) = S0 lyn — Sz.|3 + BR(z),

x, =0 Yn=1,...,N,
1%z, =1 Vn=1,...,N.

minimiser
xcRNFP
sous contraintes

(10)
onz = [zt,...,z%]" € RV est la concaténation des vec-
teurs d’abondances de tous les pixels, 5 € R, et R(x) est un
terme de pénalisation assurant la régularité spatiale des abon-
dances et s’écrit R(x) = |&; — ;|2 ol € représente

AT = Laigyee 1%~ Byllp OU € TEP
I’ensemble des pixels voisins verticalement et horizontalement.

3.2 Résultats

Les performances des différentes approches sont évaluées
sur des données simulées a partir de spectres S issus de la bi-
bliotheque spectrale USGS (mesurés dans K = 224 bandes
spectrales) et de cartes d’abondances « contenant des motifs
de forme gaussienne. Chaque pixel est généré par le mélange
linéaire y,, = Sa,. Un terme de bruit est ajouté pour obtenir
un rapport signal a bruit de 10 dB.

L’estimation des cartes d’abondances est réalisée pour chaque
image simulée en résolvant le probleme (10) par une méthode
primale-duale de points intérieurs. Cinq variantes de 1’algo-
rithme sont testées, chacune se distinguant par le choix de la
méthode de Newton tronquée pour de calcul de la direction
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FIGURE 1 — Temps de calcul des différentes approches pro-
posées pour différentes tailles de données : a gauche pour dif-
férents nombre de pixels et P = 5, a droite pour différents
nombres de composants et N = 502, Valeurs moyennes pour
100 simulations de Monte Carlo.

primale : inversion directe (sans accélération), approche MM,
approche MM sur GPU, approche PCG avec préconditionneur
issu de I’approche MM, approche PCG avec préconditionneur
issu d’une factorisation de Cholesky incompléte.

La figure 1 illustre les temps de calcul des 5 variantes pour
différentes tailles de données. Les calculs sont effectués sur une
station de travail Dell Precision T7400 équipée d’un processeur
Intel Xeon X5472, 16 GO de mémoire RAM, et une carte gra-
phique Tesla C1060 contenant 240 unités de calcul et 4 GO de
mémoire RAM. Le paramétre de régularisation /3 est fixé a 1
pour tous les tests. Dans les conditions testées, les 3 alterna-
tives pour le calcul de la direction primale sur CPU offrent un
facteur d’accélération variant entre 4.8 et 14.6 par rapport a la
version sans accélération. Ce facteur augmente avec la taille
des données. L’ implémentation GPU de 1’approche MM offre
un facteur d’accélération variant entre 15.8 et 33.9 par rapport
a I’approche MM sur CPU, ou entre 102.5 et 312.7 par rapport
a la version sans accélération sur CPU.

4 Conclusion

Bien qu’étant une méthode de second ordre, la méthode primale-

duale de points intérieurs peut étre employée pour résoudre des
problemes d’optimisation de grande taille grice a I’intégration
d’une étape de type Newton tronqué au sein de I’algorithme.
Conjuguée a I’exploitation de la structure du probleéme, cette
amélioration permet non seulement de diminuer le cofit de cal-
cul tout en garantissant la convergence, mais elle facilite aussi
une implémentation parallele.
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