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Résumé – Cet article propose une approche automatique pour estimer le nombre de spectres de composés purs dans les images hyperspectrales.
L’estimation est basée sur de récents résultats de la théorie des matrices aléatoires sur les “modèles à variances isolées”. Plus précisément,
nous étudions l’écart entre les valeurs propres successives de la matrice de covariance des observations. L’algorithme d’estimation proposé est
automatique et robuste à la présence de bruit corrélé. Cette stratégie est validée sur des images synthétiques et réelles. Les résultats expérimentaux
sont prometteurs et montrent la pertinence de cette approche par rapport à l’état de l’art.

Abstract – This paper proposes a fully automatic approach for estimating the number of endmembers in hyperspectral images. The estimation
is based on recent results of random matrix theory related to the so-called spiked population model. More precisely, we study the gap between
successive eigenvalues of the sample covariance matrix constructed from high dimensional noisy samples. The resulting estimation strategy is
unsupervised and robust to correlated noise. This strategy is validated on both synthetic and real images. The experimental results are very
promising and show the accuracy of this algorithm with respect to state-of-the-art algorithms.

1 Introduction
Les pixel-vecteurs des images hyperspectrales sont généra-

lement constitués d’un mélange de spectres de composés dits
purs pondérés par des proportions appelées abondances. Le dé-
mélange des images hyperspectrales consiste généralement en
trois étapes (i) estimation du nombre de spectres purs [1,2], (ii)
extraction de ces spectres et (iii) estimation des abondances.
Cet article considère le problème d’estimation du nombre de
spectres purs qui reste un problème majeur en imagerie hy-
perspectrale. Plusieurs travaux se sont intéressés à ce pro-
blème et peuvent être regroupés en trois classes d’approches :
les tests d’hypothèses tels que l’algorithme Harsanyi-Farrand-
Chang (HFC) [2, 3], les approches basées sur l’optimisation
d’une fonction de coût comme l’algorithme Hysime [1] et en-
fin une méthode récente qui s’appuie sur la théorie des ma-
trices aléatoires via l’algorithme de Cawse-Damelin-Robin-
Sears (CDRS) [4]. On s’intéresse dans cet article à la troisième
classe d’algorithmes. L’algorithme CDRS est lui-même divisé
en deux étapes : (i) estimation de la matrice de covariance du
bruit et élimination de ses effets, (ii) mise en oeuvre d’un seuil
théorique sur les valeurs propres de la matrice de covariance
après blanchiment. Cependant, cet algorithme est sensible au
bruit [4] et à la présence de corrélation dans ce dernier [5].

L’objectif de cet article est d’introduire un algorithme au-
tomatique traitant le problème d’estimation du nombre des
spectres purs en présence d’un bruit non identiquement distri-
bué. L’algorithme proposé vise à améliorer les performances
de l’algorithme CDRS en étant plus robuste à la corrélation
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du bruit. De la même manière que CDRS et Hysime, notre
méthode commence par estimer la matrice de covariance de
bruit. La deuxième étape utilise des résultats récents sur les
“modèles à variances isolées”. En effet, Passemier et Yao ont
proposé dans [6] une méthode basée sur l’écart entre les valeurs
propres successives de la matrice de covariance dans le cas d’un
bruit blanc. L’idée principale de cette méthode se base sur le
fait que les écarts entre deux valeurs propres successives de la
matrice de covariance blanchie sont considérables en présence
d’un mélange de matériaux purs. Dans le cas où les observa-
tions se réduisent à un bruit blanc (ou faiblement coloré suite à
l’imprécision de la procédure de blanchiment), ces écarts sont
plutôt faibles. S’appuyant sur cette idée, dans le cas d’un signal
composé d’un mélange de matériaux bruité, nous proposons un
seuil séparant la partie signal (mélange de matériaux purs) de
la partie bruit.

L’article est organisé comme suit. La section 2 introduit le
modèle de mélange linéaire classiquement utilisé en imagerie
hyperspectrale. L’algorithme proposé est décrit dans la section
3. Des résultats sur des images synthétiques et réelles sont pré-
sentés dans les sections 4 et 5. La section 6 donne quelques
conclusions et perspectives.

2 Formulation du problème

2.1 Modèle de mélange linéaire

En imagerie hyperspectrale, le modèle de mélange linéaire
suppose que le nième pixel de l’image noté yn, de taille L×1,
est une combinaison linéaire de R spectres dits purs mr, r ∈



{1, · · · , R}, perturbée par un bruit en :

yn =

R∑
r=1

arnmr + en

= Man + en (1)

où en ∼ N (0L,Σ) est un bruit Gaussien de matrice de cova-
riance Σ, 0L est le vecteur nul de dimension L × 1, an repré-
sente les abondances qui satisfont les contraintes de positivité
et de somme à un, et M = [m1, · · · ,mR] est une matrice de
taille L×R regroupant les spectres purs de l’image. En consi-
dérant les N pixels de l’image Y = [y1, · · · ,yn] (de taille
L×N ), on peut écrire

Y = MA + E (2)

où A est la matriceR×N des abondances et E = [e1, · · · , en]
est une matrice de taille L×N contenant les vecteurs de bruit.

L’estimation du nombre de spectres purs contenus dans Y
peut reposer sur une analyse des valeurs propres de la matrice
de covariance de Y . En supposant l’indépendance entre le si-
gnal S = MA et le bruit E, on obtient [1, 4]

RY = RS + Σ (3)

où RY et RS représentent les matrices de covariance de Y et
S, respectivement. On s’intéresse dans cet article à l’estimation
du nombre des spectres purs R = K + 1, où K = rank(RS).
En effet, le signal Man appartient à un sous-espace de taille
R−1 du fait de la contrainte de somme à un sur les abondances.

2.2 Modèle à variances isolées
Le modèle à variances isolées considère la matrice de cova-

riance RY suivante [6]

RY = σ2Γ


γ1

. . . 0K,L−K
γK

0L−K,K IL−K

Γ> (4)

où Γ est une matrice orthogonale de tailleL×L et IL est la ma-
trice identité de taille L × L. La détermination du nombre des
spectres purs est équivalente à la détermination du nombre des
variances isolées γk. En effet, en notant les K valeurs propres
de RS par {ρ1, · · · , ρK} et celles de RY par {λ1, · · · , λK},
et en supposant Σ = σ2IL, on obtient de (4)

ρk + σ2 = γkσ
2, pour k ≤ K (5)

et de (3)
λk =

{
ρk + σ2, si k ≤ K
σ2, sinon. (6)

Dans le régime asymptotique où N et L convergent vers l’in-
fini au même rythme (N → ∞, L

N → c > 0), Baik et Sil-
verstein démontrent dans [7], sous certaines conditions supplé-
mentaires, les convergences presque sûres suivantes :

λk
p.s.−−−−→
N→∞

σ2φ(γk), pour k ∈ {1, · · · ,K}

λk
p.s.−−−−→
N→∞

σ2(1 +
√
c)2, pour k > K (7)

où φ(x) = (x+ 1)
(
1 + c

x

)
. Passemier et al. considèrent

dans [6] ce résultat pour développer un nouvel estimateur de
K dans le cas d’un bruit blanc. Soient δk = λk − λk+1, pour
k = 1, · · · , L− 1, les différences successives entre les valeurs
propres triées par ordre décroissant λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λL.
L’estimateur est alors donné par

K̂ = min {k ∈ {1, . . . ,M}; δk+1 < dN} (8)
oùM ≥ K est une constante suffisamment grande, et dN est un
seuil qui doit satisfaire pour N → +∞ les conditions dN → 0
et N2/3 dN → +∞. Les auteurs de [6] ont proposé l’utilisa-
tion du seuil dN = ψN

N2/3 βc avec ψN = 4
√

2 log(logN) et

βc =
(
1 +
√
c
) (

1 +
√
c−1
)1/3

puisqu’il satisfait les conditions précédentes.

3 Algorithme proposé
La technique d’estimation exposée prédédemment suppose

que le bruit est blanc. En imagerie hyperspectrale, cette condi-
tion n’est pas souvent réaliste [1, 8]. Nous proposons alors de
procéder en deux étapes : d’abord le blanchiment du bruit, et
ensuite l’estimation du nombre des spectres purs.

3.1 Estimation du bruit
De nombreuses méthodes ont été proposées pour l’estima-

tion du bruit affectant les images hyperspectrales. On y dis-
tingue les méthodes utilisant l’homogénéité spatiale [9], les
méthodes géométriques [10] et celles exploitant la corrélation
spectrale comme l’algorithme par régressions multiples [1, 2].
Comme expliqué dans [1], l’homogénéité spatiale utilisée dans
[9] n’est pas toujours présente en imagerie hyperspectrale. Par
ailleurs, [10] estime le bruit d’une bande à une autre sans tenir
compte de la corrélation entre celles-ci. De ce fait, on utili-
sera dans cet article l’algorithme par régressions multiples tel
qu’implémenté dans [1] pour l’estimation de la matrice de co-
variance Σ̂ du bruit 1. (voir aussi [11] pour plus de détails).

3.2 Estimation du rang
L’estimation du rang de la matrice de covariance RY sup-

pose que le bruit additif est blanc. Dans les applications pra-
tiques où le bruit est non-identiquement distribué, on peut donc
penser à appliquer une procédure de blanchiment du bruit. Ce-
pendant, il a été montré dans [4, 12] que cette procédure, com-
binée avec l’approche CDRS, conduit à une surestimation de
la dimension K. Par conséquent, nous éliminerons l’effet du
bruit en adoptant la stratégie utilisée dans [4]. En considérant
que v>i wi 6= 0,∀i = 1, · · · , L, il a été montré dans [4] que

λ̂k =

 ρk +
v>
k Σ̂wk

v>
k wk

, si k ≤ K
v>
k Σ̂wk

v>
k wk

, sinon
(9)

1. Le code Matlab est disponible sous le lien : http://www.lx.it.
pt/~bioucas/code.htm



où vk and wk représentent les vecteurs propres de RY et RS .
A noter que (9) est similaire à (6) à la différence que la variance
du bruit a été changée par son estimée donnée par

σ̂2
k =

v>k Σ̂wk

v>k wk
. (10)

Les équations (9) et (10) nécessitent le calcul des vecteurs
propres de la matrice inconnue RS . Cependant, cette dernière
peut être estimée à partir de (3) comme suit

R̂S = R̂Y − Σ̂. (11)

L’estimateur du rang est finalement obtenu en revisitant (7)
avec l’estimé (10). Ceci est fait en divisant les valeurs propres
par σ̂2

k, comme proposé dans [6]. L’estimateur du rang est alors
donné par

K̂ = min {k ∈ {1, . . . ,M}; ∆k+1 < dN} (12)

où

∆k+1 =
λ̂k
σ̂2
k

− λ̂k+1

σ̂2
k+1

et dN =
ψN
N2/3

βc. (13)

L’ensemble des étapes de l’algorithme est résumé dans L’ago-
rithme 1 ci-dessous.

Algorithme 1 Estimation du nombre de spectres purs d’une
image hyperspectrale

1: Calculer la matrice de covariance des observations R̂Y

2: Estimer la matrice de covariance du bruit Σ̂
3: Calculer la matrice V des valeurs propres de R̂Y

4: Calculer la matrice W des valeurs propres de R̂S = R̂Y −
Σ̂

5: Calculer λ̂k, k ∈ {1, · · · , L} les valeurs propres de R̂Y

6: Calculer σ̂2
k suivant (10)

7: Calculer ∆k+1 et dN suivant (13)
8: Estimer le nombre des spectres purs R̂ = K̂+1 en utilisant

(12)

4 Résultats sur données synthétiques
Cette section analyse la performance de l’estimateur pro-

posé pour des données synthétiques. Les performances de l’al-
gorithme proposé (noté par EGA pour eigen-gap algorithm)
sont comparées avec celles de Hysime [1], NWHFC [2] et
CDRS [4]. Trois valeurs de la probabilité de fausse alarme
Pf ont été considérées pour NWHFC à savoir Pf ∈

{
10−3

, 10−4, 10−5
}

. Les résultats associés sont notés par NWHFC1,
NWHFC2 et NWHFC3, respectivement. Nous utilisons pour la
suite N = 104 pixels, L = 224 bandes, SNR = 25 dB, 50
simulations de Monte-Carlo et R = 4 spectres purs extraits de
la librairie USGS [1]. La première expérience montre l’effet
d’une mauvaise estimation de la covariance du bruit. Pour cela,
on génère les données avec un bruit blanc gaussien de variance
σ2 et on applique les algorithmes en considérant une variance

estimée égale à σ2 (1 + ε). Les résultats obtenus sont représen-
tés dans la figure 1 qui montre la bonne performance de EGA
par rapport à Hysime et CDRS (voir [4] pour l’explication de
la forme asymétrique obtenue). A noter que NWHFC permet
d’obtenir une meilleure estimation pour R = 4, mais offre
de mauvaises performances en augmentant R et σ2 comme le
montre les résultats de [11]. La deuxième expérience considère
un bruit spectralement corrélé avec un coefficient de corréla-
tion C (voir [11] pour plus de détails sur la matrice de cova-
riance du bruit). La figure 2 (haut) montre la robustesse de EGA
par rapport à la variation du nombre des bandes corrélées pour
C = 0.5 (les bandes ont été choisies de façon aléatoire entre
0 et L − 1). La figure 2 (bas) confirme ce résultat lorsque le
coefficient de corrélation C varie de 0 à 0.9. A noter enfin que
les performances de NWHFC se dégradent considérablement
en augmentant R et/ou σ2 (voir [11]).

FIGURE 1 – Robustesse des algorithmes par rapport à la mau-
vaise estimation de la variance du bruit.

5 Résultats sur données réelles
Cette section analyse les performances de EGA en consi-

dérant 3 images réelles. La première image est celle de In-
dian Pines qui a été obtenue par l’imageur AVIRIS en 1992.
L’image considérée contient L = 185 bandes, 145×145 pixels
et plus de 16 spectres purs selon [1]. A part Hysime qui sous-
estime le nombre d’éléments, l’ensemble des algorithmes es-
timent 18 spectres purs comme le montre la deuxième colonne
de la table 1. La deuxième image est celle de Cuprite acquise
par l’imageur AVIRIS en 1997. L’image considérée comporte
L = 182 bandes, 351 × 351 pixels et plus de 18 minéraux se-
lon [13]. La table 1 (troisième colonne) montre que l’ensemble
des algorithmes estime un nombre de matériaux supérieur à 18.
Cependant, EGA propose une meilleure valeur que CDRS qui
surestime R. La troisième image est celle de Madonna acquise
par le scanner Hyspex en 2010. Elle contient L = 160 bandes,
702×1401 pixels et 12 éléments physiques selon [14]. La table
1 (quatrième colonne) montre que EGA estime un nombre de



FIGURE 2 – Estimations de R en fonction (haut) du nombre
des bandes corrélées, (bas) et du coefficient de corrélation C
(la valeur de référence est R = 4).

12 éléments qui est en adéquation avec la vérité terrain. Ces
résultats montrent la précision de la méthode proposée lors-
qu’elle est appliquée à des données réelles, acquises par diffé-
rents capteurs (AVIRIS et Hyspex) et contenant différents élé-
ments physiques (arbres, herbe et minéraux).

TABLE 1 – Les estimations de R pour des images réelles.
Method Indian Pines Cuprite Madonna

EGA 18 26 12
CDRS 18 31 17

HySime 14 20 9
NWHFC1 18 22 16
NWHFC2 18 21 14
NWHFC3 18 19 14

6 Conclusions
Cet article propose un nouvel algorithme automatique pour

l’estimation du nombre des spectres purs dans les images hy-
perspectrales. Cet algorithme est composé de deux étapes qui
sont l’estimation de la matrice de covariance du bruit et la
détermination du nombre de spectres purs. La matrice de co-
variance du bruit a été estimée en utilisant une approche par
régressions multiples. La deuxième étape a été effectuée par
seuillage de la différence entre les valeurs propres successives
de la matrice de covariance des observations blanchies. L’algo-
rithme résultant est non-paramétrique (il ne nécessite aucun pa-
ramètre déterminé par l’utilisateur) et efficace en présence d’un
bruit blanc ou coloré. Les résultats sur données synthétiques
et réelles ont confirmé la pertinence de l’algorithme proposé

après comparaison avec plusieurs méthodes de l’état de l’art.
Nos travaux futurs s’intéresseront à évaluer le gain potentiel de
performance obtenu avec cette méthode lorsqu’on utilise des
estimateurs robustes de la matrice de covariance des données.
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