
Distribution hybride pour la modélisation de données à deux queues
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Résumé – Ce travail propose un modèle hybride pour modéliser des données à deux queues lourdes. Le modèle proposé est une distribution
à trois composantes pondérées : une distribution Gaussienne, pour modéliser le comportement moyen des données, liée à deux distributions de
Pareto généralisées pour modéliser les comportements extrêmes. Un algorithme itératif et non supervisé est ensuite proposé pour une estimation
fiable des points de jonctions entre les trois distributions, les paramètres de ces dernières ainsi que les poids affectés à chaque composante du
modèle hybride. Une application sur des données neuronales réelles issues d’un enregistrement extracellulaire, est développée pour évaluer les
performances du modèle proposé, comparé à la distribution normale.

Abstract – A new hybrid model for two heavy tailed data modelling is proposed in this study. The proposed model is a weighted three-
components distribution: a Gaussian distribution, to model the mean behavior of the data, linked to two generalized Pareto distributions, mod-
elling the extreme ones. An unsupervised iterative algorithm is then developed to estimate accurately the junction points between the three
distributions, the parameters of these latter as well as the weights of the hybrid model. An application on real extracellular neural recordings is
developed to evaluate the performance of the proposed hybrid model, compared to the normal distribution.

1 Introduction

Les données d’observation de phénomènes complexes sont
généralement non-homogènes et multi-composantes [1, 2, 3].
Trouver un modèle adéquat offrant le meilleur ajustement de ce
type de données est un sujet d’importance majeure, qui intéres-
se les chercheurs depuis des décennies [4, 5]. Dans le présent
travail, nous abordons ce sujet pour un cas particulier de don-
nées à deux queues lourdes. Ce type de données est rencontré
dans différents domaines où les queues de distribution, conte-
nant des valeurs extrêmes, portent souvent une information im-
portante. À titre d’exemple, on cite le cas des rendements de
l’indice S&P 500 en finance [6], où les valeurs extrêmes in-
diquent un risque du marché, ou encore le cas des données neu-
ronales issues d’un enregistrement extracellulaire en neuros-
cience [7], où les extrêmes indiquent la manifestation de Poten-
tiels d’Action (ou spikes). Modéliser ce type de données direc-
tement par une gaussienne ne suffit pas : les deux queues sont
sous-estimées [6, 8]. Les méthodes non paramétriques repré-
sentent une bonne alternative mais ne donnent aucune informa-
tion sur les extrêmes. Nous privilégeons pour cette raison les
méthodes paramétriques comme le mélange de noyaux gaus-
siens, la distribution q-gaussienne ou encore la distribution de

Pareto généralisée (GPD). Notons que notre objectif n’est pas
seulement d’ajuster les données par une distribution adéquate
mais c’est aussi, et surtout, de pouvoir interpréter les extrêmes.
Une façon de le faire est d’exploiter le théorème de Pickands
[9] de la Théorie des Valeurs Extrêmes (TVE) en modélisant
les extrêmes au delà d’un seuil bien choisi par une GPD [10,
11]. Cependant, et contrairement aux autres méthodes, la TVE
ne permet de bien estimer que les extrêmes mais pas toute
la distribution. Pour garder l’avantage de la TVE mais avec
une modélisation complète, nous proposons dans ce travail de
séparer le comportement moyen des extrêmes. En effet, comme
dans [6], nous proposons de modéliser le comportement moyen
des données par une gaussienne via le Théorème Central Limite
(TCL), et les comportements extrêmes par deux GPD diffé-
rentes via le théorème de Pickands [9]. Pour un meilleur ajus-
tement des données, et pour plus de souplesse au niveau des
queues, contrairement à [6], nous attribuons un poids différent
à chaque morceau. Les trois morceaux sont connectés entre
eux en deux points de jonctions, où on impose des conditions
de classe C1. Ces conditions permettent non seulement d’avoir
une fonction de densité de probabilité (pdf) lisse mais aussi
de réduire le nombre de paramètres à estimer. Pour une estima-
tion fiable des paramètres du modèle hybride ainsi obtenu, nous



proposons un algorithme itératif non supervisé, basé sur le prin-
cipe de l’algorithme introduit dans [12]. Pour chaque itération,
l’algorithme proposé estime les paramètres du modèle hybride
en résolvant des problèmes d’optimisation au sens des moindres
carrés en utlisant la méthode de Levenberg Marquardt [13, 14].
Nous mentionnons qu’à part l’estimation fiable des paramètres
du modèle, l’algorithme est non supervisé permettant d’éviter
les problèmes rencontrés par les méthodes existantes de déter-
mination du seuil satisfaisant le théorème de Pickands, qui sont
graphiques et non automatiques [11, 10, 15]. Pour évaluer les
performances du modèle proposé, une application sur des si-
gnaux neuronaux issus d’un enregistement extracellulaire est
développée. Les résultats obtenus montrent que le modèle hy-
bride fournit un bon ajustement des données neuronales, com-
paré à la distribution normale.
Le reste du papier est organisé comme suit : La première sec-
tion décrit le modèle hybride proposé. Le pseudo-code de l’al-
gorithme itératif est donné dans la section 3. Les résultats de
simulations sont discutés dans la section 4 et la conclusion de
ce travail est donnée à la fin.

2 Modèle hybride proposé
La distribution hybride proposée dans ce travail est une dis-

tribution gaussienne dont les queues, gauche et droite, ont été
remplacées par deux GPD. La densité de probabilité correspon-
dante est ainsi la fonction par morceaux définie par :

h(x; θ)=γ1g(u1 − x;ξ1,β1)1{x≤u1} + γ2f(x;µ, σ)1{x∈]u1,u2]}

+ γ3g(x− u2; ξ2, β2)1{x>u2}. (1)

où 1{·} est la fonction indicatrice, u1 et u2 représentent les
points de jonction ou encore les seuils à partir desquels la dis-
tribution change de comportement et θ =

[
u1, u2, µ, σ, ξ1, ξ2

]
.

Les paramètres γ1, γ2 et γ3 désignent les poids et g est la pdf
de la GPD, donnée par (2) de paramètres ξ1 et β1 pour la queue
gauche (resp. ξ2 et β2 pour la queue droite). Enfin, f(·;µ, σ)
est la densité de la loi normale de moyenne µ et d’écart type σ.

g(x; ξ, β) =


1
β
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β
x)
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e
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∗
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où ξ désigne l’indice de queue et β le paramètre d’échelle.
Puisque h est une pdf, sa masse totale doit être égale à 1. Cette
contrainte se traduit par la relation

γ1 + γ2

[
F (u2;µ, σ)− F (u1;µ, σ)

]
+ γ3 = 1, (3)

où F désigne la fonction de répartition (cdf) de la loi normale.
Dans le but d’avoir une pdf lisse, on impose des conditions de
continuité et de dérivabilité aux points de jonction. Ces condi-
tions permettent non seulement de réduire le nombre de pa-
ramètres à estimer mais aussi, une fois les seuils sont déter-
minés, de pouvoir les affiner empiriquement (voir section 4.2).

Les relations ainsi obtenues aux points u1 et u2 avec (3) per-
mettent d’exprimer explicitement les paramètres β1, β2, γ1, γ2
et γ3 en fonction du reste des paramètres comme suit

(E)


β1 = − (1 + ξ1)σ

2

u1 − µ
; β2 =

(1 + ξ2)σ
2

u2 − µ
γ2 =

[
β1f(u1;µ, σ)+β2f(u2;µ, σ)+

∫ u2

u1

f(x;µ, σ)dx
]−1

γ1 = β1γ2f(u1;µ, σ) ; γ3 = β2γ2f(u1;µ, σ)

La cdf de la loi hybride est donnée par :

H(x; θ) = γ1
[
1−G(u1 − x; ξ1, β1)

]
1{x≤u1}

+
[
γ1 + γ2

[
F (x;µ, σ)− F (u1;µ, σ)

]]
1{x∈]u1,u2]}

+
[
1− γ3

[
1−G(x− u2; ξ2, β2)

]]
1{x>u2} (4)

où G représente la cdf de la GPD.
Nous mentionnons qu’en se basant sur (3) et (4), il est facile de
démontrer que (γ1, γ3) ∈ [0, 1]2 et que γ2 ≥ 0.
Un exemple de la pdf hybride est donné par la figure 1. Cette
figure illustre bien la différence entre les queues de la pdf hy-
bride (en continu) et celles de sa composante normale (en poin-
tillé) ainsi que la signification physique des cœfficients de pon-
dération. Comme il est montré dans cette dernière, le paramètre
γ1 (resp. γ3), représentant l’aire gris-clair (resp. l’aire gris-
foncé), n’est autre que la probabilité que la population soit en
dessous du seuil u1 (resp. au delà du seuil u2). En revanche,
γ2, représentant deux fois l’aire blanche, est un paramètre ré-
gulateur assurant que h est une pdf.

Notons que le modèle hybride proposé généralise celui intro-
duit dans [6]. En effet, ce dernier utilise la même pondération
γ pour les trois distributions c-à-d γ1 = γ2 = γ3 = γ. Dans
ce cas, H(u1; θ) = γ et H(u2; θ) = 1 − γ ce qui implique
que les deux seuils doivent être symétriques par rapport à la
médiane pour pouvoir appliquer ce modèle. Une autre limita-

tion de la pondération uniforme est que d’après (3),
1

3
≤ γ ≤ 1

2
c-à-d la probabilité de se trouver dans les queues doit apparte-
nir à

[
1
3 ,

1
2

]
, sinon le modèle ne s’apllique plus. Toutes ces li-

mitations sont surmontées avec la pondérations non uniforme,
considérée dans ce travail, où les seuils sont sans contraintes.

Afin d’évaluer le modèle hybride, nous proposons dans la
section suivante un algorithme itératif non supervisé qui donne
une estimation de tous les paramètres du modèle.

3 Algorithme itératif pour l’évaluation
du modèle hybride proposé

L’algorithme proposé est inspiré de celui décrit dans [12].
Il est non supervisé et itératif. Pour chaque itération les pa-
ramètres du modèle sont estimés en deux étapes : 1) estimer au
sens des moindres carrés les paramètres de la gaussienne et des
deux indices de queue des GPD en considérant les deux seuils



trouvés dans l’itération précédente, 2) fixer les paramètres trou-
vés dans 1) et estimaer au sens des moindres carrés les deux
seuils. L’algorithme proposé, dont le pseudo-code est donné par
l’algorithme 1, commence par un choix arbitraire de u1 et u2
et itère jusqu’à ce qu’une précision satisfaisante ou un nombre
maximal kmax d’itérations soit atteint. Une fois θ est estimée,
le reste des paramètres est déterminé via le système (E).

Algorithm 1 Pseudo-code de l’algorithm itératif proposé
1: Determination de la fonction de répartition empirique Hn

du n-échantillon X = (Xi)1≤i≤n

Hn(x) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤x}, ∀x ∈ R.

2: Fixer les paramètres initiaux ũ(0)1 , ũ(0)2 , et ε
3: Procédure itérative
k ← 1
tant que

(
(ũ

(k)
2 − ũ(k)

2 )2 + (ũ
(k)
1 − ũ(k)

1 )2
)
≥ ε et k < kmax

a. Détermination de µ̃(k), σ̃(k), ξ̃(k)1 et ξ̃(k)2 les estimateurs,
respectivement, de µ, σ, ξ1 et ξ2

(µ̃
(k)
, σ̃

(k)
, ξ̃

(k)
1 , ξ̃

(k)
2 )← argmin

(µ,σ)∈RRR×R∗+R
∗
+R
∗
+

(ξ1,ξ2)∈R2
R

2
R

2

∥∥∥H(X; θ
(k)
1 )−Hn(X)

∥∥∥2
2

où θ(k)1 =
[
u
(k−1)
1 , u

(k−1)
2 , µ, σ, ξ1, ξ2

]
.

b. Détermination de ũ(k)1 et ũ(k)2 les estimateurs, respecti-
vement, de u1 et u2

(ũ
(k)
1 , ũ

(k)
2 )← argmin

(u1,u2)∈RRR×R+R+R+

∥∥∥H(X; θ
(k)
2 )−Hn(X)

∥∥∥2
2

où θ(k)2 =
[
u1, u2, µ̃

(k), σ̃(k), ξ̃
(k)
1 , ξ̃

(k)
2

]
k ← k + 1

fin
retour θ(k) =

[
ũ
(k)
1 , ũ

(k)
2 , µ̃(k), σ̃(k), ξ̃

(k)
1 , ξ̃

(k)
2

]
Notons que tous les problèmes d’optimisation de cet algorithme
sont résolus par la méthode de Levenberg Marquardt [13, 14].

4 Résultats numériques et discussions
Dans cette section, nous étudions les performances de l’al-

gorithme et du modèle hybride proposés, en terme de fiabilité
de l’estimation des paramètres, du bon ajustement des données
ainsi que la séparation du comportement moyen des extrêmes.

4.1 Étude de performances de l’algorithme ité-
ratif

Les performances de l’algorithme sont étudiées à partir de
simulations de Monte Carlo. En effet, nous simulons p = 100

−
6

−
4

−
2 0 2 4 6

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

Fonction de densié de probabilité de la loi hybride

Données générées (zoom)

γ2

2

γ3γ1

u1 u2µ

FIGURE 1 – Fonction de densité de probabilité hybride pour
θ = [−1.5, 1.5, 0, 1, 0.2, 0.5].

séquences de test {X(k) = (X
(k)
i )1≤i≤n}pk=1 (resp. d’appren-

tissage {Y (k) = (Y
(k)
i )1≤i≤n}pk=1) de taille n = 105 et suivant

la loi hybride de paramètre θ fixé. Pour tout k ∈ {1, · · · , p},
nous déterminons θ̃(k), l’estimateur de θ par l’algorithme itéra-
tif sur {Y (k)}. Ensuite, nous déterminons sur les séquences de
test le logarithme du rapport de vraisemblance moyen, C :

C = 1

np

p∑
k=1

n∑
i=1

log

(
h(Xk

i ; θ)

h(Xk
i ; θ̃

(k))

)
(5)

Pour un exemple de θ = [−1, 1, 0, 1, 0.2, 0.2], les résultats
obtenus pour n = 105 sont consignés dans le tableau 1. Ces
résultats montrent un abscence de biais asymptotique. La très
faible valeur correspondante de C = 6.11 10−5 suggère des
performances intéressantes.

TABLE 1 – Estimation des paramètres du modèle hybride

θ −1 1 0 1 0.2 0.2
µθj −1.01 1.01 −0.00 1.00 0.20 0.20
σ2θj

(×10−4) 9.82 7.45 0.53 0.82 1.91 1.56

où µθj and σ2
θj

désignent respectivement la moyenne et la
variance empirique des estimations de θj , la composante j de
θ, j ∈ {1, · · · , 6}.

4.2 Étude de performance du modèle hybride
Motivés par le problème de détection de spikes de neurones,

nous avons choisi d’appliquer le modèle hybride sur des don-
nées neuronales réelles issues d’un enregistrement extracellu-
laire. Ces données représentent 4 enregistrements de 20 s cha-
cun, filtrés entre 300 Hz et 5000 Hz, et mesurés à partir du
lobe antennaire d’un criquet [16]. Nous présentons dans la fi-
gure 2, graphe A, 1 s du premier enregistrement où les pics
représentent des spikes. L’histogramme relatif à ces données
est tracé dans le graphe B, avec la pdf hybride ajustée (ligne
rouge continue), dont l’estimée de θ est donnée par
θ̃ = [−0.7792, 0.7241,−0.0288, 0.4636, 0.5082, 0.6251], ainsi
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FIGURE 2 – Estimation de la pdf par la loi hybride et la loi
normale sur des données neuronales réelles

que sa composante normale (ligne bleue discontinue). Nous re-
marquons une différence significative entre les deux pdfs au ni-
veau des queues de distributions montrant que les données sont
mieux ajustées avec le modèle hybride qu’avec la normale. De
plus, les deux seuils du modèle hybride trouvés (représentés
par des droites vertes discontinues dans tous les graphes de
la figure 2) montrent bien qu’ils séparent les spikes du bruit.
Comme il est montré dans le graphe A, le signal neuronal est
bruité. Afin de réduire la puissance de ce bruit et rendre les
spikes plus visibles, nous le filtrons par un filtre dérivateur,
qui est un filtre algébrique linéaire [7]. La linéarité du filtre
conserve la gaussianité du comportement moyen ce qui per-
mettra d’ajuster aussi les signaux filtrés. Le graphe C montre le
résultat du filtrage du signal représenté dans A. L’ajustement de
ce dernier est illustré dans le graphe D. À travers les graphes C
et D, nous remarquons un réhaussement des spikes par rapport
au bruit ainsi qu’un bon ajustement de données (la différence
entre la pdf hybride et la normale est devenue plus nette).

La figure 2 montre que le modèle hybride ajuste bien les
données et sépare bien les spikes du bruit. Par contre, nous re-
marquons dans les graphes A et C la présence d’une zone in-
termédiaire entre les spikes et le bruit, où la distinction entre
ces deux derniers est difficile. Afin d’avoir plus d’extrêmes que
du bruit, nous proposons d’affiner les seuils d’une façon empi-
rique, en tolérant une marge d’erreur d définie à partir de (6).
Ceci est possible puisque h est lisse.

Err(x) =
∣∣h(x; θ)− γ2f(x;µ, σ)∣∣, ∀x ≤ u1 et x ≥ u2. (6)

Les seuils affinés, ũ1 et ũ2, relatifs respectivement à u1 et u2,
sont déterminés par :

ũ1 = min
x≤u1

|u1 − {x/Err(x) ≥ d}|

ũ2 = min
x≥u2

|u2 − {x/Err(x) ≥ d}|

Pour d = 1
4 max(Err), nous traçons dans le graphe C et D

les deux seuils ũ1 et ũ2 (droites rouges continues) relatifs aux
estimateurs de u1 et u2. Nous voyons bien que les deux seuils
affinés ne changent pas trop l’allure de la pdf par contre ils
permettent d’éliminer plus de bruit dans le signal neuronal.

5 Conclusion
Dans ce travail, nous avons proposé un modèle hybride pour

des données à deux queues lourdes. Pour évaluer ce modèle,
un algorithme itératif non supervisé a été développé et testé
sur des données simulées. Les performances du modèle hy-
bride ont été étudiées sur des données neuronales réelles, brutes
et filtrées. Le modèle proposé a montré des résultats satisfai-
sants en terme d’ajustement et de séparation du comportement
moyen, représentant le bruit, des extrêmes. Pour séparer en-
core davantage les deux comportements, un affinement empi-
rique des deux points de jonction a été proposé pour réduire la
zone intermédiaire, transitoire entre les comportements moyen
et extrêmes. Une étude théorique de ce comportement intermé-
diaire ainsi qu’une étude de la convergence de l’algorithme fe-
ront l’object de développements futurs.
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