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Résumé — Loptimisation proximale par éclatement permet de minanigsne somme arbitraire de fonctions convexes, en appeldivi-i
duellement leur gradient ou opérateur proximal. Ce dewhidrdonc avoir une forme calculable, ce qui oblige a éclitgrobleme pour faire
apparaitre des fonctions suffisamment simples, au prix dilentissement de la convergence. Dans ce travail, nod@ésiune formulation
convexe robuste de la segmentation d’'une image couleuretroms que I'opérateur proximal, en apparence compliquéapparait, est
calculable exactement et rapidement. En limitant I'éclegnt, on obtient ainsi une convergence bien plus rapide ohéthode.

Abstract — Proximal splitting methods for optimization allow to mirize an arbitrary sum of convex functions, by individual apation of
their gradient or proximity operator. So, the latter mustchenputable, which forces to split the problem in sufficigrimple functions, at
the cost of slow convergence. In this work, we study a robostex formulation of color image segmentation and we shattthe proximity
operator, which appears and seems complicated, can be tedrgxactly and quickly. So, by limiting splitting, we get ach faster convergence.

1 Contexte, motivation et contribution  tion #. Le gain obtenu en utilisant cet opérateur, en termes de

vitesse de convergence, sera illustré en Section 4.
Durant ces dix derniéres années, I'essor des méthodes d’'op-

timisation convexe non lisse a essentiellement été guidé pa

des problématiques de restauration d'image [1-8]. La ditfic

majeure consiste alors & proposer des algorithmes pemnettd? ~ Approche considérée

de converger vers le minimiseur d’'une somme de fonctions

ayant des propriétés distinctes, par exemple une fonciffin d  poyr résoudre le probléme de segmentation, de nombreuses
rentiable et une fonction non lisse. Ces méthodes procgdent annroches variationelles ont été proposées dans la fittéra
eclatementgplitting) [9, 10] : elles opérent en appelant indivi- [13_18]. Parmi toutes ces méthodes, la plupart sont basées s
duellement le gradient ou I'opérateur proximal des fomio  geg criteres non convexes et, par conséquent, la solutpeEmdé
qui doit donc étre calculable. Mais si le nombre de fonctionggtement de Tinitialisation choisie.

donton veut minimiser la somme peut étre arbitraire, laeonv | ¢ probleéme original de Chan-Vese [14,17, 19], auquel nous
gence est généralement d'autant plus lente que ce nombre @gfs intéressons ici, consiste & segmenter une image ca-
important, autrement dit que l'algorithme est éclateé. Opmed  nayx (' = 3 pour une image couleurs) €hzones, ..., Qg
intérét a regrouper les fonctions. S'il existe de nombrefmenes distinctes, caractérisées par leur vraisemblafjceRC — R.
explicites pour les opérateurs proximaux associées a des fo | ¢ probleme de minimisation consiste a résoudre

tions usuelles de la littérature des problemes inversekl[9—

seuls des configurations bien particulieres conduiserg éodmes 0 0

explicites pour une somme de fonctions [12]. Dans ce travail . 1

nous nous intéressons a la fonction suivante. Soit un amdier QE%Q Z/Q ~log fuly(@))dw + 2 Z Peily)

nul K, un vecteurc € R¥ et une fonctiom, convexe, semi- C =

continue inférieurement et propre #&" dans]—oo, +oc]. On UqQ:1 Q, =9, @)
définit alors la fonction convexgqui, pour toutp € RX vaut (Vg #p), QN Q, =0,

K
fp)=c'p+ Z h(pr) st p1>-->pk. (1) ol la pénalisation P€R,) impose a la solution d’avoir un pé-
k=1 rimeétre minimal et ou la contrainte assure une partitiorssan
Dans le paragraphe suivant, nous motiverons I'intérét tte ce recouvrement du domair@ de I'image. Dans plusieurs tra-
étude a travers un probléeme de segmentation, ou partitionneaux [19, 20], il apparait qu’'une relaxation convexe et idite
ment Elustering, d’image. La Section 3 détaillera le résultat efficace de ce probléme, pour une images (R)V sous
théorique associé au calcul de I'opérateur proximal deflafo forme vectorisée (ave” le nombre de pixels), est de la forme



Q Algorithme pour résoudre le Probleme 3.1

min > (—1log F®)) " (0 = bg11) + AMTV (0) 1. Affectery™P := (1,1, ;) et former la pileS := {x*P}.
g=1 2. Pourk=2,..., K, faire{
st. 1>60,>...200>0, (3) 3. Affectery := (k, k, 7).
R N B B 4. Tant queS n'est pas vide ety > r, ., faire {
ouTIeSGq Tsont des \iecteurs dE , 9_1 = 1,001 =0,0 = 5 Mettre & jourr, := (rx(k 1)+
[0 -+ 65]7 € R~V lesinégalités sur e, s'entendent rton (X — X2 1))/ (k — X(P 4+ 1).
pixel & pixel, f, est appliquée pixel a pixel > 0 controlele ¢ l\zettreQajoubgl-: O k) !
niveau de régularisation spatiale et la variation totaldtifau 7' Enlever POP) X'top d(laS, PXs
bels MTV(#) vaut, au choix, ' ) '
Q 8. Ajouter PUSH) x en haut des.
MTV () = TV(6,), 4) ¥
q=2 9. Pour chaque élémegt= (x1, x2,7) deS et pour tout
Q k=x1,...,xe, affecterzy, .= r,.
MTV(6) = qz; V(g = 0441), ®)  Foure1- Algorithme prenant en entrée un vecteur RX

et calculant le vecteuz solution du Probleme 3.1. Il consiste
voire une forme plus complexe basée sur des convolutions igr maintenir une pileS de segments constants Biequi sont
fimales [20], ou Tu) est la fonctionnelle usuelle de variation fusionnés au fur et & mesure pour assurer la décroissance de

totale isotrope appliquée a une image scalaieeR" : 2. Chaque segment d§ est représenté par un triplgt =
N (X1,X2:7y) : X1 etx2 sont les indices de début et de fin du

TV (u) = Z [|(Dw)p |2 (6) segment et,, est la valeur prise paf sur le segments;, vaut

e toujours(3_x2 )/ (x2 — x1 + 1), soit la moyenne de sur

_ o ... lesegment indique toujours I'élément en haut &
avecD : RN — (R2) I'opérateur de différentiation discréte g Xeop INCIG :

horizontale/verticale.
Lorsque I'on veut segmenter I'image en zones de labels (cowvec la fonctiory égale a la somme sur les pixels de la fonction
leurs) fixéess, € RY, ¢ = 1,...,Q, un choix typique pour f définie en (1) :
'attache aux données du probléme (3) est de prendre
—1log f,(yn) = |lyn — 4|3, pour chaque valeur de pixg), € 0) = ii Oyn+h(0yn) St Oon>--->0
RC. Pour chaque pixel d'indice et chaquey = 1,...,Q,on 7%/~ ot Cn.a¥qn gn) St Tan == TR
peut interpréte(d, — 6,+1)» € [0, 1] comme la proportion de - 9)
labeld,, dans 'image segmentée. Ainsi, cette derniére s’écrit g Cng = 108 fo(yn) — 10g fo_1(yn) €th(a) = 0sia €
Q [0, 1], 400 sinon (I'opérateur proximal dé estprox;,(a) =
v = Z(Gq — O4+1)dq- (7)  max(0,min(a,1))). Ainsi, l'opérateur proximal dg est sim-
=1 plement I'opérateur proximal d¢ appliqué a chaque pixel.

: N . . Nous montrons comment calculer ce dernier dans la section
La solution algorithmique proposée pour résoudre le Prog jivante

ZIe{ne (i) danz[Zl]. est bfis_?e sur u?dalg(.)tr,lth;r.le pr_|mal-dual Finalement, le probleme (8) n’impliquant que deux fonc-
De ype Arrow- ur(\j/\,ncz.ma@l r((jaqwer gs(lj_era lons |2|||te$. tions, dont une composée avec un opérateur linéaire, Falgo
ans un contexte d'estimation de carte de disparité [2Ziaet rithme primal-dual de Chambolle et Pock [6] est un choix ju-

rallélement pour la détection de changement de régularité IdiCieUX' nous 'appliquons en section 4, avec la régulidsa
cale [23], un algorithme proximal a été proposé : (3) estrrefo donnée,en 4) ’

mulé comme une somme de quatre functions faisant intervenir
des opérateurs linéaires, permettant d’effectuer un @maegt
de variable de la forme, = 0, — 6,41. Cette reformulaton 3  Calcul de |’opérateur proximal de f
conduit a des fonctions dont les opérateurs proximaux oat un
forme explicite. Deux algorithmes sontimplémentés : uoalg  Le résultat principal et nouveau de l'article est le suivant
rithme proximal primal PPXA+ [24] et un algorithme proximal ['opérateur proximal de la fonctiorf, définie en (1) aved
primal-dual [25]. Une autre alternative, proposée dang, [23 quelconque, se raméne a I'opérateur proximal pogr0, Suivi
vise a reformuler (3), également comme une somme de quatge 'opérateur proximal d&. Plus précisément, pour un entier
fonctions, mais en considérant une autre décompositiodebask non nul :
sur I'éclatement de la contrainte de décroissance.

Dans ce travail nous proposons de réécrire (3) comme ur@robléme 3.1 Soit un vecteur € R¥. On veut calculer
somme de deux fonctions

~ o1 9
Z=argmin —||z —r St. z1>...>zk.
min g(6) + A MTV (9) (8) rgmin 5 llz = rllz 122



€) Iage originale

(b) Image segmentée pbut 103

(c) Image segmentée podr= 10*

FIGURE 2 — Résultats de segmentation de I'image bruitée (a) Qo6 classes avec I'algorithme proposé (1000 itérations).

Le vecteurz ne posséde pas de forme explicite en fonction d
r mais un algorithme exact et trés rapide, de compleX{t&),
existe pour le calculer [26, 27]. Il est rappelé en Fig. 1.

Probléme 3.2 Soit & une fonction convexe semi-continue in-
férieurement et propre dR dans ]—oo, +o0], deux vecteurs
c € RX ets € REX. On veut calculer

K

Zh(pk) st.pi>...>pk.

. 1
p = argmin g |[p—s|3+c p+
perrc 2 k=1

Proposition 3.3 Les solution® etz des Problemes 3.1 et 3.2,
avecr = s — ¢, vérifient :

Pk = prox, (2), Vk=1,...

K. (10)

Preuve Z est l'unique vecteur satisfaisant les conditions de

Karush-Kuhn-Tucker d’optimalité du premier ordre, a savoi
il existe des multiplicateurs de Lagrange . . . , ux —1 tels que

1. (admissibilité primale}; > ... > Zx
2. (admissibilité dualey, > 0, pourtoutk =1, ..., K,

3. (stationnarité} — rx + pr_1 — px = 0, pour toutk =
1,...,K,avecuy = ux = 0.

4. (relachement complémentaife)(zx — zx+1) = 0, pour
toutk =1,..., K — 1.

De maniére similairep est I'unique vecteur satisfaisant les
conditions d'optimalité de Karush-Kuhn-Tucker, a savoir :
existe des multiplicateurs de Lagrange. .., vk 1 et des va-
riables duales,, . .., tx qui satisfont

1. (admissibilité primalep; > ... > px
2. (admissibilite duale L), > 0, pourtoutk = 1,..., K,
3. (admissibilité duale 2), € oh(py),Vk =1,..., K,

4. (stationnaritépy, — si + ¢ +tx +vi—1 — vk = 0, pour
toutk =1,..., K, avecyy = vg = 0.

5. (relachement complémentaitg)px — pr+1) = 0, pour
toutk=1,..., K — 1.

T ; : ;
|_10°5!} |—Méthode de I'état-de-I'art|| —10%%%}

i |---Méthode proposée
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FIGURE 3 — Valeur de la fonction codt en (8) poir= 10 (a
gauche) et pouk = 10* (a droite) pour I'expérience illustrée
en Fig. 2, en fonction du temps de calcul, en secondes.

Il est donc suffisant de montrer gpedéfinie par (10) satisfait
les conditions ci-dessus. Tout d'abord, par définition dpd*-
rateur proximal, nous avons
0 € Oh(pk) + Pk — Zk,
Par conséquent, en posapt= z; — p, la condition d’admis-
sibilité duale 2 est satisfaite. D'autre part, en posant v,

la condition d’admissibilité duale 1 et la condition de &tat
narité sont également satisfaites. De plugysi zi11, alors

Dr = Dr+1, C€ qui conduit & la condition de relachement com-
plémentaire. Enfin, 'opérateur proximal est monotone :rpou
tousa,a’ € R, a > o’ impliqueprox;(a) > prox,(a’); on a
donc I'admissibilité primale, ce qui conclut la preuve. [

pourtoutk =1,..., K.

4 Validation expérimentale

Nous proposons d’évaluer les performances en terme de temps
de calcul entre 1) une méthode de I'état de I'art [23], quisiste
a séparer le critere en une somme de quatre fonctions, et 2) la
méthode proposée, a savoir la minimisation de (8) par I-algo
rithme de Chambolle-Pock [6], avec I'opérateur proximalde
implémenté comme en Section 3.

L'image que nous analysons est présentée en Fig. 2 (a), il
s’agit d’'une version bruitée de I'image « parrot». La segmen
tation est effectuée poup = 6 classes et I'image segmen-
tée, définie en (7) est présentée en Fig. 2 (b) (resp. (c)) pour



A = 103 (resp.\ = 10%). Les temps de calcul correspondants[13] M. Kass, A. Witkin, and D. Terzopoulos, “Snakes: Active

sont présentés en Fig. 3 (implémentation Matlab avec un Mex-

file en C pour 'opérateusrox,, afin de passer outre la gestion

lente des boucles en Matlab). Le gain en terme de vitesse (ig4]

convergence apparait nettement a travers ces résultaiée qu
que soit la valeur d& choisie.
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