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Résumé – L’optimisation proximale par éclatement permet de minimiser une somme arbitraire de fonctions convexes, en appelant indivi-
duellement leur gradient ou opérateur proximal. Ce dernierdoit donc avoir une forme calculable, ce qui oblige à éclaterle problème pour faire
apparaître des fonctions suffisamment simples, au prix d’unralentissement de la convergence. Dans ce travail, nous étudions une formulation
convexe robuste de la segmentation d’une image couleurs et montrons que l’opérateur proximal, en apparence compliqué,qui apparaît, est
calculable exactement et rapidement. En limitant l’éclatement, on obtient ainsi une convergence bien plus rapide de laméthode.

Abstract – Proximal splitting methods for optimization allow to minimize an arbitrary sum of convex functions, by individual application of
their gradient or proximity operator. So, the latter must becomputable, which forces to split the problem in sufficiently simple functions, at
the cost of slow convergence. In this work, we study a robust convex formulation of color image segmentation and we show that the proximity
operator, which appears and seems complicated, can be computed exactly and quickly. So, by limiting splitting, we get a much faster convergence.

1 Contexte, motivation et contribution

Durant ces dix dernières années, l’essor des méthodes d’op-
timisation convexe non lisse a essentiellement été guidé par
des problématiques de restauration d’image [1–8]. La difficulté
majeure consiste alors à proposer des algorithmes permettant
de converger vers le minimiseur d’une somme de fonctions
ayant des propriétés distinctes, par exemple une fonction diffé-
rentiable et une fonction non lisse. Ces méthodes procèdentpar
éclatement (splitting) [9, 10] : elles opèrent en appelant indivi-
duellement le gradient ou l’opérateur proximal des fonctions,
qui doit donc être calculable. Mais si le nombre de fonctions
dont on veut minimiser la somme peut être arbitraire, la conver-
gence est généralement d’autant plus lente que ce nombre est
important, autrement dit que l’algorithme est éclaté. On a donc
intérêt à regrouper les fonctions. S’il existe de nombreuses formes
explicites pour les opérateurs proximaux associées à des fonc-
tions usuelles de la littérature des problèmes inverses [9–11],
seuls des configurations bien particulières conduisent à des formes
explicites pour une somme de fonctions [12]. Dans ce travail,
nous nous intéressons à la fonction suivante. Soit un entiernon
nul K, un vecteurc ∈ R

K et une fonctionh convexe, semi-
continue inférieurement et propre deRN dans]−∞,+∞]. On
définit alors la fonction convexef qui, pour toutp ∈ R

K vaut

f(p) = c⊤p+
K∑

k=1

h(pk) s.t. p1 ≥ · · · ≥ pK . (1)

Dans le paragraphe suivant, nous motiverons l’intérêt de cette
étude à travers un problème de segmentation, ou partitionne-
ment (clustering), d’image. La Section 3 détaillera le résultat
théorique associé au calcul de l’opérateur proximal de la fonc-

tion f . Le gain obtenu en utilisant cet opérateur, en termes de
vitesse de convergence, sera illustré en Section 4.

2 Approche considérée

Pour résoudre le problème de segmentation, de nombreuses
approches variationelles ont été proposées dans la littérature
[13–18]. Parmi toutes ces méthodes, la plupart sont basées sur
des critères non convexes et, par conséquent, la solution dépend
fortement de l’initialisation choisie.

Le problème original de Chan-Vese [14,17,19], auquel nous
nous intéressons ici, consiste à segmenter une imagey àC ca-
naux (C = 3 pour une image couleurs) enQ zonesΩ1, . . . ,ΩQ

distinctes, caractérisées par leur vraisemblancefq : RC → R.
Le problème de minimisation consiste à résoudre

min
Ω1,...,ΩQ

Q∑

q=1

∫

Ωq

− log fq(y(x))dx +
1

2

Q∑

q=1

Per(Ωq)

s.t.

{⋃Q

q=1 Ωq = Ω,

(∀q 6= p), Ωq ∩ Ωp = ∅,
(2)

où la pénalisation Per(Ωq) impose à la solution d’avoir un pé-
rimètre minimal et où la contrainte assure une partition sans
recouvrement du domaineΩ de l’image. Dans plusieurs tra-
vaux [19, 20], il apparaît qu’une relaxation convexe et discrète
efficace de ce problème, pour une imagey ∈ (RC)N sous
forme vectorisée (avecN le nombre de pixels), est de la forme



min
θ

Q∑

q=1

(
− log fq(y)

)⊤
(θq − θq+1) + λ MTV(θ)

s.t. 1 ≥ θ2 ≥ . . . ≥ θQ ≥ 0, (3)

où lesθq sont des vecteurs deRN , θ1 ≡ 1, θQ+1 ≡ 0, θ =
[θ⊤2 · · · θ⊤Q]

⊤ ∈ R
(Q−1)N , les inégalités sur lesθQ s’entendent

pixel à pixel,fq est appliquée pixel à pixel,λ > 0 contrôle le
niveau de régularisation spatiale et la variation totale multila-
bels MTV(θ) vaut, au choix,

MTV(θ) =

Q∑

q=2

TV(θq), (4)

MTV(θ) =

Q∑

q=1

TV(θq − θq+1), (5)

voire une forme plus complexe basée sur des convolutions in-
fimales [20], où TV(u) est la fonctionnelle usuelle de variation
totale isotrope appliquée à une image scalaireu ∈ R

N :

TV(u) =

N∑

n=1

‖(Du)n‖2 (6)

avecD : RN → (R2)N l’opérateur de différentiation discrète
horizontale/verticale.

Lorsque l’on veut segmenter l’image en zones de labels (cou-
leurs) fixéesδq ∈ R

C , q = 1, . . . , Q, un choix typique pour
l’attache aux données du problème (3) est de prendre
− log fq(yn) = ‖yn − δq‖22, pour chaque valeur de pixelyn ∈
R

C . Pour chaque pixel d’indicen et chaqueq = 1, . . . , Q, on
peut interpréter(θq − θq+1)n ∈ [0, 1] comme la proportion de
labelδn dans l’image segmentée. Ainsi, cette dernière s’écrit

v =

Q∑

q=1

(θq − θq+1)δq. (7)

La solution algorithmique proposée pour résoudre le pro-
blème (3) dans [21] est basée sur un algorithme primal-dual
de type Arrow-Hurwicz mais il requiert des itérations internes.
Dans un contexte d’estimation de carte de disparité [22], etpa-
rallèlement pour la détection de changement de régularité lo-
cale [23], un algorithme proximal a été proposé : (3) est refor-
mulé comme une somme de quatre functions faisant intervenir
des opérateurs linéaires, permettant d’effectuer un changement
de variable de la formeαq = θq − θq+1. Cette reformulation
conduit à des fonctions dont les opérateurs proximaux ont une
forme explicite. Deux algorithmes sont implémentés : un algo-
rithme proximal primal PPXA+ [24] et un algorithme proximal
primal-dual [25]. Une autre alternative, proposée dans [23],
vise à reformuler (3), également comme une somme de quatre
fonctions, mais en considérant une autre décomposition basée
sur l’éclatement de la contrainte de décroissance.

Dans ce travail nous proposons de réécrire (3) comme une
somme de deux fonctions

min
θ

g(θ) + λ MTV(θ) (8)

Algorithme pour résoudre le Problème 3.1
1. Affecterχtop := (1, 1, r1) et former la pileS := {χtop}.
2. Pourk = 2, . . . ,K, faire{
3. Affecterχ := (k, k, rk).
4. Tant queS n’est pas vide etrχ ≥ rχtop , faire{
5. Mettre à jourrχ :=

(
rχ(k − χ1 + 1) +

rχtop (χtop
2 − χtop

1 + 1)
)
/(k − χtop

1 + 1).
6. Mettre à jourχ := (χtop

1 , k, rχ).
7. Enlever (POP) χtop deS.

}
8. Ajouter (PUSH) χ en haut deS.

}
9. Pour chaque élémentχ = (χ1, χ2, rχ) deS et pour tout

k = χ1, . . . , χ2, affecterẑk := rχ.

FIGURE 1 – Algorithme prenant en entrée un vecteurr ∈ R
K

et calculant le vecteur̂z solution du Problème 3.1. Il consiste
à maintenir une pileS de segments constants deẑ, qui sont
fusionnés au fur et à mesure pour assurer la décroissance de
ẑ. Chaque segment deS est représenté par un tripletχ =
(χ1, χ2, rχ) : χ1 et χ2 sont les indices de début et de fin du
segment etrχ est la valeur prise par̂z sur le segment ;rχ vaut
toujours(

∑χ2

k=χ1
rk)/(χ2 − χ1 + 1), soit la moyenne der sur

le segment.χtop indique toujours l’élément en haut deS.

avec la fonctiong égale à la somme sur les pixels de la fonction
f définie en (1) :

g(θ) =

N∑

n=1

Q∑

q=2

cn,qθq,n + h(θq,n) s.t. θ2,n ≥ · · · ≥ θQ,n,

(9)
où cn,q = log fq(yn) − log fq−1(yn) et h(a) = 0 si a ∈
[0, 1], +∞ sinon (l’opérateur proximal deh estproxh(a) =
max(0,min(a, 1)) ). Ainsi, l’opérateur proximal deg est sim-
plement l’opérateur proximal def appliqué à chaque pixel.
Nous montrons comment calculer ce dernier dans la section
suivante.

Finalement, le problème (8) n’impliquant que deux fonc-
tions, dont une composée avec un opérateur linéaire, l’algo-
rithme primal-dual de Chambolle et Pock [6] est un choix ju-
dicieux ; nous l’appliquons en section 4, avec la régularisation
donnée en (4).

3 Calcul de l’opérateur proximal de f

Le résultat principal et nouveau de l’article est le suivant:
l’opérateur proximal de la fonctionf , définie en (1) avech
quelconque, se ramène à l’opérateur proximal pourh = 0, suivi
de l’opérateur proximal deh. Plus précisément, pour un entier
K non nul :

Problème 3.1 Soit un vecteurr ∈ R
K . On veut calculer

ẑ = argmin
z∈RK

1

2
‖z − r‖22 s.t. z1 ≥ . . . ≥ zK .



(a) Image originale (b) Image segmentée pourλ = 103 (c) Image segmentée pourλ = 104

FIGURE 2 – Résultats de segmentation de l’image bruitée (a) pourQ = 6 classes avec l’algorithme proposé (1000 itérations).

Le vecteur̂z ne possède pas de forme explicite en fonction de
r mais un algorithme exact et très rapide, de complexitéO(K),
existe pour le calculer [26,27]. Il est rappelé en Fig. 1.

Problème 3.2 Soit h une fonction convexe semi-continue in-
férieurement et propre deR dans ]−∞,+∞], deux vecteurs
c ∈ R

K ets ∈ R
K . On veut calculer

p̂ = argmin
p∈RK

1

2
‖p−s‖22+c⊤p+

K∑

k=1

h(pk) s.t. p1 ≥ . . . ≥ pK .

Proposition 3.3 Les solutionŝp et ẑ des Problèmes 3.1 et 3.2,
avecr = s− c, vérifient :

p̂k = proxh(ẑ), ∀k = 1, . . . ,K. (10)

Preuve. ẑ est l’unique vecteur satisfaisant les conditions de
Karush-Kuhn-Tucker d’optimalité du premier ordre, à savoir :
il existe des multiplicateurs de Lagrangeµ1, . . . , µK−1 tels que

1. (admissibilité primale)̂z1 ≥ . . . ≥ ẑK

2. (admissibilité duale)µk ≥ 0, pour toutk = 1, . . . ,K,

3. (stationnarité)̂zk − rk + µk−1 − µk = 0, pour toutk =
1, . . . ,K, avecµ0 = µK = 0.

4. (relâchement complémentaire)µk(ẑk − ẑk+1) = 0, pour
toutk = 1, . . . ,K − 1.

De manière similaire,̂p est l’unique vecteur satisfaisant les
conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker, à savoir :il
existe des multiplicateurs de Lagrangeν1, . . . , νK−1 et des va-
riables dualest1, . . . , tK qui satisfont

1. (admissibilité primale)̂p1 ≥ . . . ≥ p̂K

2. (admissibilité duale 1)νk ≥ 0, pour toutk = 1, . . . ,K,

3. (admissibilité duale 2)tk ∈ ∂h(p̂k), ∀k = 1, . . . ,K,

4. (stationnarité)̂pk − sk + ck + tk + νk−1 − νk = 0, pour
toutk = 1, . . . ,K, avecν0 = νK = 0.

5. (relâchement complémentaire)νk(p̂k − p̂k+1) = 0, pour
toutk = 1, . . . ,K − 1.
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FIGURE 3 – Valeur de la fonction coût en (8) pourλ = 103 (à
gauche) et pourλ = 104 (à droite) pour l’expérience illustrée
en Fig. 2, en fonction du temps de calcul, en secondes.

Il est donc suffisant de montrer quêp définie par (10) satisfait
les conditions ci-dessus. Tout d’abord, par définition de l’opé-
rateur proximal, nous avons

0 ∈ ∂h(p̂k) + p̂k − ẑk, pour toutk = 1, . . . ,K.

Par conséquent, en posanttk = ẑk − p̂k, la condition d’admis-
sibilité duale 2 est satisfaite. D’autre part, en posantµk = νk,
la condition d’admissibilité duale 1 et la condition de station-
narité sont également satisfaites. De plus, siẑk = ẑk+1, alors
p̂k = p̂k+1, ce qui conduit à la condition de relâchement com-
plémentaire. Enfin, l’opérateur proximal est monotone : pour
tousa, a′ ∈ R, a ≥ a′ impliqueproxh(a) ≥ proxh(a

′) ; on a
donc l’admissibilité primale, ce qui conclut la preuve. �

4 Validation expérimentale

Nous proposons d’évaluer les performances en terme de temps
de calcul entre 1) une méthode de l’état de l’art [23], qui consiste
à séparer le critère en une somme de quatre fonctions, et 2) la
méthode proposée, à savoir la minimisation de (8) par l’algo-
rithme de Chambolle-Pock [6], avec l’opérateur proximal deg
implémenté comme en Section 3.

L’image que nous analysons est présentée en Fig. 2 (a), il
s’agit d’une version bruitée de l’image « parrot ». La segmen-
tation est effectuée pourQ = 6 classes et l’image segmen-
tée, définie en (7) est présentée en Fig. 2 (b) (resp. (c)) pour



λ = 103 (resp.λ = 104). Les temps de calcul correspondants
sont présentés en Fig. 3 (implémentation Matlab avec un Mex-
file en C pour l’opérateurproxg, afin de passer outre la gestion
lente des boucles en Matlab). Le gain en terme de vitesse de
convergence apparaît nettement à travers ces résultats, quelle
que soit la valeur deλ choisie.
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