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Résumé – Dans ce travail, le formalisme du lisseur de Kalman étendu, également connu sous le nom de lisseur de Rauch-Tung-
Striebel (RTS), est généralisé au cas où l’état évolue sur un groupe de Lie matriciel. La solution proposée repose sur le lien que
l’on peut établir entre l’algorithme de Gauss-Newton sur groupe de Lie et une distribution Gaussienne concentrée sur groupe de
Lie qui constitue une généralisation possible de la distribution Gaussienne à un groupe de Lie. Le lisseur de Rauch-Tung-Striebel
sur groupe de Lie (LG-RTS) obtenu fournit des expressions analytiques pour le lissage des paramètres issus d’un filtrage de
Kalman étendu sur groupe de Lie (LG-EKF). L’algorithme proposé est appliqué au problème du lissage de la trajectoire d’une
caméra. Les résultats obtenus sur données synthétiques montrent que, pour cette application, le LG-RTS permet d’améliorer
sensiblement les performances obtenues par le LG-EKF.

Abstract – In this paper, we propose a generalization of the Rauch-Tung-Striebel smoother (RTS), also known as Extended
Kalman Smoother, to the case where the state evolves on a matrix Lie group. Our solution relies on the link between the Gauss-
Newton algorithm on Lie groups and the formalism of the concentrated Gaussian distribution on Lie groups. Our formalism yields
closed-form equations for the smoothing of parameters produced by the Extended Kalman Filter on Lie groups (LG-EKF). The
proposed algorithm, called LG-RTS, is applied to a camera trajectory estimation problem. Results show that, in this application,
the LG-RTS significantly improves the output of the LG-EKF.

1 Introduction
Dans cet article nous nous intéressons au problème du lis-
sage sur variétés. Ce travail est motivé par le besoin d’une
méthodologie de lissage, s’appliquant notamment au mou-
vement de caméras portées utilisées pour l’observation
d’activités1, où les variables à estimer appartiennent à un
groupe de Lie matriciel (GdL).

Un certain nombre de contributions ont déjà été ap-
portées dans le domaine du filtrage sur variétés (Riemann
[1, 2], Stiefel [3, 4], Grassmann [5], groupe de Lie [6, 7, 8]).
Cependant, pour notre application, le filtrage n’est pas
suffisant. En effet, lorsque l’on cherche à estimer la posi-
tion (et l’orientation) d’une caméra à un instant donné, les
observations futures apportent une information non nég-
ligeable.

Cet article fournit un cadre générique permettant de
lisser les paramètres issus du filtre de Kalman étendu sur
groupe de Lie (LG-EKF) [8], c’est à dire de corriger les
paramètres estimés à chaque pas de temps par le LG-EKF
(qui ne tient compte que des observations passées) en y in-
corporant l’information des observations futures. La solu-
tion proposée repose sur le lien que l’on peut établir entre
l’algorithme de Gauss-Newton sur GdL et une distribution
gaussienne concentrée sur GdL qui constitue une générali-
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sation possible de la distribution gaussienne à un GdL. Le
lisseur proposé est appelé lisseur de Rauch-Tung-Striebel
sur groupe de Lie (LG-RTS) car l’algorithme obtenu se
réduit au lisseur de Rauch-Tung-Striebel [9] lorsque l’état
évolue sur un espace Euclidien.
La suite de l’article est organisée de la manière suivante:

La partie 2 introduit les notions de groupes et algèbres de
Lie ainsi que le formalisme de la distribution gaussienne
concentrée sur GdL. Le lisseur de Rauch-Tung-Striebel sur
GdL que nous développons dans cet article est présenté
dans la section 3. Dans la partie 4, les performances du
lisseur sont illustrées sur un problème d’estimation de la
trajectoire d’une caméra. Finalement, la conclusion et les
directions de recherche seront énoncées dans une dernière
partie.

2 Prérequis
2.1 Définitions et Notations
Dans cette partie, nous rappelons les définitions et nos
notations concernant les GdL. Nous référons le lecteur à
l’ouvrage [10] pour une étude plus approfondie sur ces
derniers et une compréhension de l’intérêt de ce formal-
isme. Un GdL noté G ⊂ Rn×n est une variété différen-
tielle munie d’une structure de groupe compatible où les
opérateurs de composition et d’inversion correspondent à
la multiplication et à l’inversion matricielle avec la matrice



identité Idn comme l’élément identité. Grâce aux appli-
cations ”logarithme de matrice” logG et ”exponentielle de
matrice” expG, nous disposons localement d’un difféomor-
phisme entre un voisinage autour de l’identité du groupe
et l’espace tangent à l’identité TeG du groupe, appelé al-
gèbre de Lie g. Cette algèbre se trouve être isomorphe à un
espace Euclidien Rp où p est le nombre de degrés de liberté
intrinsèque de la variété. En choisissant une base de g, il
est donc possible de représenter un élément de g dans Rp
grâce à l’application linéaire [·]∨G. L’application inverse est
notée [·]∧G. Afin d’alléger les notations, nous définissons :
exp∧G (·) = expG

(
[·]∧G
)
et log∨G (·) = [logG (·)]∨G.

Finalement, nous introduisons la formule de Baker-
Campbell-Hausdorff linéarisée (les Bn sont les nombres
de Bernoulli):

log∨G (exp∧G (a) exp∧G (b)) = b+ ϕG (b) a+O
(
‖a‖2

)
(1)

où

ϕG (b) =
∞∑
n=0

BnadG (b)n

n! = Idp + 1
2adG (b) + · · · (2)

et adG (b) a =
[
[b]∧G [a]∧G − [a]∧G [b]∧G

]∨
G
.

2.2 Distribution gaussienne Concentrée
sur groupe de Lie

Nous introduisons ici la notion de distribution gaussi-
enne concentrée sur GdL [11, 12]. Cette distribution
paramétrique va nous permettre d’étendre simplement le
formalisme de distribution gaussienne au cas des GdL.
Soit x ∈ G de distribution gaussienne concentrée sur GdL
(notée x ∼ NG (x;µ, P )), alors elle peut s’écrire:

x = exp∧G (ε)µ (3)

où µ ∈ G et ε ∼ NRp (ε; 0p×1, P ) (où NRp représente une
distribution normale dans Rp). Dans le cas où la plus
grande valeur propre de P est suffisamment petite, on peut
alors effectuer l’approximation suivante: log∨G

(
xµ−1) ∼

NRp

(
log∨G

(
xµ−1) ; 0p×1, P

)
.

3 Un lisseur de Rauch-Tung-
Striebel sur groupe de Lie

Cette section fournit un cadre générique permettant de
lisser les paramètres issus du filtre de Kalman étendu sur
groupe de Lie (LG-EKF) [8]. La démonstration du lisseur
proposé est présentée ci-après.

3.1 Formulation du problème
On souhaite approcher la distribution suivante par une
gaussienne concentrée sur groupe de Lie, où l’on considère
un modèle markovien sur l’état xt ∈ G. Une observation

yt dépend uniquement de l’état courant xt et est condi-
tionnellement indépendante des autres états sachant l’état
xt. Par conséquent nous avons la relation suivante :

p (xt+1, xt|y1:T ) = p (xt|xt+1, y1:T ) p (xt+1|y1:T )
= p (xt|xt+1, y1:t) p (xt+1|y1:T )

= p (xt+1, xt|y1:t)
p (xt+1|y1:t)

p (xt+1|y1:T ) (4)

où y1:T représente l’ensemble des observations disponibles
de l’instant 1 à l’instant T . On suppose que les 3 distri-
butions qui interviennent dans (4) sont des gaussiennes
concentrées de la forme suivante:

p (xt+1, xt|y1:t) = NG
([

xt+1
xt

]
;
[
µt+1|t
µt|t

]
, (5)

Σ =
[
Qt + FtPt|tF

T
t FtPt|t

Pt|tF
T
t Pt|t

])
p (xt+1|y1:t) = NG

(
xt+1;µt+1|t, Pt+1|t = Qt + FtPt|tF

T
t

)
(6)

p (xt+1|y1:T ) = NG
(
xt+1;µt+1|T , Pt+1|T

)
(7)

Les équations (5) et (6) sont issues de l’étape de propa-
gation du LG-EKF (voir [8]) alors que (7) correspond à la
sortie du lisseur à l’instant t+1 (le lisseur part de l’instant
T et lisse les états jusqu’à l’instant 1). Ft est la matrice
de transition alors que Qt est la matrice de covariance du
bruit de modèle (voir [8]).
Sous l’hypothèse de gaussienne concentrée, on peut ap-

proximer l’opposé du logarithme de (4) de la manière suiv-
ante:

l (xt+1, xt) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


log∨G

(
xt+1µ

−1
t+1|t

)
log∨G

(
xtµ
−1
t|t

)
log∨G

(
xt+1µ

−1
t+1|t

)
log∨G

(
xt+1µ

−1
t+1|T

)



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

E

(8)

où
E = diag

(
Σ,−

(
Qt + FtPt|tF

T
t

)
, Pt+1|T

)
(9)

et ‖·‖2· représente la distance de Mahalanobis.
On s’intéresse au minimum de (8), i.e on souhaite trou-

ver {x̂t+1, x̂t} = argmin
xt+1,xt

{l (xt+1, xt)}. Pour ce faire on

propose d’appliquer un algorithme de Gauss-Newton.

3.2 Application de l’algorithme de Gauss-
Newton

Commençons par linéariser le terme à l’intérieur de la
norme de (8) en δ

l+1/l
t+1 = 0 et δl+1/l

t = 0 où l’on a posé
xt = exp∧G

(
δ
l+1/l
t

)
x

(l)
t et xt+1 = exp∧G

(
δ
l+1/l
t+1

)
x

(l)
t+1.

Pour cela, on définit:

δl,tt+1 = log∨G
(
x

(l)
t+1µ

−1
t+1|t

)
(10)

δl,tt = log∨G
(
x

(l)
t µ
−1
t|t

)
(11)



δl,Tt+1 = log∨G
(
x

(l)
t+1µ

−1
t+1|T

)
(12)

En utilisant (1) on obtient un nouveau problème qui
s’écrit alors:

argmin
δ

l+1/l
t+1 ,δ

l+1/l
t


∥∥∥∥∥el + Jl

[
δ
l+1/l
t+1
δ
l+1/l
t

]∥∥∥∥∥
2

E

 (13)

où

Jl =


ϕG

(
δl,tt+1

)
0

0 ϕG

(
δl,tt

)
ϕG

(
δl,tt+1

)
0

ϕG

(
δl,Tt+1

)
0

 et el =


δl,tt+1
δl,tt
δl,tt+1
δl,Tt+1

 (14)

On définit également: ϕG
(
δl,tt+1

)
= M, ϕG

(
δl,tt

)
= S et

L = ϕG

(
δl,Tt+1

)
.

La solution de (13) s’écrit alors:

[
δ
l+1/l
t+1
δ
l+1/l
t

]
= −

(
JTl E

−1Jl
)−1

JTl E
−1


δl,tt+1
δl,tt
δl,tt+1
δl,Tt+1

 (15)

où

E−1=diag

 Q−1
t −Q−1

t Ft

−FTt Q−1
t

FTt Q
−1
t Ft

+P−1
t|t

,− (FtPt|tFTt+Qt)−1 , P−1
t+1|T


(16)

3.2.1 Calcul de
(
JTl E

−1Jl
)−1

Calculons l’inverse de JTl E−1Jl:(
JTl E

−1Jl
)−1 =

[
A′ B′

B′T D′

]
(17)

Il est possible de prouver que:

A′ = L−1Pt+1|TL−T (18)

D′ = S−1 (Pt|t+
Lt
(
ML−1Pt+1|TL−TMT − Pt+1|t

)
LTt
)
S−T (19)

où
Lt = Pt|tF

T
t P
−1
t+1|t (20)

et
B′ = L−1Pt+1|TL−TMTLTt S−T (21)

3.2.2 Calcul de δl+1/l
t+1

Commençons par supposer que x
(l)
t+1 = µt+1|T . Alors

d’après (12), δl,Tt+1 = 0 et par conséquent L = Id.

D’après (15) et en utilisant (14), (16) et (17) on obtient
alors:

δ
l+1/l
t+1 = −Pt+1|TMT(((

Q−1
t −

(
Qt + FtPt|tF

T
t

)−1)− LTt FTt Q−1
t

)
δl,tt+1

+
(
−Q−1

t Ft + LTt

(
FTt Q

−1
t Ft + P−1

t|t

))
δl,tt

)
(22)

Il est possible de montrer que, dans l’équation ci-dessus,
le terme en δl,tt+1 est nul, ainsi que le terme en δl,tt . Donc
en initialisant x(0)

t+1 = µt+1|T , on a montré que:

δ
l+1/l
t+1 = 0 (23)

pour tout l. Par conséquent: δl,Tt+1 = 0 et L = Id.

3.2.3 Calcul de δl+1/l
t

D’après (15) et en utilisant (14), (16) et (17) ainsi que le
fait que δl,Tt+1 = 0 et L = Id, on obtient:

δ
l+1/l
t =−S−1

{(
LtMPt+1|TMT

(
Q−1
t −

(
Qt + FtPt|tF

T
t

)−1)
−
(
Pt|t + Lt

(
MPt+1|TMT − Pt+1|t

)
LTt
)
FTt Q

−1
t

)
δl,tt+1

+
((
Pt|t+Lt

(
MPt+1|TMT−Pt+1|t

)
LTt
)(
FTt Q

−1
t Ft + P−1

t|t

)
−LtMPt+1|TMTQ−1

t Ft
)
δl,tt

}
(24)

Il est alors possible de montrer que, dans l’équation ci-
dessus, le terme en δl,tt vaut −S−1δl,tt alors que le terme
en δl,tt+1 vaut S−1Ltδ

l,t
t+1. Au final, on a donc:

δ
l+1/l
t = S−1

(
Ltδ

l,t
t+1 − δ

l,t
t

)
(25)

3.3 Solution obtenue
En initialisant x(0)

t+1 = µt+1|T , on a obtenu (eq.(23) et
eq.(25)): [

δ
l+1/l
t+1
δ
l+1/l
t

]
=
[

0
S−1

(
Ltδ

l,t
t+1 − δ

l,t
t

) ] (26)

Ce qui nous donne alors:

δl+1,t
t = log∨G

(
x

(l+1)
t µ−1

t|t

)
' δl,tt + Sδl+1/l

t = Ltδ
l,t
t+1

(27)
On obtient donc l’équation de mise à jour suivante:

x
(l+1)
t = exp∧G

(
δl+1,t
t

)
µt|t = exp∧G

(
Ltδ

l,t
t+1

)
µt|t

= exp∧G
(
Ltlog∨G

(
µt+1|Tµ

−1
t+1|t

))
µt|t (28)

La solution est obtenue après une seule itération et on
a donc x̂t = exp∧G

(
Ltlog∨G

(
µt+1|Tµ

−1
t+1|t

))
µt|t.

On pose alors µt|T = x̂t et on approxime la covariance
par D′:
Pt|T = S−1 (Pt|t + Lt

(
MPt+1|TMT − Pt+1|t

)
LTt
)
S−T
(29)

Notons que x̂t+1 = µt+1|T et que donc A′ vaut bien
Pt+1|T .



LG-EKF LG-RTS
EQM (norm.unit) 55.7 30.5

Table 1: Erreur Quadratique Moyenne sur la
pose (position et orientation) de la caméra:
1
N

∑N
i=1

∥∥∥log∨SE(3)

(
cestimét

(
cvrait

)−1
)∥∥∥2

(100 trajec-
toires)

4 Résultats sur données simulées
Nous avons choisi d’évaluer les performances du formal-
isme proposé sur un problème d’estimation de la tra-
jectoire d’une caméra. L’objectif est d’estimer la pose
c ∈ SE (3) de la caméra en considérant un modèle de
propagation où l’accélération est un bruit blanc Gaussien:

ct+1 = exp∧SE(3) (vt∆t) ct (30)

Par conséquent, la vitesse de la caméra v ∈ R6 est égale-
ment estimée. Elle est décrite par le modèle suivant:

vt+1 = vt + nt (31)

où nt est un bruit blanc Gaussien centré de covarianceQvt
.

Nous supposons également que c est directement observé
mais uniquement disponible un pas de temps sur 5:

yt = exp∧SE(3) (wt) ct (32)

où wt est un bruit blanc Gaussien centré de covariance Rt.
Dans nos simulations, ∆t = 0.1,

Qvt
= diag (0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1) et Rt =

diag
(
10−6, 10−6, 10−6, 10−3, 10−3, 10−3) (nous utilisons

la base de l’algèbre de Lie de [13]).
La Figure 1 représente l’erreur d’estimation de la po-

sition de la caméra pour une trajectoire. Le tableau 1
représente l’erreur quadratique moyenne de la pose de la
caméra (position et orientation). Pour cette application,
le LG-RTS permet d’améliorer sensiblement les perfor-
mances obtenues par le LG-EKF.

5 Conclusion
Dans cet article, nous avons proposé un nouvel algo-
rithme appelé lisseur de Rauch-Tung-Striebel sur groupe
de Lie qui permet de lisser les paramètres issus du fil-
tre de Kalman étendu sur groupe de Lie. A l’aide d’un
algorithme de Gauss-Newton sur groupe de Lie, nous
avons obtenu des expressions explicites permettant de
lisser les paramètres issus du filtrage. Les performances
de l’algorithme proposé ont été testées sur un problème
d’estimation de trajectoire d’une caméra. Les résultats
ont montré que dans cette application, le LG-RTS perme-
ttait d’améliorer sensiblement les performances obtenues
par le LG-EKF.

Dans nos recherches futures, nous souhaitons, utiliser
cet algorithme au sein d’un lisseur particulaire Rao-
Blackwellisé.
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Figure 1: Erreur d’estimation de la position de la caméra
sur une trajectoire
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